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PRINCIPIO DA INDUÇAO FINITA 


O Princípio da Indução Finita (PIF) é um artifício matemático utilizado, em geral, para 
comprovar que uma proposição P(n) que, por inspeção, é válida para uma dada sequência de inteiros 
positivos consecutivos (conjunto A), é também válida para todos os inteiros positivos maiores que o 
elemento mínimo de A. 

“Sendo P(n) uma proposição associada a cada elemento do conjunto A (formado por todos os inteiros 
maiores que um determinado inteiro, que é o min A) e que satisfaz às duas seguintes condições: 
(1) P(min A) é verdadeira; 


(2) para todo inteiro positivo k, se P(k) é verdadeira, então P(k + 1) também é verdadeira, k > min A. 
Nestas condições, a proposição P(n) é verdadeira para todo inteiro n maior ou igual que min A.” 


Exemplos: 


1) Demonstrar a proposição P(n): 1+3+5+..+(Qn— D) = n’, YneN. 

Solução: 

(1) Notemos que P(1) é verdadeira, pois 1 = 1°. 

(2) A hipótese de indução é que a proposição: P(k): 1+3+5+..+(Qk- D= kř, ke N é verdadeira. 
Somando 2k + 1 a ambos os membros da igualdade acima, temos: 

1+3+5 +. +0k-D+(Qk+D=K+(Qk+D=(Kk+I) 

ou seja, a proposição P(k + 1) é verdadeira. 

Logo, pelo “Princípio da Indução Finita”, a proposição P(n) é verdadeira para todo inteiro positivo n. 


2) Demonstrar a proposição P(n): 2º>n, Vn e N 

Solução: 

(1) Observemos que P(1) é verdadeira, pois 2'=2>1 

(2) A hipótese da indução é que, para algum inteiro k > 1, vale a desigualdade 2º > k 

Então, multiplicando por 2 a desigualdade anterior, temos: 2.2*>2k ou 28! !>k+k>k+I > 

25" >k+1. 

Então a proposição P(k + 1) é verdadeira. Pelo PIF, a proposição P(n) é válida para todo inteiro positivo. 


3) Prove que 5” — 1 é divisível por 24, Y n e N. 
Solução: 
Dn=1 > 5'-1=25-1=24 
IID) Suponhamos que exista um k e N, tal que 5° — 1 é divisível por 24, ou seja, = 1 = 24x 
ID 5™%-1=24x > 5%(5%-1)=25(24x) > 5%+?—25=24.25k > 5**2. 1=2425k+24 > 
SÓD 1 =24(25k+ 1) 


4) Prove que o dígito das dezenas de 3º, n um inteiro positivo é sempre par. 

Solução: 

Notemos inicialmente que 3! = 03, 32 = 09, 3º = 27, possuem dígitos das dezenas pares. 

Suponhamos que exista um inteiro positivo k tal que 3º possua dígito das dezenas par, ou seja, 3º = 
(Mxy) 10, onde y é o dígito das unidades, x (que é par) o dígito das dezenas e M o número que contem os 
dígitos restantes de 3*. 

Notemos que y somente pode assumir os valores 1,3, 7 ou 9. 

Desta forma, quando multiplicamos 3* por 3, como o algarismo das dezenas de 3 x 1,3x3,3x7€e3x9 
é sempre par, temos que vai O ou 2 para a casa das dezenas da conta desta multiplicação. Notamos 
também que o dígito das unidades de 3x é par, pois x é par. 

Como o dígito das dezenas de 3** ! é igual ao dígito das unidades de 3x (que é par) mais o das dezenas 
de 3y (que é O ou 2), temos que o dígito das dezenas de 3º* ! é par. Assim, por indução, temos que o 
dígito das dezenas de 3º é sempre par. 
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5) (Torre de Hanói) Existem 3 pinos fixos em uma base, com n discos em uma delas. Os discos, que 
possuem um furo em seu centro, são colocados em uma dos pinos em sua ordem de tamanho. É 
permitido mover o menor dos discos de um disco para outro disco, exceto que você não pode colocar um 
disco maior sobre um disco menor. 


Prove que é possível mover todos os discos em um outro pino usando 2º — 1 movimentos. 
Solução: 

I) Para n = 1 basta um movimento deslocar este o único disco para outro pino; 
II) Suponhamos que para k discos sejam necessários 2º — 1 movimentos para mover todos os discos para 
outro pino; 
HI) Para k + 1 discos podemos iniciar colocando todos os k primeiros discos no 2º pino, onde são 
necessários (pela suposição da indução) 2º — 1 movimentos. Coloquemos o último disco do 1º pino no 3º 
pino (mais um movimento) e depois passamos todos os k discos que estão no 2º pino para o 3º pino. 
Assim, para k +1 discos precisamos de (2*-1)+1+(25-1)=2**!-— 1 movimentos. 


1 1 1 1 1 1 1 
6) Prove que 1 +——...+ = + +... +—. 
2 3 2n-1 2n n+l! n+2 2n 
Solução: 
1 1 1 1 1 1 1 
Sejam f(n)=1 + + e g(n)= + ++ ; 
l (n) 2 3 2n-1 2n gtn) n+1 n+2 2n 


ID) Claramente f(1) = g(1) = 1/2; 
IID) Suponhamos que exista n tal que f(n) = g(n); 
HI) Observe que: 

1 1 1 1 1 1 1 
da 2n+1 2n+42 e s(n+1)-g(n) 2n+1 z 2n+2 n+1 2n+1 2n+2 
Assim, podemos afirmar que f(n + 1) — f(n) = g(n + 1) — g(n). 

Como f(n) = g(n) temos que f(n + 1) = g(n + 1),que completa a indução. 


7) (Torneio Internacional das Cidades) A seqüência é definida por: ao = 9, an+ 1 = 3an“ + 4an”, n >O. 
Mostre que aio contem mais do que 1000 noves em sua representação decimal. 

Solução: 

Notemos que aọ=9, a; = 22599, ... 

Notemos que ao termina em um 9 e a; termina em dois 9ºs. 

Provemos que aio termina em mais do que 1000 noves. 

Como 1000 <2!º = 1024, podemos conjecturar que a, termina em 2” 9°s. Vamos demonstrar isto por 
indução finita. 

Sabemos que um número termina em m 9ºs se é da forma a.10" — 1 

Suponhamos então que existe um n tal que a =a.10™-— 1 

an+1 = 3an + 4an = 3(a.10™ — 1)! +4(a. 10" — 1) = (a.10™ — 1)(3a. 10" — 3 + 4) = 

= (a.10™— 1)}(3a.10™ + 1) = (a?.10°™ — 2a.10™ + 1)(3a°.10°™ — 2a.10™— 1) = b.10°™ — 1 


Como o número de noves dobra em cada passo, temos que a, = a.10? —1 para todo n 2 0. 
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Exercícios 


1) Demonstrar por Indução Finita: 
2 


a) 12+22+3 n? >= n(n + D(2n + 1)/6 
b) 1? +2 +3? n na A 
c) 1+3 +5 Qn-1) = n(4nº = 3 
d) 1° +3? +5? +... + 2n- 17 =n Qu) 
e) 1.2 +2.33 +... - n(n 4 t D=n(n+ D(n+2)3 

ndo dO 3n+1 35 12n+7 
f l1+—+ e ET A 

5 5 5 5 16 16.5 
2 2 2 

g) 24 as L p E =34- (4n? Hnt 
D) ja seis trapos GDE Dx" 


(1-x) 
i) 2.5+5.8+8.11+..+(3n-D)(3n +2) = n(3n? +6n +1) 


3 1. 4 1 5 1 n+2 1 1 1 
j) zi ERA — =1 : 
122 232 "342 n(n+1) 2º n+1 2” 
2 3 n n+l 
Y 12 227 32 n2? 2 
3 4 5! (n+2)! (n+2)! 
psd tp DAS ed 
123 2392 343 T nn+N 3”  n+41Y 
m 1,5 4H n+n=1 1 l 
3 4 4 (n+9! 2 (n+2n! 
n) 1I+1I4+1/9+..+1In<2-1n 
o) a + aq + aq? +... + aq” = a(q° — 1)/(q — 1) 


p2 >n, Ynz5 
q) 2" >n’, Yn>10 
r) 4" >nf, Yn25 
sn! >n, Vn>4 
tn! >n’, Vn>6 


2) Demonstrar, usando Indução Finita, que: 
a)3º— 1 é divisível por 2, V n e IN 

b)n? -n é divisível por 6, Y n € IN 

c) 8º —- 3” é divisível por 5, V n e IN 

d) n(n — D(n + 1)(3n + 2) é divisível por 24, V n 
e IN. 


3) Demonstre a identidade 
sen2"* a 


cos a. cos 2a. cos 4a...cos 2" a = TT 
2 "sena 


1 1 1 
Jn <—+— +.. +—< Nn, 
12 Jn 


4) Prove que: 


para todo inteiro n > 1. 


Spamer pe ds a 
n+1 n+2 2n 24 


para todo número natural n > 1. 


6) Para todo inteiro n > 1, prove que 


1 1 1 3n 
1+— +— +... +— > à 
a gA n? 2n+1 


n 


7) Prove que 


2n : 
< para todo número 
n+1 n 


inteiro n > 1. 


8) Prove que se A, + A, +... 
1=1,2,...,n, então: 


+ An=1, 0< Aj< 


T 
senÃ, +senA, +... +senÃ, <n.sen— 
n 


9) Há algo errado com a seguinte demonstração, o 


que é? 
“Teorema: Seja a um número positivo. Para todo 
inteiro positivo n nós temos a"! = 1. 


Demonstração: Se n= 1, a7! =a'-1=a°=1. 


E por indução, assumindo que o teorema é 
verdadeiro para 1, 2, ..., n, nós temos 


E qua an 4 1.1 
(n+1) =a" = 2 =— i =1, donde o 
a 


teorema é verdadeiro para n + 1 também.” 


10) Seja (Fa) a segiiência de Fibonacci, definida 
por Fi = 1, F = 1, Fa+2 = Fn +1 + Fa Nn È O. 
Demonstre por indução que: 

a) F? +F? +...+ F? = F,F 


n“ n+l’ 
b) Fi F2 Eles Fa = Fat- l. 
c) Fi + F3 +... + Po = Fan +2 
d 
n-l 


n+k) 1 A 
11) Mostre por indução que > k jz EPAR 


12) Seja a um número real tal que dias EZ. 
a 

; 1 

Prove, por indução, que a” + — € Z, para todo 
a 

ne IN. 
13) Prove, por indução, que todos os números da 
forma 1007, 10017, 100117, ... são divisíveis por 
53. 


14) Demonstre, por indução, que: 
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1 1 1 n 
a(a+b) Ue Hg (a+m-Dbd@+n9 a(a+n9 


15) Demonstre, por indução, que: 
AN e qe 
4 9 n?) 2n 
16) Demonstre, por indução, a Desigualdade de 


Bernoulli: “Para todo número real x > — 1 e todo 
número natural n, (1 +x)" > 1 + nx.” 


17) Demonstre, por indução, que para todos 


k 2 
naturais k < n: Efi) RN 


n n n n? 


18) Demonstre, por indução, que n? + (n+ 1) F 
(n + 2) é divisível por 9. 


19) Demonstre, por indução, que 4º + 15n — 1 é 
divisível por 9. 

20) Um L-treminó é uma figura plana 

como a do desenho (ou uma rotação + 
dela). Considere um “tabuleiro de 

xadrez” de tamanho 2ºx2” do qual se 

remove uma qualquer das casas. Mostre que o 
restante do tabuleiro pode ser coberto por L- 
treminós sem superposição. 


21) Paran = 0, 1, 2, ..., seja x, ==lar +"), 


onde a = 3+1/2 eb = 3-42 . Demonstre que Xn 
é um inteiro para cada n. 


22) Demonstre, por indução, que: 


1.3.5...(2n — 1) 2 TaN 
2.4.6...2n 2n+1 
23) Para cada inteiro k, seja 
1 1 1 
a,=l+>+>+..+—. Prove que, para cada 
k 2 3 k q p 
inteiro positivo n: 
n(n+1) 


3a, +5a, +7a; +... +(2n+la, =(n+1)a, — 
24) (UFRJ-91) Prove que se n um número natural 
par, então 2º — 1 é divisível por 3. 


25) (Unicamp-92) Mostre que 3 divide no-n 
qualquer que seja o número natural n. 


26) (ITA-71) Qual o maior número de partes em 
que um plano pode ser dividido por n linhas retas? 
(Sugestão: usar indução finita). 

a) nº; d) (nº + n + 2)/2; 

b) n(n + 1); e) N.d.r.a. 

c) n(n + 1)/2; 


27) (ITA-01) Se f : ]0, 1[ > R é tal que, Vx e 


10,1[,... [fo] < 1/2 e roide) 5) 


então a desigualdade válida para qualquer n = 1, 
2,3,.e0< x< lé: 


1 1 
fœ] +—<- 
d lolt <s 


a lol > — 
2 
E 2 alias 
Bo 2 2" 


1 1 
o) as | fts) | < 3 


28) (IME-87) Mostre que para todo número 


5n 
= (2n 
natural n maior ou iguala 2, 2? al ) 
n 


29) (IME-88) Considere a segiência cujos 
primeiros termos são: 1,2,3,5,8, 13,21,34,55, 
Seja an seu n-ésimo termo. Mostre que 


deb) 


2 


30) (IME-91) Mostre que 
(2n + Dx 
sen ——— 
2 


2sen> 
2 


1 
a + cos x + cos 2x + ... + cos nx = 


31) (IME-2004) Demonstre que o número 
111...11222...225 é um quadrado perfeito. 
Ay 


n-l n 


32) (Provão-98) Considere a seqüência o: 


240. DE DO. , -. definida por a, ="2 


e a,y=v2+t+a,, para n 2 1. Mostre que a, < 2 
para todo n > 1. 


33) (Espírito Santo-99) Mostre que se ay, a2, as, ..., 
an são números reais positivos, então: 
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ul Eos 
(a+a,+.+ta])>+— +. +— |>n 
ajy a a 


34) (Rio Grande do Sul-2003) Seja (an) uma 

seqüência de números reais, definida para todo n 

1 1 
+... + 


n+2 20` 


inteiro positivo, por: a, = RE + 
n+1 
Prove que a, < ERR 
4 4n 

35) (Ceará-2001) Suponha que a função f:R > R 
satisfaz f(xy) = xf(y) + yf(x) para todos x; y e R. 
Prove que f(1) = 0 e que f(u”) = n.u” ~ !f(u) para 
todo n natural e todo u real. 


36) (OBM-80) Prove que, para cada número 
natural p, com p > 3, existem p números naturais 
distintos dois a dois: nı, no, ..., np, tais que 


Í + } +... + l =1. 


ny n, np 


37) (OBM Jr.-96) Prove que todo inteiro positivo 
n pode ser escrito como n = + 1° + 2? +... +m? 
para algum inteiro m e alguma escolha 
conveniente de sinais + e — . 

(Por exemplo, 11 = 1-2? +3? +48 +5 -6 


38) (Portugal-94) Prove que o número 
111...11-222..22 é, para todo n natural, um 
2's 


2n l's n 


quadrado perfeito. 
39) (Hungria-1913) Prove que (n)? > n”. 


40) (Hungria-1935) Prove que para todo n inteiro 
1 1 1 1 1 RE 1 


—+— +... +t — = — + —. 
(2n-1)2n n+! n+2 2n 


1.2 3.4 


41) (Hungria-1938) Mostre que, para todo inteiro 
l l l 
a a PR + 
n n+l 


1 
+... +— >l. 
n+2 n? 


42) (Hungria-1941) Prove que: 
ad rodex Ddr x Ida xD dax = 


=1+x +x? +x? a RT! 


43) (Canadá-69) Determine o valor da soma 1.1! 
+2.2!+3.3!+...+ (n—1)(n-1)!+n.n!. 


44) (Canadá-73) Para todo inteiro positivo n, seja 


iage a is, Prove que para todo n = 
2 3 n 
2,3,4, ... temos n + h(1) + h(2) + h(3) + ... + h(n 


— D=nh(n). 


45) (Canadá-74) Mostre que, para todo inteiro 
positivo n, 12-22 +32 -42+.+4(€- D(n-1)+ 
CD n Ss a +2 +... +n). 


46) (Canadá-85) Seja 1 < xı < 2 e, para n = 1, 2, 


. Ls 
... defini-se x, =1+X, o nr Prove que, para 


n23, [xy Dk 


47) (Furman University-96) Seja uo = 1, u = 3, 
e, para n > 2, seja Un = 2un - 1 + 7un-2. Mostre que 
un < 4º para todo n > 0. 


48) (Putnam-58) Seja Rj = 1, Rault, n 


n 


> 1. Mostre que para n > 1, Jn<R, <vn+1. 


49) (Noruega-93) Os números de Fermat são 
definidos por F, =22 +41 paran=0,1,2,... 


Prove que F, = Fa 1F5-2...FiF9+2 para todo n 
=1,2,3,... 


50) (Rússia-62) Dados os números positivos ai, 


a2, ... dog, &100- Sabe-se que: a > apo & = 3aı = 
220, a3 =3a = 2ai, “+ 100 — 3a99 = Zaos. Prove que 
airo > 2º. 


51) (Rússia-2000) A segiiência de números reais 
(ai, a2, ..., 42000) satisfaz a condição: a1? + a? +... 
+a = (ay + az +... + an? para todo n, 1 < n < 
2000. Mostre que todo elemento da seqüência é 
um número inteiro. 


52) (Balcânica Jr-2003) Sejam A = 44...4 e B = 
2n 

88...8. Mostre que A + 2B + 4 é um quadrado. 

1 


n 


= — Capítulo 2_Seqüências Aritmética e Geométrica 
SEQUENCIAS ARITMETICA E GEOMETRICA 


2.1. INTRODUÇÃO AO ESTUDO DAS SEQÜÊNCIAS 

Uma seqüência ou progressão numérica é qualquer listagem ordenada (finita ou infinita) de 
números reais. Por exemplo, os números (2, 10, 5, 8) formam uma seqüência finita de quatro números 
naturais. Cada número na seqüência é denominado “termo” e em toda seqüência todo termo é 
classificado de acordo com a sua ordem. Assim, na seqüência (8, 1, 0) o 1° termo da seqüência é o 
número 8, o 2º termo na seqüĉência é o número 1 e o 3° termo na segiência é o número 0. Para 
simplificar esta nomenclatura utiliza-se uma letra acompanhada de um índice como símbolo de cada 
termo da sequência. Por exemplo, podemos definir a seqüência (an) como (a = 2, a2 = 4, az = 6, a4 = 8, 
as = 10) onde o símbolo a; significa “1º termo da sequência (an)”, o símbolo az significa “2º termo da 
sequência (an)” e assim por diante. 

Existe um especial interesse nas sequências em que podemos encontrar uma mesma fórmula 
fechada para o cálculo de qualquer termo da segiiência, sendo necessário apenas saber a ordem deste 
termo. Por exemplo, na sequência (an) definida no parágrafo anterior podemos observar que an = 2n, para 
l<n<5,ne IN. A esta fórmula que permite que todos os termos da sequência possam ser calculados 
somente em função da sua ordem dá-se o nome de “termo geral da sequência”. Por exemplo, a sequência 
infinita (an) formada pelos quadrados perfeitos de números naturais (0, 1, 4,9, 16, 25, ...) possui termo 
geral dado por an =n’, n € IN. 

Outra maneira de caracterizar os termos de uma sequência é através de uma equação de 
recorrência, ou seja, uma expressão que relacione um termo em função do(s) anterior(es). Por exemplo, 
a famosa sequência de Fibonacci é definida recursivamente por F; = 1, F2 = 1 e Fa = Fn-1 + Fnr-3 n23, 
n e IN. Assim, temos que seus primeiros termos são dados por (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...). 
Note que a equação de recorrência não necessariamente precisa ser linear em relação aos termos 


anteriores. Por exemplo, podemos definir a sequência (bn) por bı = 1 e b, = 2º (n > 2) e também 
E PERII T a as ; 
definir a sequência (cn) por cı = 0 e c, = 7 C n > 2, ambas não lineares. Posteriormente, no 


capítulo 4 deste livro, você verá como calcular o termo geral de uma seqüência a partir de sua equação 
de recorrência. 

Em algumas seqüências estamos mais interessados no valor da soma dos termos do que 
realmente no termo geral. O simbolo S, significa a soma dos primeiros n termos de uma seqüência. 
Quando uma seqüência possuir infinitos termos e o valor da soma dos seus termos é finito, dizemos que 
a seqüência em questão é convergente. Por exemplo, a sequência de termo geral an = 2 " é convergente 
pois a soma dos seus infinitos termos é igual a 1. Quando a soma dos infinitos termos de uma segiiência 


r 


tende para o infinito, chamamos esta seqüência de divergente. Por exemplo, a seqüência a, =— é 
n 


divergente, pois a soma dos seus infinitos termos tende para o infinito. 


2.2. A PROGRESSÃO ARITMÉTICA 
2.2.1. Definição 

A progressão aritmética (PA) é uma seqüência em que cada termo é igual ao termo antecessor 
somado a um determinado valor constante. Por exemplo, a seqüência 3, 5, 7, 9, 11 é uma progressão 
aritmética pois todo termo (a partir do 2° termo é evidente) é igual ao termo antecessor mais 2. Podemos 
também definir progressão aritmética como toda seqüência em que a subtração de dois termos 
consecutivos (an — an - 1) é uma constante. O nome que se dá para esta constante é “razão da progressão 
aritmética”. Assim, se aí, a2, a3, a4, ... formam uma PA, então a — a1 =T, a3 — a2 =r, a4 — a =1,.. 

Note que uma seqüência em que todos os termos sejam iguais (denominada seqüência constante) 
pode ser interpretada como uma progressão aritmética de razão igual a 0. Por outro lado, quando uma 
progressão aritmética possui razão dada por um número positivo, dizemos que esta é uma PA crescente. 
Analogamente, quando a razão da progressão aritmética é menor que zero, afirmamos que esta se trata se 
uma PA decrescente. 
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2.2.2. Termo Geral 
Vamos agora determinar o termo geral de uma PA em função somente do 1º termo e da razão. 
Para tanto, repare nas seguintes relações que podemos obter sobre os termos de uma PA: 


a =a tr; a=a+tr=a+2r; aq=atr=a+3r; as=atr=a+4r;.. 


r * re 
Se r = 0 o termo geral da PA é dado por an = aj, V n e IN. Caso contrário, observando as 
relações acima, podemos deduzir que an = a; + (n — 1)r. Vamos demonstrar isto usando uma propriedade 
básica das proporções. 
jp Et ds MA Gti taaa E! 
r r r r r+r+r+..+r (n—Dr 


an—-a=(n-lr > — Termo Geral da PA 


Na verdade, não é obrigatório escrever todos os termos de uma progressão aritmética em função 
do primeiro termo. Podemos também expressar todos os termos de uma PA em função de qualquer 
elemento da sequência. Por exemplo, considere o termo a; = a, + (J — 1)r. Assim: 


an- aj=(n-— 1)r- (j — 1)r= (n —j)r > [aza +0] 


Por exemplo, em uma PA de razão r, sabemos que a = a; + 8r. Entretanto, também podemos 
escrever que ay = as + 4r ou que as = ag — 4r. 

É muito comum confundir o símbolo an, geralmente utilizado para termo geral, com o último 
termo da segiiência. Quando dizemos que a, é o termo geral de uma segiiência, n é uma variável que 
pode assumir qualquer valor inteiro positivo desde 1 até o número de termos da segiência. Quando 
usamos o símbolo a, para último termo da sequência, n é um número fixo igual ao número de elementos 
da segiiência. 

Em alguns países (principalmente europeus), o padrão utilizado para o primeiro elemento de uma 
sequência não é a, e sim ao. Assim, a, passa a representar o segundo elemento da segiiência, az o 
terceiro elemento, a; o quarto elemento e assim por diante. Neste caso, o termo geral de uma PA é dado 
por an = ao + nr. 


Exemplos: 


1) (UEPA-2004) A prefeitura de um município, preocupada com o êxodo rural, implantou um projeto de 
incentivo à agricultura orgânica, com previsão de 3 anos, para manter as pessoas no campo. Observou- 
se após a implantação que 12 famílias haviam sido beneficiadas no primeiro mês; 19 famílias, no 
segundo mês e 26 famílias, no terceiro mês. Segundo os técnicos, a previsão é de que o número de 
famílias beneficiadas mensalmente aumentará na mesma razão dos meses anteriores. Dentro dessas 
previsões, o número de famílias que serão beneficiadas no último mês de execução deste projeto é: 

a) 245 b) 257 c) 269 d) 281 e) 293 

Solução: 

Segundo o enunciado, a seqüência formada pelo número de famílias beneficiadas em cada mês é uma 
progressão aritmética de 1º termo igual a 12 e razão 7. Assim, a36 = a; + 35r = 12 + 35.7 = 257. 


2) (UFRJ-2004) Um vídeo-clube propõe a seus clientes três opções de pagamento: 

Opção I: R$ 40,00 de taxa de adesão anual, mais R$ 1,20 por DVD alugado. 

Opção II: R$ 20,00 de taxa de adesão anual, mais R$ 2,00 por DVD alugado. 

Opção III: R$ 3,00 por DVD alugado, sem taxa de adesão. 

Um cliente escolheu a opção II e gastou R$ 56,00 no ano. 

Esse cliente escolheu a melhor opção de pagamento para o seu caso? Justifique sua resposta. 

Solução: 

Note que os valores pagos em cada opção formam progressões aritméticas. Se (an) representa a PA da 1º 
opção, (bn) a PA da 2º opção e (cn) a PA da 3º opção, então; 

an = ao + nri = 40 + 1,2n; ba = bo + nr =20+ 2n; c= co + nr = 3n 
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Portanto: 56=20+2n = n= 18 DVD's alugados. 
Desde que aig = 40 + (1,218) = 61,6 e cig = (3)(18) = 54, a melhor opção teria sido a opção III. 


3) (Mackenzie-2003) Uma progressão aritmética de números inteiros não nulos tem 10 termos e a soma 
dos dois termos centrais é zero. Então: 

a) a, = 5a6 b) a; = 2a; c)a=-3a; d)a,=4as e)a = - 5ag 

Solução: 

Pelo enunciado: as +a6=0 > a+t4r+a +5r=0 > r=-2a/9. 

Assim, podemos afirmar que: 

a3 =a; +2r = a — 4a1/9 = 5aı/9 > a = 9a;3/5 as =a + 4r =a — 8aı/9 =a1ı/9 > a = 9a5s 

aş =a + 5r = a — 10a;/9 =- aı/9 > a=- 9aş a; =a + 6r = a; — 12a;/9 = — a1/3 > a =- 3a; 
as =a; +7r=a -— 14a;/9 =Z 5aı/9 > dj =— 9ag/5 

Portanto, temos que a alternativa c é a correta. 


4) (PUC/SP-2003) Os termos da sequência (10, 8, 11,9, 12,10, 13, ...) obedecem a uma lei de formação. 
Se an, em que n. N*, é o termo de ordem n dessa sequência, então azọ + ass é igual a 

a)58 b)59 c)60 d)61 e)62 

Solução: 

Podemos concluir, observando a sequência fornecida, que os termos de ordem ímpar (ai, as, as, ...) 
formam uma PA e o os termos de ordem par (az, a4, as, ...) formam outra PA. Portanto: 

i) axx+1 =a + [(2k + 1) — 1]rı/2 = 10 + k; 

ii) axx = a2 + (2k — 2)r2/2 = 7 + k. 

Podemos notar que como az ocorre para k = 15 então azo = 22. Analogamente, uma vez que ass ocorre 
para k = 27 então ass = 37. Desta forma, azo + ass = 59. 


5) (UFPB-99) Usando-se palitos de fósforo, constrói-se uma sequência de triângulos equiláteros, 
dispostos horizontalmente, conforme é mostrado abaixo. 


pes A OS VESES 


Com esta construção, quantos palitos de fósforo são necessários para se formar o centésimo elemento da 
sequência? 

Solução: 

Para completar uma figura a partir da figura anterior basta acrescentar mais dois fósforos. Assim, 
podemos concluir que as quantidades de palitos necessários para formar cada elemento formam uma PA 
de primeiro termo 3 e razão 2, cujo termo geral é dado por an =aı + (n— 1)r=3+(n-1)2=2n+1. 
Assim, a100 = 201. 


6) (UFSC-2002) Quantos múltiplos de 7 existem entre 20 e 12007 

Solução: 

Dividindo 20 e 1200 por 7 obtemos: 20 = 7.2 + 6 e 1200 = 7.171 +3. 

Assim, os múltiplos de 7 entre 20 e 1200 formam uma PA de 1° termo 14, último termo 1197 e razão 7. 
Portanto: aa=a+(n- Ir > 1197=14+(n-1) => m=1190 > n=170. 


7) Determinar quatro números em PA cuja soma é igual a 26 e a soma dos quadrados é igual a 214. 
Solução: 

Vamos montar uma PA de razão 2r: (x — 3r, x — r, X + r, xX + 3r). Assim: 
1)26=x-3r+x-r+x+tr+tx+3r > 26=4x > x=132 

ii) 214 = (13/2 — 30° + (13/2 - D? + (13/2 +10 + (13/2 + 3r? > 

214 = 169/4 — 39r + 9r? + 169/4 — 13r + r?° + 169/4 + 13r + 1 + 169/4 + 39r +9? => 

214=169 +20 > 4 =9 > r=+3/2 > PA é formada pelos números 2, 5, 8 e 11. 
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8) (Olimpíada de Maio-96) Natália e Marcela contam de 1 em 1 começando juntas desde o número 1, 
mas a velocidade de Marcela é o triplo da velocidade de Natália (quando Natália diz o segundo número, 
Marcela diz o quarto número). Quando a diferença dos números que elas dizem em uníssono é algum 
dos múltiplos de 29, entre 500 e 600, Natália segue fazendo a conta normalmente e Marcela começa a 
contar de maneira descendente de modo que, num momento, as duas dizem em uníssono o mesmo 
número. Qual é o número? 
Solução: 
Inicialmente, podemos observar que os múltiplos de 29 entre 500 e 600 são 522, 551 e 580. 
Como a velocidade com que conta Marcela é o triplo da velocidade de Natália, então os números falados 
pelas duas simultaneamente formam duas progressões aritméticas de modo que a sequência de Marcela 
(an) possui razão igual a 3 vezes a razão da sequência de Natália (bn). 
Dana=uau+(n-Dr=1+(n-D(3)=3n-2(n>]); 
iD)b=b+(n-Dre=1+(n-DD=n(n>]). 
Marcela passa a contar de trás para frente quando an — bn = 2n — 2. 
Se o múltiplo de 29 em questão é 522: 2n-2=522 > n=262 => ax:=784 e b262 = 262. 
Depois deste instante, as duas sequências dos números falados simultaneamente passam a ser: 
1) Natália: co=ct(n—-l)r=262+n-1=26l+n(n>l); 
ii) Marcela: dn = dı + (n — 1ra = 784 + (n — 1D)(-3)=787-3n(n>1). 
As duas falarão o mesmo número quando: cn = dn > 261 + n = 787 -3n > 4n = 526 > n = 263/2, 
que não é inteiro. Assim, o múltiplo de 29 em questão é 580: 2n-2=580 > n=29] > ayı= 
871 e b291 =291 > cn=290 +n e d= 874- 3n. 
Logo: 290 + n =874-3n > n=146 > cı46= di46 = 436. 


9) (Olimpíada da Espanha-94) Demonstrar que se entre os infinitos termos de uma progressão aritmética 
de números inteiros positivos existe um quadrado perfeito, então infinitos termos da progressão são 
quadrados perfeitos. 

Solução: 

Suponhamos que o termo de ordem k é um quadrado perfeito, ou seja, ay = m°, m € IN. 

Se a razão da PA ér (r e IN) então an = ax + (n — k)r = m? + (n — k)r. 

Assim, se d é múltiplo qualquer de r (d = xr, V x e IN): (m + d? =m’ +2md + d° =m?’ + (m + 2d)d. 
Deste modo: an = (m +d? > (m-kyr=(m+2x.r)xr > n=k+(m+2xr). 

Portanto, para todo x e IN, se ay = m’, então ak + (m + 2x.)x = (m + x, onde r é a razão da PA. 


10) (Olimpíada da Inglaterra-66) Prove que V2, V3 e V5 não podem ser termos de uma mesma 

progressão aritmética. 

Solução: 

Vamos utilizar nesta questão o método de demonstração por contradição (ou redução ao absurdo). 

Suponhamos que 2, V3 e V5 são termos de uma mesma progressão aritmética. Assim: 

V2 =a txr, J3 =a tyr e J5 =a + zr , onde r é a razão da PA ex, yez e IN. 

43-20 5-3 
y 


y-x Z— 


(2-y)N3+(y-2/2=(y-0 5 +(x -y3 > 


Deste modo, r = 


(2-3 +(y-2)/2 = (y =x) 4/5 > ay3 +bv42 = c45 , onde a, b, c € Z. 
5c? — 2a? —3b? 
> vV6= . 
2ab 
Uma vez que a, b e c são inteiros, a expressão anterior afirma que 6 é racional, que é uma contradição. 


Elevando ao quadrado: 3a? + 2b? + 2abv6 = 5c? 


Assim, a suposição feita no início da solução é falsa, ou seja, o ; J3 e J5 não podem ser termos de 
uma mesma progressão aritmética. 
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2.2.3. Propriedades da Progressão Aritmética 


1) Se p, q e k são índices de termos de uma PA (an) não constante, então p + k = 2q se e somente se 
ap + ak = 2aq. 

Demonstração: 

Suponha que r é a razão da PA. 


r#0 
eta, S M= Dra r k= l= 2m r Al S kal S 
ptk-2=2q-2 © p+tk=2q. 


2) Se p, q, k e m são índices de termos de uma PA (a,) não constante, então p + m = q + k se e 
somente se ap + am = aq + ax. 

Demonstração: 

Suponha que r é a razão da PA. 

Mren nra ee a (po pa apa jr apitar ale re 


r0 
(p+m-2r=(q+k-2r S&S p+tm-2=q+k-2 © ptm=q+k. 


3) Os números x, y e z estão em PA se e somente se 2y = x + Z. 

Demonstração: 

Repare que: 2y=x+z S&S y-x=z>-y=r > y=-x+trez=y+tr=x+2r. 

Como os números x, x +r e x + 2r formam uma PA de 1º termo x e razão r, então x, y e z estão em PA. 


Por outro lado, não necessariamente o fato de 2y = x + z implica que x, y e z sejam termos consecutivos 
de uma PA. Por exemplo, na PA (an): (1, 2, 3, 4, 5), temos que 1 + 5 = 2.3 e os números 1, 3 e 5 não são 
termos consecutivos da segiiência (an). 


2.2.4. Interpolação Aritmética 
Interpolação Aritmética ou Inserção de Meios Aritméticos consiste em determinar quais 
números, em uma certa quantidade n fornecida, devem ser inseridos entre dois números dados de modo 
que estes n + 2 números formem uma progressão aritmética. Por exemplo, se desejamos inserir 4 meios 
aritméticos entre 3 e 18, então estes 6 números (3, a2, a3, a4, as, 18) devem formar uma PA. Neste caso, 
temos que as = a; + 5r, ou seja, 18 = 3 + 5r, onde obtemos r = 3. Assim, os meios aritméticos são a; = 6, 
a3=9,a,=12ea5=15. 
No caso geral, se desejamos inserir n meios aritméticos entre A e B, então (A, a», as, ..., an+ 1, B) 
B-A 
n+ 


. Assim: 


é uma PA. Portanto: an+2 =a; +(n+1I)r > B=A+(n+Ilr > r= 


| K-DB-A) _ A(n-k+D+B(k-1) 
n+l E n+1 


ak=aı +(k- 1yr = A ,onde2 <k<n+1. 


Exemplos: 


1) (ITA-00) O valor de n que torna a segiiência 2 + 3n, — 5n, 1 — 4n uma progressão aritmética pertence 
ao intervalo: 

a) [-2,-1] b)[-1,0] c) [0,1] d) [1,2] e) [2,3] 

Solução: 

Sabemos que a; = 2 + 3n, a2 = — 5n e a; = 1 — 4n formam uma PA se e somente se a; + a3 = 2a & 
2+3n+1-4n=0-10n S&S 9n=-3 & n=-13 > ne[-1,0]. 


2) (UFSC-2005) Calcule o vigésimo termo da progressão aritmética (x, x + 10, x7, ...), com x < 0. 
Solução: 


10 
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Sea =x, a2 =X + 10e =x estão em PA, então a, + a3 = 2a > x +x? =2x+20 > 


x<0 
X2-x-20=0 > (x-5x+49)=0 > x=-4. 
A razão da PA é dada por r = a — a, = 10. Assim: a2 = a, + 19r =— 4 + 190 = 186. 


3) Sabendo que (a, b, c, d) é P.A., provar que (d + 3b)(d — 3b) + (a + 3c)(a — 3c) = 2(ad — 9bc). 
Solução: 

Se (a, b, c, d) é uma PA de razão r, entãod-a=3r=3(b-c) > (d-a =9b- 0° (8). 
Desta forma: (d + 3b)(d — 3b) + (a + 3c)(a — 30)= d — 9b? + 2? — 9c? = (a? + d^) — 9(b? + cô) = 


œ) 
= [(d- a? + 2ad] — 9[(c — b} + 2bc] = 2ad — 18bc + (d-a)? — 9(c - b}? = 2ad — 18bc 


4) Provar que se os números a, b, c formam na ordem dada uma PA e o mesmo se dá com os números 


1 1 
EES a , provar a relação 2ad = ac + cf. 
c 


b 
Solução: 
; ” 111), s E- Te ¿2 
Se (a, b, c) é uma PA então a + c = 2b. Analogamente, se | —,—,— | é uma PA, então —+— =—. 
bcd b d c 
Pano E > Ee DD i > bc=ad. 
b d c d c b be be 


XC 
Desta forma: a+c =2b > ac+c?=2bc > ac+c?=2ad. 


5) Provar que se os números a, b, c formam nesta ordem uma PA, então o mesmo ocorre com os 
números a(b + c), b(a+ c) e c(a + b). 

Solução: 

Se (a, b, c) é uma PA então a + c = 2b. Conseqüentemente: 

a(b +c) + c™a + b) = a°b + a°c + c’a + c°b = a'b + cb + ac(a +c) = ab +c’ + 2abc= 

=b(a? + c? + 2ac) = b(a + ©? = b(a + c)(a + c) = 2b°(a + c) 

Desta forma, como a”(b + c) + c?(a + b) = 2[b"(a + c)], então a(b + c), b(a + c) e c°(a + b) é uma PA. 


6) Provar que se a, b, c estão em PA, nesta ordem, então vale a relação: 

2(a? +b? + c°) + 2labc = 3(a + b + c)(ab + bc + ca). 

Solução: 

Se (a, b, c) é uma PA entãoa+c=2b > (a+c) =8b > a +c +3ac+t3a?=8b? > 

a +b? +c? +3ac(a+c)=9b? > a +b?’ +c?+6abc=9b? > a +b +c = 9b — Gabe 

2(a? +b? + c°) + 21abc = 18b° — 12abc + 21abc = 18b” + 9abc. 

Por outro lado: (a + b + c)(ab + bc + ca) = (3b)(b(a + c) + ca) = (3b)(2b? + ac) = 6b? + 3abe => 

3(a +b + c)(ab + bc + ca) = 18b° + 9abc. 

Assim, concluímos que se (a, b, c) é uma PA então: 2(a° + b? + c?) +21abc = 3(a + b + c)(ab + be + ca). 


7) (IME-2005) Sejam a, b, c e d números reais positivos e diferentes de 1. sabendo que loga d, log» d e 


log, d são termos consecutivos de uma progressão aritmética, demonstre que: c? = (ac)! 
Solução: 

= ' 2 1 1 
Condição de três termos em PA: 2.log, d = log, d+log.d => + => 


loga b E loga logc 


2(log4 a)(log4 c) = (loga blogaa+ logue) > log4 c? = : 


E (log;ac) => 
d 


b 


log; e? = (log, b(log,ac) > log, c? =log,(ac) 8" > c? =(ac)' 
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2.2.5. Soma dos n primeiros termos de uma PA. 
Se (an) é uma progressão aritmética de primeiro termo a, último termo a, e n termos, então a soma dos n 
primeiros termos é iguala S, = atan 
Demonstração: 
Vamos escrever a expressão da soma dos n primeiros termos de uma PA de duas maneiras: na ordem 
crescente da ordem dos termos e na ordem decrescente: 
Sa aira ra e an o an r an 
Sa aaran it an2 rera tara 
Somando ordenadamente (termo a termo) estas duas expressões: 
2Sa = (ai t an) t (az t an-1) t (a3 t an-2) t ... + (an-2 t a3) t (an-ı t a2) + (an t a1) 
Sabemos que (a + an) = (ak + an-k+1) V ke 1< k< n. Desta forma, todas as parcelas da expressão 
acima podem ser substituídas por (a; + an). Desde que existem n parcelas no somatório: 
“(ara 
2 


2 Sn Mra S> Sh 


Exemplos: 


1) (UFRA-2004) Um homem recolheu em 16 dias, 3112 latas de refrigerantes para serem recicladas. 
Cada dia conseguia recolher 25 latas a mais que no dia anterior. Nessas condições, pode-se afirmar que 
no 5° dia ele conseguiu recolher: 

a) 93 latas b) 107 latas c)ll4latas d)124 latas e) 132 latas. 


Solução: 
Pelo enunciado, as quantidades de latas recolhidas formam uma PA de razão 25. 
+ 16 
Assim: Sj = dando > Mautag)=312 > a+aç=389 > a +(a +15.1)=389 > 


2a; + 15.25 =389 > ag=7. 
No quinto dia o homem recolheu as = a, + 4r = 7 + (4)(25) = 107 latas. 


2) (Ciaba-2004) Dada uma Progressão Aritmética, em que o 5º termo é 17 e o 3° é 11, calcule a soma 
dos sete primeiros termos dessa Progressão Aritmética. 

a)90 b)92 c)94 d)96 e)98 

Solução: 

Em uma PA sabemos que a, + a7 = z + a5 = 17 +11 =28. 


Logo: 5, = 20O CNC . og 


3) (UFAM-2005) Dada a progressão aritmética, (13, 20, ...). Então a soma desde o 30º até o 42º termo é: 
a) 3096  b)4012 c)3354 d)3543  e)4102 
Solução: 
A PA dada possui primeiro termo igual a 13 e razão 7. Assim,o valor pedido é igual a: 
_ (a; +a4)(42) (ay +aço)(29) (13+13+28.7)29 


Sy — 8999 =——— ED + 2 + + =2(13+13+41.7)- 
42 29 2 2 ( ) 


=6573-3219=3354 


4) (EEAR-2004) Numa P.A., o 10º termo e a soma dos 30 primeiros termos valem, respectivamente, 26 
e 1440. A razão dessa progressão é 

a)2. b)3. c)4. d)6. 

Solução: 

D)Dao=26 > a+9r=26 > 2a +18r=52 (1) 
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IM = Cr tan) 1440 > 2a +29r=96 (2) 


Subtraindo as equações (2) e (1): 1lr=44 > 4. 


5) (UFRN-2001) A direção de uma escola decidiu enfeitar o pátio com bandeiras coloridas. As bandeiras 

foram colocadas em linha reta, na seguinte ordem: 1 bandeira vermelha, 1 azul, 2 vermelhas, 2 azuis, 3 

vermelhas, 3 azuis, e assim por diante. Depois de colocadas exatamente 99 bandeiras, o número das de 

cor azul era: 

A) 55 B) 60 C) 50 D) 45 

Solução: 

Os números de bandeiras colocadas por vez formam a seguinte PA: (2, 4, 6, ....). 

O termo geral desta PA é a =a; + (n— I)r=2+(n-DQ)=2n. 

“(a+a)n (2+2n)n 
2 2 

Entretanto, para n > 1, temos que a desigualdade n(n + 1) < 99 é válida para n < 9. 

Como So = 90, na 10º vez colocam-se apenas 9 bandeiras vermelhas e nenhuma azul. 


Portanto, a soma dos n primeiros termos desta sequência é S, =n(n+1). 


; ea S 
Portanto, o número de bandeiras azuis é igual a E =45. 


6) (AFA-2002) Se a soma dos n primeiros termos de uma progressão aritmética (PA) é dada pela 


; 3n? +n R : 
fórmula S, = , então a soma do quarto com o sexto termo dessa PA é 
a)25 b)28 c)31 d)34 
1° Solução: 


Sabemos queS;=aeS;=ata > a=2eaąa ta =7 > =5. 

A razão da PA é igual a r = a — aq = 3. 

Portanto: a4 + aş = a + 3r + a; + 5r = 2a; + 8r = 4 +24 =28. 

2° Solução: 

Desenvolvendo a expressão geral da soma dos n primeiros termos de uma PA: 


e (a, +a,)n E Qa,+(n-IDrn (2 E hs(5hº. 
2 2 2 2 


E : . r 3 BAT 1 
Comparando a expressão fornecida com a anterior: 5 = 3 e : = 3 > r=3 ca=2. 


Portanto: a4 + aş = a + 3r + a + 5r = 2a + 8r = 4 +24 =28. 


k 

7) (Mackenzie-99) Se >(4n — 104) > 0, então o menor dos possíveis valores de k é: 
n=1 

a)51 b)52 c)53 d)54 e)55 

Solução: 

Vamos encontrar a progressão aritmética que possui 4n — 104 como termo geral: 

4n-104=a+(n-lr=nr+(a-r) > 1r=4€ea-r=104 > a=108. 

a (a, EA E CSDD A 

Sk>0 & 2k2-106k>0 S&S 2k(k-53)>0 > k<00uk>53 > kmi = 54. 


Logo: S% 


8) (ITA-89) Numa progressão aritmética com n termos, n > 1, sabemos que o primeiro é igual a (1 + n)/n 
e a soma deles vale (1 + 3n)/2. Então o produto da razão desta progressão pelo último termo é igual a: 

a) 2n b) 2/n c) 3n d) 3/n e) 5n 

Solução: 
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[ma h 
- tan > ER E > 1+3n=l+n+na > n=2. 


Sn 
2 2 2 


Assim:aa=a+(n-Ir > PAR E EN = EE 
n n 


2 
Consequentemente: ra, =—. 
n 


9) (ITA-93) Numa progressão aritmética com 2n + 1 termos, a soma dos n primeiros é igual a 50 e a 
soma dos n últimos é 140. Sabendo-se que a razão desta progressão é um inteiro entre 2 e 13, então seu 
último termo será igual a: 

a) 34 b) 40 c) 42 d) 48 e) 56 


Solução: 
Sa primeiros = ditam 50 = Eis Z Eua => 2na; +n(n— Dr=100 (1) 
S qu, = On aê E CEE a SECO sa nGna =D dO O 
Subtraindo as equação (2) e (1): n(2n +2)r= 180 > r= 2 ; 
n(n +1) 


Substituindo valores inteiros para n observamos que 2 < r < 13, r e IN, ocorre comente para n = 5, onde 
temos que r = 3. Substituindo estes valores em (1) obtemos a; = 4. 
Logo: ay = aı + 10r = 4 + 30 = 34. 


10) (ITA-2002) Sejam n > 2 números reais positivos ay, az, ... an que formam uma progressão aritmética 
de razão positiva. Considere A, = a, + a) +... + an e responda, justificando: Para todo n > 2, qual é o 


2 2 
; ' An An 29 
maior entre os números -apn | el— | -ap? 


Solução: 
+ A + A — 
Sabemos que A, = aiaa => pia hi a, = ELSA 
2 n 2 n 2 


2 2 2 2 

j A A a-a a, +a 

Assim: | — —a, z a? |=| 51 "an La | +a? = 
n n 2 2 
2 2 2 2 
a -2aa +aí-a;-2aa —a 

Dói Ién n 1 14n n PATS Ds 
= 3 +a,=-aa,+aç=a,(a,-—a) 
Uma vez que a PA é formada por números positivos e a razão é positiva então aa > 0 e an — a, > 0, 


implicando que an(an — a1) > 0. 
2 2 
A A 
Deste modo, > -an | dl | =ar. 
n n 


11) (ITA-2005) Seja ai, a2,... uma progressão aritmética infinita tal que Deda =n/2+m?, para n € 
k=1 


N*. Determine o primeiro termo e a razão da progressão. 
Solução: 


1 
Fazendo n = 1: Yaa =a; =/2+41 
k=1 
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2 
Paran=2: > dy =a; +a =W2+4r & as = (22 +4m)-(V2 +2) > dé =/2+3m 


k=1 


Como se trata de uma P.A.:aç=a+Ir © 3r-21 © = 


Além disso: a; =a; +2r & ai= N+ a)- 2 és ashe 


12) (IME-99) Determine as possiveis progressões aritméticas para as quais o resultado da divisão da 
soma dos seus n primeiros termos pela soma dos seus 2n primeiros termos seja independente do valor de 
n. 


Solução: 
E ERTE Sa z (a; +a,)n) 2 (2a; +(0-l))r) E 1 | (2a; —-r)+nr | 
Sə, (apta, (2n) 22a,+(Qn-Dr) 2 (Qa,-r)+2nr 
Existem duas possibilidades para que esta divisão independa de n: 
Dr=0 caz0 > + = 1 = PA constante não-nula; 
2n 


ii)r=2a #0 > È a > PA iguala (ai, 3a1, 5a, 7a, ...). 
2n 


13) (IME-98) Uma soma finita de números inteiros consecutivos, ímpares, positivos ou negativos, é 

igual a 7°. Determine os termos desta soma. 

Solução: 

Suponha que o primeiro termo da sequência é ao = k e que existem n + 1 números na segiiência. Assim 

estes números formam uma PA de razão cujo último termo é dado por an = ao +nr=k+2n. 

(ao +an)n+1) (Qk+2n)(n+1) 
2 2 

Deste modo, existem as seguintes possibilidades: 

Dn+l=len+k=7 > n=0 ek=7 > seqüência dada pelo número 7°. 

i)n+1=7 en+k= T => n=6ek=4 > seqüência: (43, 45, 47, 49, 51, 53, 55). 

ii)n+ 1 =? e n+k=7 > n=48ek=-4 > sequência: (— 41, — 39, — 37, ..., 55). 

iv)n+1=7 en+k=1 > n=342 e k=-341 > segiência: (- 341, - 339, — 337, ..., 343). 


Assim: 7° = 


=(n+k)n+1). 


14) Demonstre que: 


a) 1424+34.. +n, 
b) 1? +2? +3? +4? + e e a 
... 6 > 


c) 1? +3? +5? +77 +... + (20-1? =i n(n? -1); 


n(n+1) |? 
d) 1 +2? +3? +4? duda da 
Solução: 
oras j ; (A +n)n 

a) A segiiência (1, 2,3, ..., n) é uma PA den termos, a = 1 e ap =n. Assim: S, = FS 
b) Sabemos que (1 +x}? = 1 + 3x + 3x? + x’. 
Substituindo nesta expressão valores inteiros de x desde 1 até n obtemos: 

E ae 2 3 
2 =1+3.1+3.1/+1 
3 =1+3.2+3.2 +2 
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4 =1 +3.3 +3.37 +3 


(n+1)=1+3n+3n+n 


Somando estas expressões e cancelando os elementos que aparecem nos dois lados da igualdade: 


m+f=n+30+243+.. a E 40041 > 
2 
go 243 an L g NM+DQN+) 
«dn + pan 


c) 1? +3? +57 +...+ (20-1)? =Ñ (2k-1) =} (4k? -4k +) =45/k? -4f k+) 1= 
k=1 k=1 k=1 k=1 


k=1 


E DO OD EM ares can E 
6 2 3 3 
_ n(4n? —1) 
n 
d) Sabemos que (1 + x)f = 1 + 4x + 6x2 + 4x? + x”. 
Substituindo nesta expressão valores inteiros de x desde 1 até n obtemos: 
24=1 +4.1 +6.1° +4.1? +1 
3=1+42+62 +42 +2 
=1+43+6,3+43'+3º 


(n+1))=1+4n+6n+4n' +nº 


Somando estas expressões e cancelando os elementos que aparecem nos dois lados da igualdade: 
(n+1D)!=n+41+2+3+..+0)+6(P+2+32+..+0) +40 +P+3++n)+I > 
n'+4n'+6n2+4n+1=n+2n(n+D+n(n+DQn+D)+4S+1 > 


2 
4S =n + 4n? + 6n? + 3n- 2n? -2n -20 -3R -n=nf +20 +n =n n1 > s= [262] 


15) Uma pilha de n níveis de bolas tem base retangular e o nível superior consiste em uma fila de x 
bolas. Mostrar que o número total de bolas da pilha é n(n + 1)(2n + 3x — 2)/6. 


Vista de Perfil 


Vista Superior 
Solução: 
O 1º nível possui x bolas, o 2º nível possui 2(x + 1) bolas, o 3° nível possui 3(x + 2) bolas, ..., o nível k 
(1 <k <n) possui k(x + k — 1) bolas, ..., o nível n possui n(x + n — 1) bolas. 


S=S kg -1+)=(*-DSK+D k? ame OCO si] E 
k=1 k=1 


k=] 2 2 6 


_n(n+I)@2n+3x-2) 
6 


S 
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2.3. PROGRESSÕES ARITMÉTICAS DE 2° ORDEM 
A definição de progressão aritmética utilizada até então neste capítulo na verdade consiste em um 
caso particular chamado progressão aritmética de 1º ordem, onde a subtração dos termos consecutivos é 
constante. O caso geral de progressão aritmética pode ser definido da seguinte maneira: 
Seja (an): ai, a2, as, ... uma segiiência. Defini-se a sequência (Aan) sendo formada pela subtração dos 


termos consecutivos de an, ou seja, (Aan): a2 — ay, a3 — ao, a4 — as, ... Afirmamos que (an): ai, a2, a3, ... é 
uma progressão aritmética de nº ordem quando a segiuência (A(A(A(...(Aa , )...)))) é constante. 
NO 


n A's 

Por exemplo, pode-se demonstrar que a seqüência an = n? é uma progressão aritmética de 3° 
ordem, pois a sequência A(A(A(an))) é constante: 
Aan=n'-(n-1)=3n-3n+1; 

A(Aan) =3nº-3n+1-[3(n-1)-3(n-D)+1]=6n-6; 
A(A(Aan)) = 6n- 6 - [6(n— 1)-6]=6 

Na verdade, pode-se demonstrar que se o termo geral de uma seqüência (an) é um polinômio, na 
variável n, de grau k então (an) é uma progressão aritmética de kë ordem. 

Agora vamos nos ater somente ao caso da PA de 2º ordem. Uma vez que na PA de 2º ordem a 
segunda subtração dos elementos consecutivos é constate, então os valores da primeira subtração dos 
elementos da sequência formam uma progressão aritmética de 1º ordem. Vamos utilizar este fato para 
encontrar a expressão do termo geral de uma PA de 2º ordem. Suponha que a,, a», as, ... é uma PA de 2º 
ordem. Uma vez que a sequência a; — ay, a3 — a2, a4 — as, ... é uma PA de 1º ordem, segue que 

do — dj = k 

aa-a=k+r 

aq—-a=k+2r 

as-a=k+3r 


An—aAn-1=k+(n-2r 


Somando estas equações lado a lado obtemos: 
an-a=()+(k+n)+k+2)+(k+3n0+..+(k+(n-2r) > 


nã pt a = (5)? (2% ara —k+r). 


Exemplos: 


1) (Mackenzie-99) Na sequência numérica (4 , 7 , a3 , a4 , as , ...) , sabe-se que as diferenças by = an + 1 — 
an, n > 1, formam uma progressão aritmética de razão 2. Então ais é igual a: 


a) 172 b) 186 c) 200 d) 214 e) 228 
Solução: 

Segundo o enunciado: 

da — dj — 3 

d3 — do = 5 

d4 — d3 = 7 

as—-ag=9 

an—-an-1=>2n-1 


Somando estas equações lado a lado obtemos: 
- Q+2n-D(n-1) 


> a=n +3. 
2 


an—-a4=53+5+7+...+(2n-1) > a,-4 


Logo: ajs=152+3 > as =228. 
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2) (UNB-2001) Se uma sequência de números reais {an}, n = 1,2, 3, ... é uma progressão aritmética 
(PA) de razão r, então a, = a + (n — 1). Dessa forma, os pontos do plano cartesiano que têm 
coordenadas (1, a1), (2, a2), (3, a3), ... estão alinhados. Para essa segiiência, a soma de seus k primeiros 


(a, +a )k 


termos é igual a . Suponha, agora, que a sequência de números reais (b,), n = 1, 2, 3, ... não 


constitua uma PA, mas que a sequência {cn}, formada pelas diferenças de seus termos consecutivos, 
isto é, Cn = by1 — bn, seja uma PA. Nesse caso, fb,) é denominada progressão aritmética de ordem 2. 
Com base nesses conceitos e considerando (bn, n = 1,2, 3, ... uma PA de ordem 2 e {ca} a sequência 
formada pelas diferenças de seus termos consecutivos, como definido acima, julgue os itens que se 


seguem. 
(1) A seqüência 1, 4, 11,22, 36, 53, 73 é exemplo de uma PA de ordem 2. 
(2) A seqüência cuja fórmula do termo geral é d, = e n, paran = 1, 2, 3, ...., é uma PA de ordem 2. 


(3) bn E bi + C1 i C2 Rakt, Cn-1- 

(4) Ck = C1 + (k — lyr, em que ry = bs = 2b, Ar bı. 

(5) Os pontos do plano cartesiano que têm coordenadas (1, b1), (2, b2), (3, b3), (4, b4), ... estão sobre uma 
parábola. 

Solução: 

(1) ERRADO. Subtraindo os termos consecutivos obtemos a seqüência 3, 7, 11, 14, 17, 20, que não é 
uma PA. 

(2) CERTO. da- d -1 = @ -n)-[@-1Ff - (1-1) =2n-2, que é o termo geral de uma PA de 1° 
termo 0 e razão 2. 

(3) CERTO. Somando as equações bz — bı = c1, b3 — b2 = c2, b4 — b3 = c3, ..., Dn — ba -1 = Cn- ı obtemos a 
expressão bp — bı = c1 + c2 +... +Cn-1. 

(4) CERTO. Como a seqüência (cn) é uma PA de 1º ordem, seu termo geral é dado por ck = cı + (k — Ir, 


onde a sua razão é r = Ck — Ck- 1 = (bk +1 — bk) — (bk — bk- 1) = bk + 1 — 2bk + bpk- 1. Como este valor é 
constante para todo k, fazendo k = 2 temos que r = b; — 2b, + bi. 

-1 2 -2 -1 
(5) CERTO. bn = bi + c1 +c2 +... 4 E S l-g jl eaU 


2 ; 2 


2 
coordenadas (1, bi), (2, b2), (3, bs), ... pertencem ao gráfico de uma parábola. 


2c; — ; 
b fz) (a -cı +r), que é uma equação de 2º grau em n. Assim, os pontos de 


3) (UENF-2002) Observe a sequência numérica a seguir: (0, 3, 8, 15, 24, ....) 

Determine, em relação a essa seqüência: 

a) seu 6º termo; 

b) a expressão do termo de ordem n. 

Solução: 

a) Seja (an) a sequência dada. Podemos observar que os valores de a, — an - ı são dados por 3, 5, 7,9, ..., 
que é uma progressão aritmética de la ordem com 1º termo igual a 3 razão 2. Portanto, as — as = 11, 
implicando que as = 35. 

b) Escrevendo as subtrações dos termos consecutivos da sequência (an): 


a-—-a=3 
a—a2=5 
aa—as=7 
as—-a4=9 
an—-an-1=>2n-1 


Somando estas equações lado a lado obtemos: 


E Cube AO) 2 


an—-a=3+5+7+...+(2n-1) => a,-0 3 > a=n +l. 
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4) (IME-97) Considere os números ímpares escritos sucessivamente, como mostra a figura abaixo, onde 
a enésima linha compreende n números. Encontre em função de n, nesta linha, a soma de todos os 
números escritos, bem como o primeiro e o último. 
M~. 


EEA 

EE a 
ag 

FÃS: ÁS ATO Do Ee 
apa Os ope DO, Sa 


i ` 
Solução: 
Seja (an) a sequência formada pelos primeiros elementos de cada linha. Podemos notar que a, — a, = 2, 


a; — a = 4, a4 — a; = 6, as — a4 = 8, ..., que é uma PA de 1º ordem com termo geral dado por 2n, n > 1. 
Portanto: 


a-a=2 
a—-a=4 
a-a; =6 
an— an-ı =2n-2 


Somando estas equações lado a lado obtemos: 


«Sds E E E 


Seja (bn) a sequência formada pelos últimos elementos de cada linha. Repare que, pelo raciocínio de 
distribuição dos números na tabela, ba = an+1 -2 = [0+1 -(n+1)+1]-2=n"+n-1. 


_ (ap tban (n?-n+l+n?+n-Dn ERR 


an—a1=2+4+6+..+2n-2 > dl 


Como os n elementos da linha n formam uma PA: S, 


2 
5) (Olimpíada de Hong Kong-94) Para cada seqüência A de números reais a, a2, a3, ..., defini-se AA a 
sequência a; — a, a3 — a», aq — as, ..., CUJO n-ésimo termo é an + 1 — an. Suponha que todos os termos da 
sequência A(AA) são iguais a 1 e que ai = a93 = 0. Determine a. 
1º Solução: 


Como os termos da sequência A(AA) são iguais a 1, então a sequência AA é dada por k, k + 1,k+2,..., 
e a seqüência (an) é dada pora,, a + k, a +k+(k+ D,a+k+(k+ D+(k+2),.. 


Portanto, o termos geral de (an) é dado por an =a; +k+(k+D+k+D+..+(k+(n-D) > 
(k+k+(n-2)(n-1) 1 i x k 
a, =a] + 5 =a; +(n-1)k + a D(n—2), que é uma equação de 2º grau em n 


l E ; a 
com coeficiente de segundo grau igual a A Desde que aj = a93 = O então as raízes da equação de 


_ (m-13)m -93) 


> a= 828. 
2 


segundo grau que fornece an são iguais a 13 e 93, ou seja, a, 


2° solução: 
Como todos os termos da seqüência A(AA) são iguais a 1, então (an) é uma PA de 2º ordem. 


— 2 — 
Portanto, a, [é {5 Thra -k+r) > a, -12 na, —k+1). 


2 
2 — 
19⁄4 (2k-3I19 


as=0 > — -+a -k+1)=0 = 2a +36k=-306 
2 pe 
av=0 > E a-k+=0 > 2a; + 184k =- 8372 


Resolvendo este sistema obtemos a; = 828. 
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2.4. A PROGRESSÃO GEOMÉTRICA 
2.4.1. Definição 

Uma seqiiência geométrica ou Progressão Geométrica (PG) é uma sequência em que cada termo 
é igual ao termo antecessor multiplicado por uma constante. Por exemplo, os quatro números 2, 6, 18, 
54, nesta ordem, formam uma progressão geométrica, pois cada termo, a partir do segundo, é igual ao 
termo anterior multiplicado por 3. Desta maneira podemos definir PG como sendo uma sequência em 


n 


que a razão de dois elementos consecutivos é uma constante: = constante, A, 140,n>2.0 nome 


n- 
desta constante é razão da progressão geométrica. Portanto, se os números Ar, A2, As, ... formam uma 
PG (com A; 0, i 2 1), então temos que q = ep DR 
A, A A; 

Uma seqiiência em que todos os termos sejam iguais (sequência constante) pode ser interpretada 
como uma PG de razão 1. Por outro lado, uma sequência com todos os termos iguais a O pode ser 
interpretada como uma PG de 1º termo igual a 0. Analogamente, uma sequência em que, com exceção 
do 1º termo os demais sejam iguais a 0 pode ser interpretada como uma PG de razão igual a 0. 

Se a razão q de uma PG é tal que q > 1 e seu primeiro termo A; é tal que A, > O então esta 
sequência é chamada de PG crescente, pois An > An-1, V n € IN”. Outro caso de PG crescente ocorre 
quando 0 < q < 1 e A; < 0. Se a razão q de uma PG é tal que 0 < q < 1 e seu primeiro termo A, é tal que 
Aı > 0 então esta sequência é chamada de PG decrescente, pois An < An- 1. Se a razão q de uma PG é tal 
que q < 0 e A; + 0 então esta seqüência é chamada de PG alternante, pois dois termos consecutivos 
possuem sinais contrários (Aķ.Aķ +1 < 0). 


2.4.2. Termo Geral 
Observe as seguintes relações entre os termos de uma PG: 


A:=4A1.q; A =A2q = Arg; A4 Asqo A; As = A4.q = A1.qf; ... 


Vamos agora determinar o termo geral de uma PG em função do primeiro termo e da razão. 
Se A; = 0 temos o termo geral igual a An = 0, V n e IN*. Se q = 0, todos os termos, exceto o 
primeiro são iguais a 0, ou seja, An = 0, V n È 1. Se A, * 0 e q 0, podemos observar que: 


A W A 
=..=—2  Multiplicando as n — | razões —= obtemos: 


k-1 


n 


A; 


= dis > A, ZA g 


Por exemplo, a sequência (An) dada por (1, 2, 4, 8, 16, ...), possui primeiro termo igual a 1 e 
razão igual a 2, implicando que seu termo geral seja dado por An = 2". 

Podemos escrever o termo geral de uma PG em função de qualquer termo, além de Ai, e da 
razão. Como An = Arq” "e Ak = Aq (k> 1), então temos que An = Arq" E 


Deste modo, uma PG cujo termo geral seja igual a A, = Ai.q”” !, também pode ser escrita da 
forma A, = Aq Assim, podemos afirmar que As, = Ao do e que Ay = Asg). 

Em alguns livros de língua inglesa trabalha-se com o primeiro termo da seqüência sendo igual a 
Ao. Neste caso, o termo geral da PG passa a ser An = Ao.q”, onde A, agora é o segundo termo da PG, A» 
é o terceiro termo, As é o quarto termo e assim por diante. 
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Exemplos: 


1) (Ciaba-2004) Calcule a razão de uma Progressão Geométrica decrescente de cinco termos, sendo o 1º 
termo igual a 2/3 e o último igual a 2/243. 


a)— 1/3 b)-2/3 c) 1/3 d) 2/3 e) 4/3 
Solução: 
2 2 1 1 
As=Aq > L=Íg' > qf=— > q=+. 
Sa 243 31 dg Rea 


Como a PG é decrescente e A; > 0, então 0<q<1 > q= - 


2) (PUC/SP-2000) Considere uma progressão geométrica crescente, cujo primeiro termo é diferente de 
zero, e uma progressão aritmética decrescente cujo primeiro termo é zero. Somando-se os termos 
correspondentes das duas progressões, obtém-se a sequência (2, 1, 2, a4, as,...). A diferença as — a4 é 
igual a 

a) 13 b) 15 c) 18 d) 20 e) 22 

Solução: 

A PG dada é por (ai, aig, aq’, aq, aq”, ..) com q > 1, e a PA é dada por (0, — r, — 2r, — 3r, — 4r, ...), 
com r > 0. Portanto, temos o seguinte sistema: 


REA 2q=r=1 
aq-r=1 > e sa 27 -49=0 > q(g-)=0 > q=00uq=2. 
aq’ -2r=2 q E 


Como a, =2 e a PG é crescente devemos ter q=2 > r=3. 
Assim: a4 = aq? -3r=16-9=7 e as=aq)-4r=32-12=20. Logo: as — a4 = 20 -7 = 13. 


3) (UFF-2000) Em 15 de julho de 2001, Miguel deverá pagar a taxa de condominio acrescida, a partir 
desse mês, de uma cota extra. Após o primeiro pagamento essa cota sofrerá, mensalmente, uma redução 
de 60%. Determine o mês em que, na taxa de condominio a ser paga por Miguel, a cota extra original 
estará reduzida de 93,6%. 

Solução: 

O valor a, a ser pago no mês n é igual a a, = an - 1.(0,4), ou seja, estes valores formam uma PG de razão 
0,4. Portanto, o valor a ser pago no mês n é igual a an = a1.(0,4)"” !. Quando a cota extra estiver reduzida 
de 93,6%, o valor pago será igual a: a, = a(l — 0,936) = a;.0,064. 

Portanto: a1.(0,4)"!=a,.0,064 > (0,4! = (0,4) > n=4. 

Desta maneira, Miguel pagará o valor pedido no mês de outubro. 


4) (EsPCEx-2001) A segiiência de números reais a, b, c, d forma, nessa ordem, uma progressão 
aritmética cuja soma dos termos é 110, a sequência de números reais a, b, e, f forma, nessa ordem, uma 
progressão geométrica de razão 2. A soma d + fé igual a: 

a) 142 b) 132 c) 120 d) 102 e) 96 

Solução: 

Se a, b, e, f formam uma PG de razão 2 então b = 2a, e = 4a e f = ga. 

Se a, b, c, d formam uma PA então a razão r desta PA é dada por r =b -a=2a-a=a. 

Portanto, a PA é dada por a, 2a, 3a, 4a. Como a soma da PA é 110: 

110 =a+2a+3a+4a= 10a > a=ll. 

Logo: d= 4a =44 e f=8a=88 > d+f=132. 


5) (Fuvest-2005) Uma seqüência de números reais a1, a2, a3, ... satisfaz à lei de formação: 
An+1= 6an , Sen é impar 


l ; 
An+1= qui sen é par. 
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Sabendo-se que a, = V2 

a) escreva os oito primeiros termos da seqüência. 
b) determine a37 € a3g. 

Solução: 


a) a1 =V2 ; a2 = 6V2 ; a3 = 2V2 ; a4= 124/2 ; as = 4V2 ; as = 2442 ; az= 8V2 ; ag = 4842. 

b) Podemos observar que os termos de ordem ímpar formam uma PG de primeiro termo V2 e razão 2. 

Seja (bn) a segiiência dos termos de ordem ímpar da sequência (an), ou seja, bn = azn- 1. O termo geral de 
1 


1 
(bn) é dado por bn = b1.q°7 | = V2.2"! =22.2"! =2 2, 


Quando 2n — 1 = 37 temos n = 19, portanto a37 =bi= 2 ?=2?, 
37 39 


Desde que azg = 6a37; > azg = 6.22 =3.2 2., 


6) (Epcar-2005) Em uma seqüência de 10 números, ai, a2, ..., ao, a10, OS sete primeiros termos estão em 
progressão aritmética de primeiro termo 1, os três últimos termos estão em progressão geométrica, cujo 
primeiro termo é 7. Sabendo-se que a; = ag e aç = ao, a soma dos termos dessa sequência é um número 
entre 

a) 45 e 46 b) 46 e 47 c) 47 e 48 d) 48 e 49 

Solução: 

Seja r a razão da PA e q a razão da PG. Assim, as progressões são dadas por: 

PA: (1,1 +r, 1+2r, 1+ 3r, 14411450 14-60) e PG: (7, 7q, 7d?) 

e a-as > l+6r=7 > r=l. 

e a=a > l+5r=7q4 > 6=7q > q=67. 
Logo:S=1+2+3+4+5+6+7+7+6+367 > S2=46,14 => 46<8S<47. 


7) (Fuvest-2001) Uma progressão aritmética e uma progressão geométrica têm, ambas, o primeiro termo 
igual a 4, sendo que os seus terceiros termos são estritamente positivos e coincidem. Sabe-se ainda que o 
segundo termo da progressão aritmética excede o segundo termo da progressão geométrica em 2. Então, 
o terceiro termo das progressões é: 
a)l0 b12 œ)14 d)16 œ)18 
Solução: 
Podemos organizar as duas progressões das seguintes maneiras: PA: (4, 4 + r, 4 + 2r) e PG: (4, 4q, 4q^ 
2 2 

4+2r=40 pa -r=2 
4+r-4q=2 4q-r=2 
Uma vez que os termos são estritamente positivos, então o único valor que convém é q =2. 
Conseqiientemente, o terceiro termo da PG (e da PA) é 4q? = 18. 


Pelo enunciado: | > 247 -4q4=2q(q-2)=0 > q=0 ou q=2. 


8) (ITA-91) Numa progressão geométrica de razão q, sabe-se que: 

I- o produto do logaritmo natural do primeiro termo a; pelo logaritmo natural da razão é 24. 

II- a soma do logaritmo natural do segundo termo com o logaritmo natural do terceiro termo é 26. 
Se In q é um número inteiro então o termo geral a, vale: 

a) en -2 b) 44 + 6n c) em d) E e) nda 

Notação: In q denota o logaritmo natural (ou neperiano) de q 

Solução: 

De acordo com o enunciado: 

lnaz+lna;=26 > In(a.g)+In(a.9)=26 > lna+lnq+Ina+2Ing=26 > 

2.ln aı + 3.ln q=26 


Como (ln aı)\(ln q)=24 > 2lna,+ 2 =26 > (lnaj?-131na/+36=0 > 


na, 
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[(Ina)-4(Ina)-9]=0 > lna=4o0ulna=9 > aset ou aq =e. 


24 24 
Sea=e' > Inq= =| =6 > q=e. 
! E Inet 4 É 
: 24 24 8 E E 
Sease > Inq=-—5=— = que não convém, pois não é inteiro. 
Ine 9 3 
Deste modo, an = aq”! = ef.(e} P7! = e 


9) (ITA-90) Numa progressão geométrica de três termos a razão é e~’, a soma dos termos é 7 enquanto 
que a diferença do último termo com o primeiro é 3. Nestas condições o valor de a é: 


a) Inv/2 b)— mŽ c) In v3 d) — In NE e) não existe número real a nestas condições 


Solução: 
Podemos caracterizar a PG da seguinte forma: (k, ke 2, ke“). De acordo com o enunciado: 
Dnk+ke 2+ke “=7 > kl+e2+e*y=7 (1) 
i)ke ?-k=3 > ke *?-D=3 0) 
-2a —4a 
Dividindo as equações (1) e (2): 2e : = o > 3+30 2+30 *=70 “7 > 
e 


4e “3602 10=0 > (4e ”+5(e7”-2)=0 > e 2=-5/4 que 2=o, 
Como e * > 0 então a única possibilidade ée ?*=2 > -2a=hn2 > a=-In()2 =-Inv2. 


10) (Escola Naval-2001) Considere uma progressão geométrica de razão maior do que 1 em que três de 
seus termos consecutivos representam as medidas dos lados de um triângulo retângulo. Se o primeiro 
termo dessa progressão geométrica é 64, então seu décimo terceiro termo vale: 


a23 bhlB o(s 5) o fee 


Solução: 
Sejam Ay = Ara L Ak+1 = Argé e Ak+2 = Args t1 os três termos consecutivos da PG que representam 
os três lados de um triângulo retângulo. Como q > 1, pelo Teorema de Pitágoras: 


AD = (Ar + (A) => Ag = (Ag) + (Arg)! => Ag? =A q Ag 


Dividindo os dois lados da última expressão por Ag obtemos: 
+ 
qq > ge q==0 > q’ M 
T 12 
1 | 
Como q > 1 temos que q = - E . Portanto: A13 = Arq” = sl — É | = (1+/5)º. 


11) (ITA-99) O conjunto de todos os números reais q > 1, para os quais a;, a2 € a3, formam, nesta ordem, 
uma progressão geométrica de razão q e representam as medidas dos lados de um triângulo, é: 


all 1+5 1+5 1+5 1+5 


[ b], | oli, 1 dJ, [ e)]l,1+v5[ 
Solução: 


2 2 J5 4 


Como ai, a2, a3 formam uma PG crescente, então para que estes valores possam representar os lados de 
um triângulo basta que o maior dos lados (as) seja menor que a soma dos outros dois lados (a; + a2): 


a1>0 I HES 
<q< E 


a <at+ta > aq<ataq > q2<1+q > q-q-1<0 > 2 5 


1+5 
ya 


Entretanto, como q > 1, a desigualdade que define q é dada por: 1< q < 
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2.4.3. Propriedades 


1) Sei, j e k são índices de termos de uma PG (A,), com q 0, |q| + 1 e A; + 0, então i + k = 2j se e 
somente se A; Ay = (Ap. 
Demonstração: 


; . AH0 
AAA, A RR O GA Aa A RA o Aa e 


E ao qx0,g|21 
ESSO itk-2=2;-2 <> i+k=2j. 


2) Se i, j k e m são índices de termos de uma PG (A,n), com q = 0, |q| # 1 e A; 0, então temos que 
i+m=j+ksee somente se A; Am = A; Ap 
Demonstração: 
z A,*0 
AA EA Ape (Ag Aq VA Aq ESA qui A pq 
q=0,lqls1 


qr 2 DR > i+m-2=j+k-2 © i+m=j+k. 


3) Os números x, y e z não-nulos estão em PG se e somente se y^ = x.z. 
Demonstração: 
X,y,Z+0 Z 
Note que y = x.z © Ent < y=xqe z=yq=x.q. 
X y 


r 2 ~ ~ r 
Desde que os números x, xq e xq“ formam uma PG, então x, y e z estão em PG. Observe, porém, que 
não necessariamente x, y e z devem ser termos consecutivos de uma PG, já que os números 1, 2, 4, 8, 16 
. 2 Ro é 
formam uma PG e, por mais que (1)(16) = (4)”, nesta PG os termos 1, 4 e 16 não são consecutivos. 


2.4.4. Interpolação Geométrica 

Interpolação Geométrica ou Inserção de Meios Geométricos consiste em determinar quais 
números, em uma certa quantidade n fornecida, devem ser inseridos entre dois números dados de modo 
que estes n + 2 números formem uma progressão geométrica. Por exemplo, se desejamos inserir 3 meios 
geométricos entre 2 e 162, então estes 5 números (2, A2, As, A4, 162) devem formar uma PG. Neste 
caso, temos que As = Arq”, ou seja, 162 = 2.qf, onde obtemos q = + 3. Assim, existem duas 
possibilidades para os meios geométricos: A, = 6, A3 = 18 e A4 = 54 ou A? =— 6, A3 = 18 e A4 = — 54. 


Exemplos: 


1) (AFA-99) Se a seqüência de inteiros positivos (2, x, y) é uma Progressão Geométrica e (x + 1, y, 11) 
uma Progressão Aritmética, então, o valor de x + y é 

a)ll. b)12. c13. d)14. 

Solução: 

Se (2, x, y) é uma PG então x° = 2y. Se (x + 1, y, 11) é uma PA então 2y =x + 12. 


x>0 
Assim: x’ =x +12 > x)-x-12=0 > (x-4(x+3)=0 > x=4 > y=8 > x+y=12. 


2) (AFA-2000) Seja (x, y, z, w) uma progressão aritmética crescente cuja soma é 10 e (a, b, c, d) uma 
progressão geométrica com a +b = 1 e c + d = 9. Se ambas têm a mesma razão, então o produto yw é 
a)- 8 b)-2 c)7 d) 9 

Solução: 

Se (a, b, c, d) é uma PG então b = aq, c = aq ed= aq. Assim: 

a+b=1 ec+d=9 > a+aq=1 caqdrag=9 > a(l +q)=1 e a(i +q)=9 > 

q=9 > q=3 (uma vez que q > 0). 

Como a soma da PA é10 > x+(x+3)+(x+6)+(x+9)=10 > 4x=-8 > x=-2. 

Portanto: yw = (x + 3X(x + 9) = 1.7 =7. 
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3) (Mackenzie-2003) Se três números não nulos formam, na mesma ordem, uma progressão geométrica 
e uma progressão aritmética, então a razão da progressão geométrica é: 
a) 2 b) 1/3 c)- 1 d)— 1/3 e) 1 
Solução: 
Se a, b, c estão em PA então a+c =2b > (ate) =4b > a +c? + 2ac= 4b? 
Se a, b, c estão em PGentãob?=ac > a+c’ +2ac=4ac > a +tc-2ac=0 > (a-c =0 > 
a=c > a=b=c = razão da PG iguala 1. 


4) (EspCEx-2002) Os números a, b e c determinam, nessa ordem, uma progressão aritmética (PA) de 
razão r (r + 0). Na ordem b, a, c determinam uma progressão geométrica (PG). Então a razão da PG é: 
a)-3 b)-2 œ)-1 dl e)2 

Solução: 

Se b, a, c é uma PG então b.c = a. 

Se a, b, c é uma PA entãoa +c=2b > a=2b-c > (af=(2b-0 > a =4b-4bc+cd > 


r0 
be =4b°—4bc +c? > d-sbe+4b=0 > (c-4bX(c-b)=0 => c=4b > razão da PG= 4. 


5) (Fuvest-2005) Sejam a e b números reais tais que: 

(i) a, b e a + b formam, nessa ordem, uma PA; 

(ii) 2°, 16 e 2º formam, nessa ordem, uma PG. 

Então o valor de a é 

a) 2/3 b)43 c0)53 d)7/3 e)8/3 

Solução: 

Se a, b, a + b é uma PA então2b=(a)+(a+b)=2a+b > b=2a. 

Se 2°, 16 e 2º é uma PG então (16) =2:2º > P=2*b=22 > 3a=8 > a=8/3. 


6) (IME-90/91) Determine quatro números reais a, b, c, d sabendo que: 

1°) a, c, d estão em progressão aritmética. 

2º) a, b, d estão em progressão geométrica. 

3)atc+d=39 e abd=1728. 

Solução: 

Se a, c, d é uma PA então 2c = a + d e se a, b, d é uma PG então b? = ad. Assim: 
i)a+c+d=39 > 3c=39 > c=13; 

ii) abd=1728 > b°=1728 > b=12. 

Desta forma temos que: a + d= 26 e ad= 144 > a=8ed=180ua=18ed=8. 

Logo, temos duas possibilidades: a = 8, b = 12, c = 13, d = 18 ou a= 18, b = 12, c= 13,d = 8. 


7) (Olimpíada do Canadá-79) Dados: (i) a, b > 0; (ii) a, Ai, As, b estão em progressão aritmética; (iii) 
a, G1, G2, b estão em progressão geométrica. Mostre que A1A2 > G1G2. 

Solução: 

Se a, G1, G2, b é uma PG então G,G, = ab. 


Se a, A1, As, b é uma PA então: b=a+3r > 1-2. 
E Ne pe fa a 2a RD 
3 3 
$ OET TE a a 
3 3 
2 2 = LA 
AA, -GiG -EDOID ap ID SOTO 1.0 = AE ASS O. 
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2.4.5. Soma dos n Primeiros Termos de uma Progressão Geométrica 
Considere a sequência (An) como sendo uma progressão geométrica não constante de razão q. 
Seja Sn a soma dos n primeiros termos da segiência (An). Assim: 


S= A: +A2+A3 +.. + A tAn > =A tAq+tAg +.. +A? + Ag (1) 
Multiplicando esta última expressão por q: 
Saq = Aq + Aig + Ag? +... + Ag HA (2) 


Subtraindo as equações (2) e (1) obtemos: 


Ala =i 
Saq — Sn = Aq" — Ai =>> Sa Sa 
q— 


Soma dos Termos de uma PG Infinita 

Suponha que (An) é uma progressão geométrica de infinitos termos tal que a sua razão q satisfaz 
q| < 1, q # 0. Neste caso, pode-se demonstrar (não é objetivo deste livro) que a sequência A, é 
convergente, ou seja, que a soma dos seus infinitos termos é finita. Assim, se |q| < 1, então quando n 
tende para infinito, o valor de q” tende para zero. Como podemos escrever a soma dos n primeiros 


Ag” A T IS, ; 
ei Rs então a soma dos termos de uma PG infinita (|q| < 1) é 


termos de uma PG da forma S, = 
q-1 l-q 


l-q 


Exemplos: 


1) (UFAM-2003) Numa P. G. a soma do 2° com o 5° termo é 84 e a soma do 3° com o 6° termo é 252. 
Então a soma dos cinco primeiros termos é igual a: 

a) 45 b) 364 c) 121 d) 182 e)242 

Solução: 

A +As=84 > AqtA=8 > Agqd+q)=84 (1) 

A3 +A6=252 > Ag +Ag=2522 > Ag(l+g)=252 (2) 

Dividindo as expressões (2) e (1) obtemos q = 3. 

Substituindo q = 3 na equação (1): A;(3)(28)=84 > Aj=1. 


q-1 3-1 


Logo: S, = 


2) (AFA-99) Uma bola é solta de uma altura de 128 metros em relação ao solo, e, ao atingir o mesmo, 
ela sobe a metade da altura anterior. Esse movimento se repete até atingir o solo pela décima vez. Nesse 
momento, quanto a bola terá percorrido, em metros? 

a) 255,50 b)383,00 c)383,50 d)383,63 

Solução: 

As alturas atingidas formam uma PG de 1º termo 128 e razão 1/2. Contudo, com exceção da la queda, 
nos demais movimentos o corpo sobe e desce o mesmo espaço. Assim, a soma dos espaços percorridos 
até a bola atingir o solo pela décima vez é: 


2A,(q" —1) 


S=A,+2A,+2A3+...4 2A10 = 2(A; FA,+ Asg+..s A10) A= I 


A > 


1 
ouas- = 1) 


T 
2 


S= -128 > S=383,50 m 


26 


Capítulo 2. Semiiências Aritmética e Geométrica 
3) (UFV-2002) Se a soma dos n primeiros termos de uma progressão geométrica (P.G.) é dada por 


1 K ; 
S, = E , onde n 2 1, então o nono termo desta P.G. é: 


a) 27° b) 2% c) 27" d) 2º e) 2° 
1° Solução: 


Note que: S; =A; -2 e S, =A +A, = E, Subtraindo estas equações obtemos A, = = 


1 1 g 11 -9 
Como A, =— segue que q=—. Logo: Aç=A,q =—.— =2". 
5 gue que q 7 8 9 14 228 
2° Solução: 
Desenvolvendo a expressão de Sn fornecida: S, =1 AE Coia ; 
2" UA A/2)-1 
Aq" -—1 
Comparando esta expressão com S, = Sa i concluímos que A, -— e q= - 
q— 

orisa e Loo 

go: Ag Lq Sê ; 


4) (Mackenzie-2001) Numa progressão geométrica de 50 termos, a soma dos termos de ordem ímpar é o 
triplo da soma dos termos de ordem par. Se o primeiro termo é 9, o terceiro termo é: 

a)l b3 cd) dI8 27 

Solução: 

Como em uma PG ocorre que Azn = (Ann - Da e An -1 = (Ad dq então os termos de ordem impar 
formam uma PG de 1º termo A, razão q” e os termos de ordem par formam uma PG de 1º termo A; e 


Ag)? -1 _ 3A” -1 
q’ -1 q? -1 


razão q”. Portanto: Simoa =3.S => 


impar ~ par 


> A-3A > q-1/3. 
Logo: A3 = Arq” = (9)(1/9) = 1. 


5) (UNB-2004) Leveduras são organismos unicelulares que se reproduzem tanto sexuada como 
assexuadamente, sendo o brotamento a forma mais comum de reprodução. Considere uma cultura com 
10 leveduras em que, a cada geração, cada levedura produza 24 novas por brotamento e que esse 
processo de reprodução se repita indefinidamente, inclusive para as novas leveduras a partir da geração 
seguinte à que elas foram geradas. Considere também que 4, seja o número de leveduras na n-ésima 
geração — logo, 4, = 10 —, que B, = logio 4, e que logio 24 = 1,38. Com base nessas informações, 
julgue os itens abaixo. 

(1) A segiiência B, é uma progressão aritmética de razão igual a logio 24. 

(2) A segiiência 10?» é uma progressão geométrica de razão igual a 24. 

(3) A soma B; + B2 + .... + B26 é inferior a 500. 

(4) Na oitava geração, o número de leveduras é inferior a 1 bilhão. 


AA 
(5) A relação ER = 23 é verdadeira, para todo inteiro positivo n. 
Solução: 
(1) CERTO. De acordo com o enunciado, o número de leveduras na n-ésima geração é dado por An = 
10.(24)""!. Como B, = logio An, então B, = logio [10.247 '] = 1 + (n — I)(logio 24), que é uma PA de 
1° termo igual a 1 e razão igual a logio 24. 
(2) CERTO. 10™ = A, =10.(24)"”, que é uma PG de 1º termo 10 e razão 24. 


_ (B, +B25)26 


(3) CERTO. Como Bn é uma PA: Bı + B2 +... + B26 = 13(1+1+25.10g,9 24) = 474,5. 
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A(gé-1) _ 0004-1) 
q-1 24-1 


= 4,78.10!!, que é maior que 


(4) ERRADO. Uma vez que A, é uma PG: S; = 


1 bilhão (que vale 10). 
(5) CERTO. da a -H 1=97-1=24-1=23. 


n n 


6) (ITA-93) A soma dos 5 primeiros termos de uma progressão aritmética de razão r é 50 e a soma dos 
termos de uma progressão geométrica infinita de razão q é 12. Se ambas as progressões tiverem o 
mesmo termo inicial menor do que 10 e sabendo-se que q = 1º, podemos afirmar que a soma dos 4 
primeiros termos da progressão geométrica será: 

a) 623/11 b)129/32 c)252 d)765/64 e) 13 

Solução: 

Sejam x — 2r, x — r, x, xX +r e x + 2r os termos da PA. Portanto: 
50=x-2r+x-r+tx+tx+tr+x+2r=5x > x=10 > PA:(10-2r,10-r, 10, 10+r, 10+ 2r). 


Por outro lado, na PG: S, = a = japa 
I-q l-q 
r>0 
Desde que q= r: br -r-1=0 => (Gr+1)Qr-1)=0 > r=12 Sge ASS. 
Aq! -1) 9/4)! -1] 765 
q-1 (1/4)-1 64 ` 


> 6-6q-5-r > 6q-r=1. 


Logo: S, = 


7) (ITA-03) Considere a seguinte situação baseada num dos paradoxos de Zenão de Eléia, filósofo grego 
do século V A.C. Suponha que o atleta Aquiles e uma tartaruga apostam uma corrida em linha reta, 
correndo com velocidades constantes v4 e vr, com O < vr < v4. Como a tartaruga é mais lenta, é-lhe dada 
uma vantagem inicial, de modo a começar a corrida no instante t = 0 a uma distância dı > O na frente de 
Aquiles. Calcule os tempos t; t2 ts, ... que Aquiles precisa para percorrer as distância d;, dz d3, ..., 
respectivamente, sendo que, para todo n > 2, dy denota a distância entre a tartaruga e Aquiles no instante 


n-1 
> te da corrida. Verifique que os termos t k = 1, 2, 3, ..., formam uma progressão geométrica infinita, 
k=1 
determine sua soma e dê o significado desta soma. 
Solução: 
Ao 


A A A Aa, 
Cálculo das distâncias percorridas por Aquiles (A) e a tartaruga (T): 


. V 
1) Como d=Vati e d = Vr.ti > t= Et 
Va 
o Vr 
ii) Como d? = Va.t2 e d = Vrt > t =—t 
A 
a Vr 
iii) Como d; = Vats e d4 = Vr.t3 > t,= ye 
A 


: V t V. 
Daí conclui-se que para n > 2: Vrta = Va-tn+1 > tn+1= T t com 0< = =— <1 (Va > Vr). 
A n A 


é : ~ V ; : 
Portanto, os tempos (ti, to, t3, ...) formam uma P.G. infinita de razão 2r cuja soma será: 
A 
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sene SD pe > So= E EA 
Va Va [XT Va-Vr Va-Vr 
Va 


Esta soma representa o tempo necessário para Aquiles alcançar a tartaruga. 


8) (ITA-98) Seja (ai, a2 , a3 ,...) uma progressão geométrica infinita de razão a, O < a; < 1, e soma igual 
a 3a, . A soma dos três primeiros termos desta progressão geométrica é: 


a) A b) 2 c) A d) a e) as 
27 27 27 27 27 
Solução: 
aj*0 
= > 3-2 5 51-a=25> Se 
l-q l-a; 3 
E aq -D _ /DI2/3 -1] 38 | 
O gel (2/3)-1 27 


9) (Escola Naval-91) O limite da soma : + É + 5 + z + > + > +... é igual a: 


a) 3/8 b)1/2 c)5/8 DŽ e)l 


Solução: 

galo Dodi leraren “x tato = 
3032 ta tata E So DA espa So al 

sete keJ al 1 +) (1/3) | (1/32) is 
3 3238. 3º 3º 3 1-(1/3) 1-(1/32) 2'8 8 


10) (Escola Naval-2003) Cada termo da seqüência (1, q, q, q, ...), q # 0, é igual a x vezes o limite da 
soma dos que o seguem se, e somente se 


a)-1<x<1l b)x>1 c)x<-2oux>0 d)x<-loux>1 e)0<x<1 
Solução: 
O termo geral da seqüência é dado por An = q” '. Pelo enunciado: 
lgl<1 n 
An =X(An+1 t An+2+Ani3 t.) > q=exq+qyçrl+qt+o) > qta = 
-q 


q+0 
n- 


q'-q=x]" > I-q=xq > q= 


Como lgl|< 1: e > |x+1|>1 > x<-2 ou x>1. 
X+ 


11) (BMEC-2004) Se um móvel se desloca sobre uma trajetória retilínea e percorre d unidades de 
espaço em um intervalo de tempo t, então sua velocidade média neste percurso é dada por v = d/t. Um 
móvel sobre uma trajetória retilínea percorre um 1 metro com velocidade média de 1 metro por segundo, 
em seguida percorre 1/2 metro com velocidade de 2 metros por segundo, em seguida percorre 1/4 de 
metro com velocidade de 4 metros por segundo, em seguida percorre 1/8 de metro com velocidade de 8 
metros por segundo, e assim prossegue indefinidamente, sempre percorrendo a metade do percurso 
anterior com o dobro da respectiva velocidade média. 

a) Determine o limite da soma dos percursos percorridos pelo móvel. 

b) Determine a velocidade média no percurso dado pela soma do item anterior. 

Solução: 
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gae SA = ! = 
2 4 8 1- (1/2) 
S 2 2 2 3 
b y = = = = = m/s. 
di do do o a LCD MO PE ER E 1? 
1 2 4 8 2? 2^ 2 I-(1/22) 


12) (FGV-2005) A figura indica infinitos triângulos isósceles, cujas bases medem, em centímetros, 8, 4, 
PPE? 
d 
A, 
Q [e] 


8 4 2 qt. 
Sabendo que a soma da área dos infinitos triângulos hachurados na figura é igual a 51, pode-se afirmar 
que a área do retângulo de lados h e d é igual a 
a) 68 b) 102 c) 136 d) 153 e) 192 
Solução: 
Observe a figura ao lado. A partir dela 
podemos concluir que: 

1 8 


9 d=8=4+2+1+>+..= =16 
2 1- (1/2) 
As áreas hachuradas são dadas por: 
h Rd e me 
2 2 4 
Portanto: 
E REL a =6h 
2 2 4 1- (1/2) 
h=8,5 


Assim, a área do retângulo é dada por: 
h.d = (8,5)(16) = 136. 


13) (Provão-2001) Uma particula se move sobre o eixo dos x, partindo da origem. No primeiro minuto, 
ela avança 1 unidade para a direita, no segundo minuto, retrocede 0,5 unidade; no terceiro minuto, 
avança 0,25 unidade; e, assim, sucessivamente, alternando avanços com retrocessos, as distâncias 
percorridas formando uma progressão geométrica. O limite da abscissa da partícula, quando o tempo 
tender para infinito, é 

a) 1/2 b) 2/3 c) 3/4 d) 3/5 e) 7/10 

Solução: 


O limite da abscissa é igual ao valor da soma infinita 1 — E + 1-1 += e E l 
2 4 8 1-(-1/2) 3 


14) (UERJ-2004) Considere a seguinte soma infinita: + Z + : + = +... 
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No gráfico I, abaixo, cada parcela desta soma é representada pela área de um retângulo, e a soma infinita 
é determinada pela soma das áreas desses retângulos. No gráfico II, embora a configuração dos 
retângulos tenha sido alterada, as áreas se mantêm iguais. 


I II 
Com base nessas informações, podemos afirmar que a soma infinita tem o seguinte valor: 
a) 3/2 b)2 c) 5/2 d) 4 
Solução: 
Observando o gráfico I, concluímos que a área da figura é igual à soma das áreas dos retângulos, ou seja, 
S= - + = +$ = .... Porém, o gráfico II mostra que podemos calcular o valor de S somando as áreas 
dos ensaios dese SE E l z2: Lara y =2 
2 4 8 1- (1/2) 2 4 8 16 
l aaeh aa e DE gd . . 
15) (UFPI-2003) Considere a seqüência infinita Sd dr ri Assinale com V (verdadeiro) ou F 


(falso) as opções abaixo. 

(1) A segiiência é uma progressão geométrica 

(2) A segiiência é decrescente 

(3) A soma dos termos desta sequência é igual a 3/4 
(4) A soma dos termos desta segiiência é igual a 1 
Solução: 


(1) FALSO. O termo geral da segiiência é Xn E , n > 1, que não é o termo geral de uma PG. 


+1 +1 +1 +1 
(2) VERDADEIRO. Note que Xy = 5 ES a Xn - Como para n > 1 temos Dt <1 então 
E ja 3n 3” 3n 3n 
Xn+1 < Xn, OU seja, a sequência é decrescente. 


GI VERDADEIRO SE a dad h ea Ada 
3 lo) (27 27 27) (81 81 8I 8I 


1 1 1 1 1 1 1 1 1l 1 
Sp = Pao H de= as [E] > + e East > 
E 9 27 8l ) G 27 8l ) [> 81 243 ) 


(1/3) (1/9) 1/27 1 1 1 1/2 
= e + +e==+—+—+..= 
1-(1/3) 1-(1/3) 1-(1/3) 2 6 18 1-(1/3) 

(4) FALSO. No item anterior provamos que a soma é igual a 3/4. 


U 


3 
4 
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n+l n 
16) (IME-65/66) Prove que: 1+2x + 3x? +4x° +... + nx?! = DX e Eden 
X — 
1º Solução: 
S=1+ (+x) +(x? +x txt? rr) ex tea aT 5 
S=(1+x+x +... +x TNH tax t. THR ta att. tT. a > 
no n-l 2 n-2 n-1 = 
so DCD ED CAE- xe- 
x-1 x-1 x-1 x-1 
es qse a E REGRA ne) 
S= = => 
x-1 x-1 
n @"-I) 
gi DÉC I nx"(x=D=x" + nx" -(n+1)x" +] 
x-1 (x-1 (x-1)? 
2° Solução: 
Multiplicando S = 1 + 2x + 3x? + 4x? +... + nx”! por x obtemos: x.S=x + 2x? + 3x? + 4x) +... + nx”. 
Subtraindo estas duas equações: x.S — S = n.x” — (1 +x +x? +x? +... +x") > 
n = no qn n+l n 
seina l =" g = 2& Dx Es +1 nx finas +1 
x—1 (x—1) (x-1) 
3° Solução: 
n+l 
Sabemos que 1+x +x? +x? 4x! +...+x” = i : . Derivando os dois lados obtemos: 
X — 
potaneiGe =) ca suas 


1+2x +3x° +43 + nx! 


(x-1) (x-1) 


17) (UFRJ-2003) A região fractal F, construída a partir de um quadrado de lado 1cm, é constituída por 
uma infinidade de quadrados e construida em uma infinidade de etapas. A cada nova etapa consideram- 


se os quadrados de menor lado (/) acrescentados na etapa anterior e acrescentam-se, para cada um 


destes, três novos quadrados de lado 4/3. As três primeiras etapas de construção de F são apresentadas a 


seguir. 

— {1 cm — — | Em — — f cm — 
Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 

Calcule a área de F. 

Solução: 


Seja (Fn) a sequência das áreas dos fractais formados na etapa n. Assim: 


2 2 2 
Fi =1; FR = 1+3{3) =$, E 55) a F, -S+2 ! ) — o Portanto, temos que 


3 (9 9 9 27 
n-1 o n-1 
e => Ea EE 1 VUD -1 > Posie (1/3) 
gaa e 32 3? gn (1/3)-1 2 


Quando n tende para infinito temos que (1/3)"” ! tende para zero: F, =1+ : = ` ; 
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2.4.6. Produto dos n Primeiros Termos de uma Progressão Geométrica 

Suponha que (An) é uma progressão geométrica. Seja P, o produto dos n primeiros termos da 
sequência (An), ou seja, Pa = A1.A2.A3...An-2-An-1-An. 

Invertendo a ordem dos termos nesta multiplicação obtemos: Pa = An. An - 1.An-2...A3.A2.A1. 

Multiplicando termo a termo as duas expressões que fornecem P,: 

(Pi)? = (Ar. An(Ao. An - (AS An -2)...(An.A1) 

Sabemos que em uma PG: A, A, = AA, -1 = A3.An 2=... = Ak-An-k+1. Assim: 


(Pi) =(A A A AGA A) (A AS) = [PA | CA 


n parcelas 


Também podemos escrever P, em função do primeiro termo e da razão: 


p (aA laaa) aa — [Aa] 


Exemplos: 
1) (UFRJ-2001) Seja xo, X1, ..., Xn, ... uma sequência infinita de números reais. Sabendo que xo =10 e que 
os logaritmos decimais ao = log xo, ay = log X1, ..., an = log Xn, ... formam uma PG de razão 1/2, calcule o 
valor limite do produto P, = xox1X2...Xn quando n tende a infinito. 
Solução: 

Ee A Do 
O termo geral da PG é iguala an = ao.q = log,910. Rs TA 


1 
Logo: an=logioxn > x, =10® =107”. 
Quando n tende a infinito: 

1 1 1 1 RR 1 


++... RE 
P.=X9X,X9X3...=102.102.102.10?...=10 22 2 =109"0 =10° =100. 


2) (ITA-89) Numa progressão geométrica de razão q sabemos que a; = 1⁄4, aja, = (2/3) e o produto dos 
n primeiros termos é q”. Então a soma dos n primeiros termos é igual a: 


a) 13/02 grade O o 13!-2º à 13!-2º e) 132º 
2 36 Des 4 36 4 36 4 38 
Solução: 


à 1 E 
Se a; é igual a 1/q, então da PG é dada por: [a Lada a , onde o termo geral é a, =q". 
q 


2 5n 2 5 
1 RR 
Igualando (1) e (2): aa, => q"? =q"? = B (2) 
q 


a 40m TOT 40 3 n>0 
Logo: q” =q ® > ín-3=— > nº-3n-40=0 > (n-8(n+5)=0 > n=8. 


3 3 
a(g? -D _G/DIC/3F-1] _ 13° -2° 
qt. O abel 2 3 ` 


o 2 
Substituindo n = 8 em (2): q” = 2) > q=-—. 


Conseqüentemente: Sg = 
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3) (TA-94) Seja (ai, a2, .... , an) uma progressão geométrica com um número ímpar de termos e razão 
q>0. O produto de seus termos é igual a 2” e o termo do meio é 2º. Se a soma dos (n — 1) primeiros 
termos é igual a 2(1 + q)(1 + q^, então: 
a)a +q=16 b)a+q=12 c)a+q=10 dDatq+n=20 Ja+qt+n=11 
Solução: 
Como n é ímpar, façamos n = 2x — 1. Note que neste caso x é o índice do termo central da segiiência. 
Em uma PG com número ímpar de termos: A,.Asx 1 = (A)? > AjAsx-1= Do 


BE AA) a > 2235 — ONJ => 225 — 25x- 1) => 2x-1=5 > n=5. 
S,=2d+90)A+q)=A, +A q+A q +A gq =A (qr +g)=-A (+00 +q > A =2. 


Como o termo central vale 2º, temos que: 2% = A; = Ag = 2 > q =16 > q=4. 
Logo: ai tq+tn=2+4+5=11 


4) (Mackenzie-2000) P = aọo.aı.a2.a3... é o produto dos infinitos termos da seqüência definida por 
a, = 31055) O valor de P é: 


9 b) 3V3 81 d) V3 3 
Solução: 
ip : 


0 1 2 3 E 
P = q012) 34/2) 302) 312 te ae: 48 = 9072) Sae -9, 


5) (Mackenzie-99) Seja a seqüência geométrica, de n termos positivos, que se obtém inserindo-se k 
meios geométricos entre 1/2 e 8. Se o produto de todos os termos é 32, então n vale: 

a)5 b6 c)7 d8 œ)9 

Solução: 

Nesta seqüência temos a, = 1/2 e an = 8. Logo: (Pa = (a-a) > 1024=4 > n=5. 


6) (IME-02) Sabe-se que logab = X, logb = Y en > 0, onde n é um número natural. Sendo c o produto 
dos n termos de uma progressão geométrica de primeiro termo a e razão q, calcule o valor de log.b em 
função de X, Y en. 


Solução: 
(Pa = (aad > 2s (aag > cd=2q0)D > log = log (qe) > 
2.log, c = log, a” + log q") > 2log c=2n.log a +n(n-— Dlog;q > 
2 2n n(n —1) 2 2n n(n-!l) (ax) 
= + = =+ =n 
log,b log,b logąb logçb X Y XY 


2XY 
n(2Y +(n- DX) ` 


log, b = 
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Exercícios 


1) Em um círculo de raio R inscreve-se um 
quadrado, neste quadrado inscreve-se um círculo, 
neste círculo um outro quadrado e assim 
sucessivamente. Calcular o limite da soma das 
áreas dos círculos. 


2) A soma de três números positivos em 
progressão aritmética é 30. Se esses números 
forem aumentados de 1, 4 e 14, respectivamente, 
os novos números estarão em progressão 
geométrica. Achar esses números. 


3) Em um conjunto de quatro números os três 
primeiros estão em progressão geométrica e os 
três últimos estão em progressão aritmética com 
razão 6. O primeiro número é igual ao quarto. 
Ache a soma desses números. 


4) Se numa P.A. a soma dos m primeiros termos é 
igual á soma dos n primeiros termos, m # n, 
mostre que a soma dos m + n primeiros termos é 
igual a zero. 


5) Calcular todos os ângulos x, em radianos, de 
modo que os números (sen x)/2, sen x, tg x 


formem uma P.G. 


6) São dados a soma S de três números em PA e a 


soma S” dos quadrados desses números. 
r ~ ' 2 
Demonstre que os números são: S |S_S?, 8 e 
3 V2 6 3 
s, |S_S 
3 V2 6 


7) Demonstrar que o raio do círculo inscrito no 
triângulo retângulo cujos lados estão em PA, é 
igual à razão dessa progressão. 


8) O menor ângulo de um polígono convexo é de 
139º e os outros ângulos formam com o primeiro 
uma PA cuja razão é 2 graus. Demonstrar que o 
polígono possui 12 lados. 


9) Calcular os quatro ângulos de um quadrilátero, 
sabendo que os ângulos estão em PG e que o 
último é igual a nove vezes o segundo. 


10) É dado um triângulo equilátero de lado a, nele 
inscreve-se um círculo, depois 3 círculos 
tangentes ao primeiro e aos lados do triângulo, 
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depois 3 círculos tangentes aos 3 círculos 
precedentes a aos lados do triângulo, e assim por 
diante. Demonstrar que o limite da soma das áreas 


llra? 


dos círculos inscritos é igual a 


1 1 1 
X+y y+Z'Z+X 


11) Provar que se í Jé uma P.A., 


PR DO e 
então (z^, x”, y“) também é. 


... An) É P.A., com n>2, 


2 2 2 
do do estu] 


12) Provar que se (ai, a2, 


2 
(a? 


então 


2 2 2 2 
Ds ds -85,43 


também é. 


13) Provar que se uma P.A. apresenta am = X, an = 
y € ap = z, então verifica-se a relação: 
(n-p)x+(p-m).y+(m-n).z=0. 


14) Provar que se uma P.G. apresenta am = X, an = 


y € a = Zz, então verifica-se a relação: 
x27 P) yC -m) m-n) 1, 


15) Demonstrar que em toda P.A. com número 
ímpar de termos, o termo médio é igual a 
diferença entre a soma dos termos de ordem impar 
e a soma dos termos de ordem par. 


16) Provar que se x, y, z estão em P.G. nesta 
ordem, vale a relação: 
K+y+z2kx-y+7)=x+y +7. 


17) Provar que se a, b, c formam nesta ordem uma 
P.A. e uma P.G., então a = b =c. 


18) Provar que se os números a, b, c, d formam 
nesta ordem uma P.G. então vale a relação (b — c}? 
+(c-a?+(d-b2=(a-d). 

PG: 


19) Provar que toda 


S$ +87 = Sa (Son + Sn). 


em 


20) Numa PA finita de 2n elementos, a soma dos 
2n — 1 primeiros é A e a dos 2n — 1 últimos é B. 
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Demonstrar que a = [nA e 


r=(B-A)hn. 


(n DB]'n 


21) Prove que se os números a, b e c formam uma 
progressão aritmética então os números 
1 1 1 
Vb+ vc Vera vVa+vb 


progressão aritmética. 


também formam uma 


22) Os números positivos ai, a», ..., an formam 
uma progressão aritmética. Prove que: 
1 n-1 


1 
+ +..+ = 
Jai +a Ja, +a; Jani tas Va tyan 


23) Prove que se os números a, a», ... 


, An SãO 


termos diferentes de zero e formam uma 
progressão aritmética então: 
l l l l n-l1 
+ + +...+ = 
aja, a,a; asas apan aja, 


24) Dada uma progressão aritmética ay, a2, ..., An, 
An+1, -.. prove que a igualdade: 
a? — Cla} +Claj-.. MD C'a? + (-1)" C'a} = 0 


é válida para n > 3. 


25) A seqüência de números: 1, 4, 10, 19, ... 
satisfazem a condição de que a diferença de dois 
termos subseqüentes formam uma progressão 
aritmética. Encontre o n-ésimo termo e a soma 
dos n primeiros termos dessa seqüência. 


26) Considere a tabela: 


6 7 
7 8 9 10 

Prove que a soma dos termos em cada linha é 
igual ao quadrado de um número ímpar. 


27) Dados os termos am +n = A € am -n = B de uma 
progressão geométrica aj, a2, a3, ..., ache am € an 
(A + 0). 


28) Prove que os números 49, 4489, 444889, ... 
obtidos inserindo 48 no meio do termo anterior 
são quadrados de números inteiros. 
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29) Seja S, a soma dos n primeiros termos de uma 
progressão geométrica (S, # 0, q + 0). Prove que: 
L Son Sh 

So Si Soy 


30) Prove que para toda progressão aritmética a, 
a2, a3, ..., An NÓS temos as igualdades 
aı— 2a + a3 =Q, 
aı — 3a2 + 3a3— a4 = Q, 
aı — 4a, + 6a — 4a4 + as = 0; 
generalizando: 


a, — Cla, + C?a... +1)" ' C'a, +(-D'C'a 0 


n+41 
31) Dispõe-se de 120 bolas idênticas que devem 
ser empilhadas a fim de formar uma pirâmide 
regular triangular. Quantas bolas devem formar a 
base da pirâmide? 


32) Prove que: 
ixo E i É aat si 
2 4 8 A 


b)1? +3? +5? +47 +. +(Qn- sinan 1) 
1.2.3 +2.3.4+3.4.5+...+ n(n +1)(n +2) = 


c)1 

IOPU 

ER ER ! sopa 
1.3 3.5 57 (2n-I)(2n+1) 2n+1 
e) 1 1 1 | 1 n(n+3) 
1x2x3 2x3x4 3x4x5 O n(n+1X(n+2) Mn+1Xn+2) 


ER l E 
147 4710 71013 ™ Gn-DGn+DGn+4) 
1 1 
24 6Gn+)Qn+4) 


33) Dada a seguinte configuração dos números 
naturais: 


l 
2 3 4 
5 6 7 8 9 
10 11 12 13 14 15 16 


Achar a soma dos números situados na n-ésima 
fila. 


34) Três números formam uma progressão 
aritmética de razão 11. Se ao primeiro termo é 
somado 6, ao segundo é subtraído 1 e o terceiro é 
dobrado, o resulta agora em uma progressão 
geométrica. Determine os termos da progressão 
aritmética. 


Capítulo 2 Semiiências Aritmética e Geométrica 


1 1 1 1 
35) Prove a inequação 22.44.88...(2")?”" <4 para 
todo inteiro positivo n. 


36) Para numerar um livro são necessários N 
dígitos. Por exemplo, para numerar um livro de 11 
páginas são necessários N = 13 dígitos. Qual dos 
seguintes valores não pode ser N para um certo 
livro? 

a)109 b)999 c)1992 d)1995 e)1996 
37) São necessários 4221 dígitos para numerar as 
páginas de um livro. Quantas páginas o livro 
possui? 


38) Escreve-se as cifras de 1995 como segue: 
199511999955111999999555... 

a) Calcular quantos dígitos devem ser escritos 
para que a soma dos digitos seja 2880. 

b) Determine o dígito que aparece no lugar 1995 


39) Iniciando com 46, se forma a seqüência de 
dígitos colocando, em cada passo, a continuação 
do último número escrito, o produto dos dois 
últimos dígitos que se escrevem (os primeiros 5 
dígitos são: 46248...). Calcular o dígito que está 
na posição 1996. 


40) Calcular o valor da soma, onde o último 
número possui n dígitos: 1 + 11 + 111 + 1111 + 
111...111 


41) Numa progressão aritmética, não constante, 
de termos inteiros positivos, o 1º termo, o j-ésimo 
e o k-ésimo (1 <j < k) formam, nesta ordem, uma 
progressão geométrica. Demonstre que a razão da 
PG é igual a (k -jy — 1). 


42) Prove que a soma dos primeiros n termos da 
segiiência: 1, (1 + 2), (1+2+2),(1+2+22+ 
2°), ..., (1+2 +... +2"7" em termos de né 2”*! 
-n-2. 


43) Em uma progressão aritmética a, = 98 e a3 = 
89. Define-se A = an t 
Determine o menor 

correspondente valor de n. 


an+ antz +... 
valor de |A| 


F dn + 6 
e o 


44) Dados os conjuntos de inteiros {1}, (2, 3}, 
(4, 5, 6}, etc. onde cada conjunto possui um 
elemento a mais que o antecessor, e onde o 
primeiro elemento de cada conjunto é igual ao 
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último elemento do conjunto antecessor mais 1. 
Seja Sn a soma dos elementos do n-ésimo 
conjunto. Prove que S21 = 4641. 


45) Uma P.G. finita tem n termos. Sendo S a 
soma dos termos, $°’ a soma dos inversos e Po 
produto dos elementos, provar que P? = S/S”. 


46) Calcular a soma: 


1 1 1 1 
Eta ng o 1 


[ts 
999? 1000? 


47) Seja ai, a2, a3, a4, as, aç uma progressão 
geométrica de razão r. Se a; + a 4 Has = 


az + aq t 
3124, e a2 + as + a4 + as + aç = 2343 , determinar r 
e ds. 


48) A soma de cinco números inteiros em PA é 25 
e o produto — 880. Demonstrar que esses números 
são —1,2,5,8€e 11. 


49) São dados quatro números em PA cuja soma é 
igual a 26 e a soma dos quadrados é igual a 214. 
Demonstrar que os números são 2,5, 8e 11. 


50) Sejam uma Progressão geométrica aj, a2, ..., 
an, ... € uma Progressão Aritmética bi, b2, ..., bn, 
... que verificam as condições: a, > 0, az/aı > 0 
e bz- b; > 0. Determine um número a tal que a 
expressão (loga an) — bn não depende de n. 


51) Calcule o último termo escrito no somatório 
do lado direito da igualdade na 80º linha. 


1+2 = 3 
4+5+6 = 7+8 
9+10+11+12 = 13+14+15 
16+17+18+19+20 = 21+22+23+24 


Questões de Vestibular 


52) (F.C.M.STA.CASA-80) A sucessão $ dos 
números 1, 5, 13, 25,.., a k, -.., possui a 
propriedade de que as diferenças dk = a k+1 — 4 k, 
com k = 1, 2, 3... formam uma progressão 
aritmética. O 30º termo de $ é: 

a)120 b)117 c)871 d)1741 

e) impossível de ser calculado. 


53) (F.6.V.-76) Um químico tem 12 litros de 
álcool. Ele retira 3 litros e os substitui por água. 
Em seguida, retira 3 litros da mistura e os 
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substitui por água novamente. Após efetuar essa 
operação 5 vezes, aproximadamente quantos litros 
de álcool sobram na mistura? 
a)2,35 b)2,85 c)1,75 d)1,60 eœ)l1,15 
54) (UMACK.-79) Sendo S = 1 + 2x + 3x? +... 
(0 <x < 1), pode-se afirmar que: 


a) S= 1 b)S=_ = c)S= 2 
l-x) I-x) (2-x) 

)S= 1 e)JS= 0 x 
(2-x)? (2-x) 

55) (U.MACK.-74) A soma 

a T DD 2" —1 ; 

S= 1+>+— + +..+ Egas 63 
4 16 64 Rico 

a) 2 b) 2/3 c)4 d) 4/3 e) 8/3 

56) (UFPB-97) Seja a, uma progressão 


geométrica cuja soma dos n primeiros termos é Sn 
= 3(2) — 3. Determine o quarto termo dessa 
progressão. 


57) (UFRJ-96) João Esperto organizou um clube 
de investimentos denominado Pirâmide das 
Ilusões. Como fundador do clube, João Esperto 
tornou-se o sócio com inscrição de número 1. 
Pelo estatuto do clube, cada sócio deve indicar 
oportunamente dois novos membros. O sócio que 
indica os dois novos membros é chamado de 
padrinho destes dois novos sócios e estes são 
denominados seus afilhados. 
Cada novo sócio recebe também seu respectivo 
número de inscrição no clube. De acordo com o 
estatuto, o sócio com número de inscrição n 
indica seus afilhados após a indicação e inscrição 
dos afilhados do sócio de número (n — 1). 
Os novos sócios são sempre inscritos um a um, 
cada um deles recebendo como número de 
inscrição o número inteiro seguinte ao número 
total de sócios já inscritos. 
Para representar o fato de que "o sócio a é 
padrinho dos sócios b e c" usamos o diagrama: 

e Sa 

x “a 
b c 

A figura abaixo ilustra a organização do clube no 
momento em que o número total de sócios era 
igual a onze, indicando também a sucessão de 
niveis na organização dos sócios. 
O clube Pirâmide das Ilusões tem hoje mais de 
13.000 sócios. 
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nível 1 1. 
K `a 
nível 2 2 3 
Wo » oa 
nível 3... M 5 6 7 
x X K X 
nível 4 8 9 10 11 


Em relação ao sócio número 5.017 determine: 

a) o número de inscrição de cada um dos seus dois 
afilhados; 

b) o número de inscrição do seu padrinho; 

c) o seu nível na organização dos sócios; 

d) a quantidade de sócios no mesmo nível que ele, 
mas com número de inscrição inferior a 5.017. 


58) (UFRJ-97) Observe a sucessão de matrizes a 
seguir, constituída com os números ímpares 
positivos: 

9 


1 3 11 17 19 

5 7? (13 15? (21 23r 

a) Determine o maior número escrito ao se 
completar a 37º matriz. 


b) O número 661 aparece na N-ésima matriz. 
Determine N. 


59) (UFRJ-98) Num Ka Kay, o oriental famoso 
por sua inabalável paciência, deseja bater o 
recorde mundial de construção de castelo de 
cartas. Ele vai montar um castelo na forma de um 
prisma triangular no qual cada par de cartas 
inclinadas que se tocam deve estar apoiado em 
uma carta horizontal, excetuando-se as cartas da 
base, que estão apoiadas em uma mesa. A figura a 
seguir apresenta um castelo com três níveis. 


Num Ka Kay quer construir um castelo com 40 
níveis. 
Determine o número de cartas que ele vai utilizar. 


60) (UFRJ-99) Uma progressão geométrica de 8 
termos tem primeiro termo igual a 10. O 
logaritmo decimal do produto de seus termos vale 
36. Ache a razão da progressão. 
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61) (UECE-2004) A seqüência 1, 5, 9, ..., p é uma 
progressão aritmética na qual p é o maior valor 
possível menor do que 2004. O termo médio desta 
seguência é divisível por: 

a)7,1l e13 b)3,5e13 

c)5,7e1l1 d)3,5e7 


62) (UECE-2003) O número de termos, menores 
que 500, comuns às progressões aritméticas 

e 2,6, 10, 14, 
e3, 10, 17, 24, 
a)17 b)18 


Bs é: 
c)19 d)20 


63) (Cefet/PR-2004) Sejam uma PA e uma PG 
com três termos reais. A soma da PG adicionada à 
soma da PA é igual a 2. Sabe-se que suas razões 
são iguais ao primeiro termo da PG e que o 
primeiro termo da PA é igual a 2. A razão será 
igual a: 
a)-1 b)2 c)-2 dl e4 

64) (Fatec/SP-2003) A platéia tem 18 filas de 
assentos e cada fila tem 4 lugares a mais que a 
anterior. Se forem convidadas 800 pessoas para 
assistir a um evento e todas comparecerem, 

a) ficarão vagos 140 lugares. 

b) ficarão vagos 64 lugares. 

c) faltarão 44 lugares. 

d) faltarão 120 lugares. 

e) não sobrarão nem faltarão lugares. 


65) (FGV-2004) Durante o último jogo da seleção 
brasileira, brinquei com meu primo, apostando 
quem conseguiria colocar mais pipocas na boca. 
Comecei colocando 2 na boca e fui aumentando r 
pipocas por vez, como em uma PA. Ele começou 
colocando 1 na boca e foi multiplicando por r, 
como numa PG. Na quarta vez em que colocamos 
pipocas na boca, descobrimos que a quantidade 
colocada por nós dois foi a mesma. Nessa nossa 
brincadeira, o valor de r é 

a) um número quadrado perfeito. 

b) um número maior que 3. 

c) um divisor de 15. 

d) um múltiplo de 3. 

e) um número primo. 


66) (FGV-2003) a) O 1º termo de uma progressão 
geométrica é A, a razão é q e o último termo é B. 
Obtenha o número de termos n desta progressão, 
em função de A, Be q. 

b) Um empréstimo de R$27.500,00 deve ser pago 
sem juros em parcelas mensais. A 1º parcela vale 
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R$500,00 e, cada parcela a partir da 2º é R$50,00 
superior à anterior. Quantas parcelas são 
necessárias para pagar a dívida? 


67) (IBMEC-2003) Na figura abaixo temos o 
quadrado ABCD de lado 4. Dividimos cada lado 
na razão 1:3 e, com os pontos obtidos, obtemos 
um outro quadrado A;B,C;D, inscrito no maior. 
Dividimos cada lado do quadrado A;B;C;D, na 
mesma razão e repetimos o processo obtendo o 
quadrado A,B>C,D», e assim sucessivamente. 

A 


Se S; é a área do triângulo AD;A,, S2 é a área do 
triângulo ADA» e assim sucessivamente, então o 
limite da soma Sı + S2 +... é igual a 


a)l b) V2 DL d) 2V2 4 
68) (IBMEC-2003) Considere as seqüências (aı, 
a2, a3, dos ân, n+l, cu) É (Z1, 82, Z3, -> Zn, Zn+l, ve) 


: ; a 1 
que satisfazem as leis de formação a, -ân =— 
2 


8n+ = 


8n 
= 1,2,3,...; com gı = 2, respectivamente. 


para n = 1, 2, 3, ...; com a= le 


a) Mostre que a seqüência (2º, 2®, 2°, ..., 2™, 
2º»! ...) é uma progressão geométrica e exiba a 
fórmula do termo geral dessa progressão. 

(b) Mostre que a sequência (log>(gi), log>(g>), 
log2(g3), ..., log(gn), loga(gnr), ...) é uma 
progressão aritmética e exiba a fórmula do termo 
geral dessa progressão. 


69) (I[BMEC-2005) Uma bola de borracha é solta 
a Im de altura do chão. Cada vez que esta bola se 
choca com o chão, ela volta a subir, sempre 
percorrendo uma trajetória totalmente vertical. 
Entretanto, por causa de fenômenos misteriosos 
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da natureza, a cada choque com o chão a bola 
atinge uma altura igual a 80% da altura que havia 
atingido antes desse choque. Calcule o limite da 
soma dos espaços percorridos pela bola em todo o 
processo. 


70) (Mackenzie-2005) A soma de todos os 
termos, que são menores que 12, da PA (1/4, 3/4, 
5/4, 7/4, ...) é: 
a) 120 b)144 c)150 d)160 e) 140 

71) (Mackenzie-2005) A caixa d'água reserva de 
um edifício, que tem capacidade para 25000 
litros, contém, em um determinado dia, 9600 
litros. Contrata-se uma empresa para fornecer 400 
litros de água nesse dia, 600 litros no dia seguinte, 
800 litros no próximo e assim por diante, 
aumentando em 200 litros o fornecimento de cada 
dia. O número de dias necessários para que a 
caixa atinja a capacidade total é: 

all b)13 c)14 d)12 10 


72) (Mackenzie-2004) Em uma sala existem 100 
caixas numeradas com os múltiplos sucessivos de 
4, começando por 4. Em cada caixa existe uma 
quantidade de bolas igual ao número exibido na 
parte externa da caixa. O total de bolas existentes 
em todas as caixas é: 
a) 16000 b) 14400 
d) 20200 e)24120 


c) 18800 


73) (PUC/MG-2005) Seja S, = nº —8n , com n € 
IN*, a expressão que permite calcular a soma dos 
n primeiros termos de uma progressão aritmética. 
A razão dessa progressão é: 
a)-4 b)-2 c)2 d)4 


74) (PUC/PR-2005) Uma formiga minúscula, cujo 
tamanho é desprezível, faz um percurso linear. 
Inicialmente, caminha para a direita uma distância 
de 1 m. Então, ela vira para a esquerda, 
caminhando metade da distância do seu ponto 
corrente. Se a formiga continuar caminhando para 
a direita e para a esquerda, sempre andando a 
metade da distância previamente caminhada, a 
formiga percorrerá, a partir da origem, a distância 
de: 

alm b)2m c)4m d)8m e)l0m 

75) (PUC/PR-2001) Em uma progressão 
geométrica infinitamente decrescente, cuja soma é 
igual a 9 e a soma dos quadrados de todos os seus 
termos é 40,5, o seu 4° termo vale: 
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a)3/8 b) 127 c)5/⁄32 d)2/9 e)4/27 


76) (PUC/SP-2005) Considere as seqüências (1, 4, 
7, 10, ..., 67) e (8, 12, 16, 20, ..., 104). O número 
de termos comuns a essas duas progressões é 

a)5 b)6 c)7 d8 o) 


77) (PUC/SP-2001) A soma dos n primeiros 
termos da seqüência (6, 36, 216, ..., 6", .. ) é 
55986. Nessas condições, considerando log 2 = 
0,30 e log 3 = 0,48, o valor de log n é 

a) 0,78 b)1,08 c)1,26 d)1,56 e) 1,68 


78) (UEL-2005) O valor da soma infinita 
3 4 9 8 27 16 

+ + 
4 9 16 27 64 8l 


a)2/3 b)5/6 c)7/6 d)53 e)7⁄3 

79) (UERJ-2005) Numa reserva florestal foram 
computados 3.645 coelhos. Uma determinada 
infecção alastra-se de modo que, ao final do 
primeiro dia, há cinco coelhos infectados e, a cada 
cinco dias, o número total de coelhos infectados 
triplica. 

a) Determine a quantidade de coelhos infectados 
ao final do 21° dia. 

b) Calcule o número mínimo de dias necessário 
para que toda a população de coelhos esteja 
infectada. 


80) (UERJ-2004) O fractal chamado floco de 
neve de Koch é obtido a partir de um triângulo 
eqüilátero, dividindo-se seus lados em 3 partes 
iguais e construindo-se, sobre a parte do meio de 
cada um dos lados, um novo triângulo eqüilátero. 


Este processo de formação continua 
indefinidamente até a obtenção de um floco de 
neve de Koch. Supondo que o lado do triângulo 
inicial meça 1 unidade de comprimento, a área do 
floco de neve de Koch formado será, em unidades 
quadradas, equivalente a: 


a) 3/5 b) v3/4 © 243/5 d) 3/2 


81) (UFAL-2003) Sabe-se que as seqüências f = 
(— 2, a, b, ...) e g = (1/8, c, a, ...) são progressões 
aritmética e geométrica, respectivamente. 
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Considerando que b a + 8c, analise as 
afirmações seguintes. 

0) O valor de a + b + c é 17/2. 

1) O vigésimo termo de f é 74. 

2) O quarto termo de g excede o quarto termo de f 
em 4 unidades. 

3) A soma dos 20 primeiros termos de f é 680. 

4) As razões das duas progressões são iguais entre 


si. 


82) (UFES-2002) Na figura abaixo, o triângulo 
ABC é equilátero de lado igual a 1. 


Considere o retângulo com dois vértices sobre a 
base BC e cujos outros dois vértices, Bı e Ci, são 
os pontos médios dos lados AB e AC, 
respectivamente. No triângulo AB;C;, considere o 
retângulo com dois vértices sobre a base B;C, e 
cujos outros dois vértices, B2 e C2, são os pontos 
médios dos lados AB; e AC;, respectivamente. 
Continuando este processo indefinidamente, 
obtém-se uma sequência de retângulos. A soma 
das áreas totais de todos os retângulos assim 
obtidos é igual a 


a 3 v3 


E” DE °) 


V3 PEE o 3 
8 6 3 


83) (UFES-2003) Um segmento de reta é dividido 
em três partes iguais e tem o seu segmento central 
retirado. Em cada uma das duas partes que 
sobraram, o procedimento é repetido: divide-se 
cada uma delas em três partes iguais e retira-se o 
segmento central de cada uma. Esse procedimento 
é repetido uma infinidade de vezes. 

Calcule a razão entre a soma dos comprimentos 
de todos os segmentos que são retirados nesse 
processo e o comprimento do segmento de reta 
original. 


84) (UFC-2005) A segiência de números 
inteiros positivos a; = 1, a2, a3 está em progressão 
aritmética com razão positiva. Calcule o menor 
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valor de ay + a; + a; para que a equação ax” + 
ax + a; = 0 tenha duas raízes reais e distintas. 


85) (UFC-2003) A soma dos 15 primeiros termos 
de uma Progressão Aritmética é 150. O 8º termo 
desta P.A. é: 
a)l0 b)15 c)20 d)25 30 

86) (UFLA-2004) Um naturalista observou que o 
número de ramos de uma espécie arbórea cresce 
como uma progressão geométrica ao longo dos 
anos. Se o número de ramos em um certo ano é 
igual à soma dos números de ramos dos dois anos 
anteriores, qual a razão dessa progressão? 


1+4/5 TER E 
b)v5 O)2 d- —— 

= DA a2 dD SD 

87) (UFMA-2003) Pedrinho, um velho 

funcionário público da  UFMA/DEMAT, 


consegue despachar, como secretário, no 1° dia 
útil do mês, uma certa quantidade x de 
documentos; no dia seguinte, despacha o dobro do 
que despachou no primeiro dia; no terceiro dia, o 
triplo do que despachou no primeiro dia e, assim, 
sucessivamente. Ao final do mês de 30 dias, 
despachou 930 documentos. Assim, quantos 
documentos Pedrinho despachou no primeiro dia? 


88) (UFMA-2000) A seqüência a, < az < a3 < a4 < 
. é uma progressão geométrica. Construímos 

uma nova seqüência bı, b2, bs, ... formada pelas 

diferenças dos termos adjacentes da segiiência 

original, da seguinte forma: 

bi =a — a; b= a — a; b;=a,-— as; e, mais 

geralmente, bk = ax + 1 — ax. 

É possível que essa nova segiiência seja uma 

progressão aritmética? Por que? 


89) (UFMA-2003) A segiiência (2º1,2%7,2º8, 
2º", ...) forma uma progressão geométrica onde 
(ai, a2, ..., an, ...) satisfaz a lei de formação an-ı — 
an = 1/2 para n = 2, 3, 4, ..., com a; = 1. Encontre 
a soma dessa PG infinita. 


90) (UFMA-2003) O número 38 é dividido em 
três parcelas positivas, formando uma progressão 
geométrica de tal modo que, se for adicionada 
uma unidade à segunda parcela, obtém-se uma 
progressão aritmética. Qual é a maior das 
parcelas? 

a)10 b)15 


c)18 d)20 922 
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91) (UFMG-2002) Os números a, b e c, nessa 
ordem, estão em progressão geométrica de razão 
4/3. Além disso, a — 1, b e c, nessa ordem, estão 
em progressão aritmética. DETERMINE a, b e c. 


92) (UFOP-2003) Considere a segiência de 
figuras, na qual a área do primeiro quadrado é S. 


Qual é a soma de todas as áreas tracejadas da 
sequência ? 


93) (UFOP-2003) Se a soma dos termos de uma 
progressão geométrica infinita e alternada é — 2/3 
e seu segundo termo é 1/2, então seu primeiro 
termo é: 
a)-2 b)-1 œ-1⁄2 d-13 

94) (UFOP-2001) Sendo 1, x, y e 1, z, w, 
respectivamente, os três primeiros termos de 
progressões aritmética e geométrica e sabendo-se 
que y -x = 2 e l+ x + y = zw, então a razão da 
progressão geométrica é: 


D y DB DJ? d3 e) 3/15 


95) (UFPB-2005) Para x e R — {0}, considere as 
funções f(x) = logs x, g(x) = 5" e h(x) = fog)(x). 
Se (an) e (bn), n e N — {0}, são as seqüências 
definidas, respectivamente, por (g(1), 2(2), g(3), 
«Je (A(1), h(2), h(3), ...), então: 

a) (a,) é uma progressão geométrica e (b,), uma 
progressão aritmética. 

b) (an) é uma progressão aritmética e (b,), uma 
progressão geométrica. 

c) (an) e (bn) são progressões aritméticas. 

d) (an) e (bn) são progressões geométricas 

e) Nenhuma dessas seqüências é progressão 
aritmética ou geométrica. 


96) (UFRGS-2003) Se ro9=[5) e 


g(x) =1-3x, então as seqüências f(1), f(2), f(3), 


... e g(1), g(2), g(3), ... formam, 

a) respectivamente, uma progressão geométrica de 
razão 1/3 e uma progressão aritmética de razão 
—3. 
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b) respectivamente, uma progressão aritmética de 
razão 1/3 e uma progressão aritmética de razão 
=3; 

c) respectivamente, uma progressão geométrica de 
razão — 3 e uma progressão aritmética de razão 
1/3. 

d) ambas, progressões aritméticas de razão — 3. 

e) ambas, progressões geométricas de razão 1/3. 


97) (UFRJ-2004) Felipe começa a escrever 
números naturais em uma folha de papel muito 
grande, uma linha após a outra, como mostrado a 


seguir: 

1 

2 3 4 

3 Ase 6a 7 

4 5 6 7 8 9 10 

5 6 7 8 9 10 11 122 13 

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 


Considerando que Felipe mantenha o padrão 
adotado em todas as linhas: 

a) determine quantos números naturais 
escreverá na 50° linha; 

b) determine a soma de todos os números escritos 
na 50° linha; 

c) prove que a soma de todos os elementos de 
uma linha é sempre o quadrado de um número 
ímpar. 


ele 


98) (UFSCar-2002) A soma dos cinco primeiros 
termos de uma PA vale 15 e o produto desses 
termos é zero. Sendo a razão da PA um número 


inteiro e positivo, o segundo termo dessa 
seqüência vale 
a)0. b)l. c)2. d)3. e)4. 


99) (UFSCar-2000) Uma bola cai de uma altura 
de 30m e salta, cada vez que toca o chão, dois 
terços da altura da qual caiu. Seja h(n) a altura da 
bola no salto de número n. A expressão 
matemática para h(n) é: 

a) 30.(2/3) b) (2/3)(30) 
d) (2/3)n e) (2/3)º 


c) 20.n 


100) (Unifei-2005) Numa Progressão Aritmética 
crescente, de razão r = 1, a soma dos n primeiros 
termos é igual a 33 e o termo de ordem IVA ) é 


3 
igual a 4. A soma dos 12 primeiros termos dessa 
PA é igual a: 

a)33. b)58. c)87. d)102. 
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101) (UFPE-99) Na ilustração abaixo, cada nova 
etapa é obtida conectando-se os pontos médios de 
lados adjacentes do quadrado menor obtido na 
etapa anterior. Se o lado do quadrado maior mede 
20 cm, qual é o número inteiro que melhor 
aproxima a área, em em”, do quadrado menor na 
quinta etapa. 


1º ETAPA 2º ETAPA 


102) (UFPE-99) Se an é uma progressão 
geométrica de números reais positivos de razão 
625 então logsa, é uma progressão aritmética de 
razão r. Indique r. 


3º ETAPA 


103) (UFPE-2000) Suponha que a população 
humana será de 6 bilhões de habitantes no final do 
ano 2000. Sabendo que a estimativa do 
crescimento populacional nas próximas décadas é 
de 1,8% ao ano, calcule o primeiro ano N em que 
a população ultrapassa 7 bilhões de habitantes. 
Indique o resto da divisão de N por 100. 


104) (UFV-98) Dados os pontos M, N, O, P, Q, R 
de um círculo, associamos a cada um deles uma 
seqüência de números, como mostrado no quadro 
abaixo: 


N 

O 

P 

Q 

R 5 11 17 23 ad 

O número 1888 está na sequência associada ao 
ponto: 

a) M b) N c) O d) Q e) P 


105) (UNESP-97) Imagine os números inteiros 
não negativos formando a seguinte tabela: 


0 3 6 9 12 
1 4 7 10 13 
2 5 8 11 14 


a) Em que linha da tabela se encontra o número 
319? 
b) Em que coluna se encontra esse número? 


106) (FUVEST-91) Os números inteiros positivos 
são dispostos em quadrados da seguinte maneira: 
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12 3 10 11 12 19 
456 13 14 15 
789 16 17 18 


O número 500 se encontra em um desses 
quadrados. A linha e a coluna em que o número 
500 se encontra são, respectivamente: 
a)2e2 b)3e3 c)2e3 d)3e2 cel 
107) (FUVEST-96) Os números reais sen 7/12, 
sen a e sen 57/12 formam, nesta ordem, uma 
progressão aritmética. Então o valor de sen a é: 


a) 1/4 b) 3/6 c) 2/4 d) 6/4 6 3/2 


108) (FUVEST-97) Do conjunto de todos os 
números naturais n, n < 200, retiram-se os 
múltiplos de 5 e, em seguida, os múltiplos de 6. 
Calcule a soma dos números que permanecem no 
conjunto. 


109) (FUVEST-98) A segiência an é uma PA 
estritamente crescente, de termos positivos. Então, 
a sequência b, =3º",n > 1, é uma: 

a) PG crescente b) PA crescente 

c) PG decrescente d) PA decrescente 

e) sequência que não é uma PA e não é uma PG 


110) (FUVEST-99) Seja (an) uma progressão 
geométrica de primeiro termo a, = 1 e razão q”, 
onde q é um número inteiro maior que 1. Seja (bn) 
uma progressão geométrica cuja razão é q. Sabe- 
se que a = bi. Neste caso: a) Determine o 
primeiro termo b em função de q. b) Existe 
algum valor de n para o qual an = bn? C) Que 
condição n e m devem satisfazer para que an = 
bm? 


111) (UNICAMP-98) Considere uma progressão 
geométrica de termos não-nulos, na qual cada 
termo, a partir do terceiro, é igual à soma dos dois 
termos imediatamente anteriores. 

a) Calcule os dois valores possíveis para a razão q 
dessa progressão. 


b) Supondo que o primeiro termo seja o eq> 


0, calcule a soma dos três primeiros termos dessa 
progressão. 


111) (EsPCEx-2000) Sendo a, b e e, nesta ordem, 
termos de uma progressão aritmética em que a . € 
= 24 e A, B e C, nesta ordem, termos de uma 
progressão geométrica em que A =a, B= ce C= 
72, então o valor de b é: 
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a) 4 b)5 c) 6 d) 7 e) 8 

112) (EsPCEx-2001) Atribuindo-se um valor a 
cada letra da sigla ESPCEX, de modo que as 
letras “E”, “S”, “P”, “C” e “X” formem nessa 
ordem uma progressão geométrica e que E.P.C + 
E.S.X = 8, pode-se afirmar que o produto 
E.S.P.C.E.X vale: 

a)10 b)26 c)20 d)24 œ)l6 

113) (EsPCEx-2001) A seqüência de números 
reais a, b, c, d forma, nessa ordem, uma 
progressão aritmética cuja soma dos termos é 110, 
a seqüência de números reais a, b, e, f forma, 
nessa, uma progressão geométrica de razão 2. A 
soma d + f é igual a: 

a) 142 b)132 c)120 d)102 e)96 

114) (EsPCEx-2002) Os números a, b e c 
determinam, nessa ordem, uma progressão 
aritmética (PA) de razão r (r + 0). Na ordem b, a, 
c determinam uma progressão geométrica (PG). 
Então a razão da PG é: 
a) -3 b-2 œ)-1 dl e)2 

115) (AFA-99) Uma bola é solta de uma altura de 
128 metros em relação ao solo, e, ao atingir o 
mesmo, ela sobe a metade da altura anterior. Esse 
movimento se repete até atingir o solo pela 
décima vez. Nesse momento, quanto a bola terá 
percorrido, em metros? 
a) 255,50 b)383,00 c)383,50 d)383,63 
116) (AFA-2000) Se a soma dos 6 primeiros 
termos de uma progressão aritmética é 21 e o 
sétimo termo é o triplo da soma do terceiro com o 
quarto termo, então o primeiro termo dessa 
progressão é 
a)-7 b-8 œ©-9 d)-l0 

117) (AFA-2000) Seja (x, y, z, w) uma progressão 
aritmética crescente cuja soma é 10 e (a, b, c, d) 
uma progressão geométrica com a+b=1ec+d 
= 9. Se ambas têm a mesma razão, então o 
produto yw é 
a)-8 b)-2 œ)7d)9 

118) (AFA-2003) Uma P.A. cujo primeiro termo 
é zero e uma P.G. cujo primeiro termo é 1 
possuem a mesma razão. O nono termo da P.G. é 
igual ao quadrado do nono termo da P.A.. Então 
a) uma das razões comum é —2. 
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b) a razão comum é —1. 
c) a razão comum é 1. 
d) não existem as duas progressões. 


119) (AFA-2003) Considere uma P.G. onde o 1º 
termo é a, a > 1, a razão éq, q>1,eo produto 
dos seus termos é c. Se loga b = 4, log, b = 2 e 
log, b = 0,01, então a soma dos termos da P.G. é 


a a% Sa b) a^% = oj att 4 a% zA 
a? -1 a? -1 a? —1 a? -1 
120) (Escola Naval-2002) Considere uma 


progressão geométrica de razão maior do que 1 
em que três de seus termos consecutivos 
representam as medidas dos lados de um triângulo 
retângulo. Se o primeiro termo dessa progressão 
geométrica é 64, então seu décimo terceiro termo 
vale: 


a)2l+ 3f df) ls vs) gea 


121) (Escola Naval-2003) Cada termo da 
seqüência (1, q, q, q, ...), q * 0, é igual a x vezes 
o limite da soma dos que o seguem se, e somente 
se 

a)-1<x<1 

d)x <-l oux > 1 


bx>1 c)x<-2o0oux>0 
e)0<x<1 


122) (ITA-53) Partindo de um quadrado Qi, cujo 
lado mede a metros, consideremos os quadrados 
Q2, Q3, Q4, ..., Qn tais que os vértices de cada 
quadrado sejam os pontos médios dos lados do 
quadrado anterior. Calcular, então, a soma das 
áreas dos quadrados Q1, Q2, Q3, ..., Qn- 


123) (ITA-58) Provar que se em uma P.A. é tal 
que a soma dos n primeiros termos é igual a n + 1 
vezes a metade do n-ésimo termo então r = ay. 


124) (ITA-71) O produto dos termos da seguinte 
P.G.: —3,3,-343,...,-81/3 é: 

a)-35 O b3 0 553 

d) -35 e) N.d.r.a. 


125) (ITA-67) É dada uma progressão geométrica 
com 1.000 termos; a razão dessa progressão é 
igual ao seu primeiro termo. A soma dos 
logaritmos neperianos dos termos dessa 
progressão é 1.001.000. O primeiro termo dessa 
progressão é: 
a)2 b)2 


ge? de oe 
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126) (ITA-71) A seguinte soma log 12 + log 
1/4 +... + log 1/2” com n natural, é igual a: 


a) log (n + nº)2 b) n + nô log E 


2 
E 
)-n(n+1Plog? d) da 
e) N.drr.a. 


127) (ITA-72) Consideremos a função 


S(x) => (senx)”, onde O < x < 7/2. Para que 
n=1 


valores de x: 10 < S(x) < 20? 

a) arc sen 9/10 < x < arc sen 19/20 

b) arc sen 10/9 < x < arc sen 20/19 

c) arc sen 10/11 < x < arc sen 20/21 
d) arc sen (2/2<x< arc sen 3/2 

e)n. d.a. 


128) (ITA-74) Seja a > 0 o 1° termo de uma 
progressão aritmética de razão r e também uma 


KEIN 

a 
relação entre a e r para que o 3° termo da 
progressão geométrica coincida com a soma dos 3 
primeiros termos da progressão aritmética é: 
a)r=3a b)r=2a c)r=a Dr= 2a 
e) nenhuma das respostas anteriores. 


progressão geométrica de razão q=2r 


23 4/5 


129) (ITA-75) A expressão: 1+2 40440 +... 
2 4 8 16 

vale: 

a) 4 b) 9/2 c) 7/2 d) 3,8 e) nda 


130) (ITA-77) Sendo Sx = 1 + 2x + 3x° +... + (k + 
1)x“, onde x > 1 e k é um inteiro maior que 2, 
então, se n é um inteiro maior que 2, 


a) a + l= x" 
no (1-x)? 
1+x™! (n+2) 
b = n+l 
) S, do Te 
ER lx"! RO end 
"o (1-x) (1-x) 
1=x"! (n+1) 
d = = n+1 
) S, (-x) 1l-x 


e) nenhuma das respostas anteriores. 


131) (ITA-79) Considere uma progressão 
geométrica, onde o primeiro termo é a, a > 1, a 
razão é q, q > 1, e o produto dos seus termos é c. 
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Se log, b = 4, log, b = 2 e log. b = 0,01, quantos 
termos tem esta progressão geométrica? 
a) 12 b) 14 c) 16 d) 18 e) 20 
132) (ITA-80) Considere a progressão aritmética 
(x1, X2, ..., Xn) de n termos, n > 2, cuja soma de 
seus termos é K. A soma da sequência dos n 
valores y1, Y2, -.., Yn definidos por yi = ax; + b, i = 
1, 2, ..., n, onde a e b são números reais com a + 
0, é dada por: 

aK b)aK+b c)aK+nb d)aK+nb eJa'K 


133) (ITA-81) Se os três lados de um triângulo 
estão em progressão geométrica, então a razão 
desta progressão está compreendida 
necessariamente entre os valores: 


a) 505-De 2054D b) W4-0 e (44) 


0 E-D e 463+) d F-D e +W2+) 
e)0el 


134) (ITA-82) Seja ai, a2, ..., an, (ai > 0,1 = 1,2, 
.., N) uma progressão geométrica de razão r e f: 
RÝ — R uma função definida por f(x) = log (qx") 
onde p e q são números reais positivos. Nestas 
condições, f(a1), f(a2), ..., f(an) é 

a) uma progressão geométrica de razão log (q 1º) 
b) uma progressão geométrica de razão plog r 
c) uma progressão aritmética de razão log q + 
p.log a; 

d) uma progressão aritmética de razão log q + 
plogr 

e) uma progressão aritmética de razão p log r 


135) (ITA-85) Seja f: R>R uma função 
satisfazendo f(x + ay) = f(x) + af(y) para todo a, 
x, ye R. Se ta; a2, a3, ..., an} é uma progressão 
aritmétca de razão d, então podemos dizer que 
(far), f(a), f(as), eee f(a4)) 

a) E uma progressão aritmética de razão d. 

b) é uma progressão aritmética de razão f(d) cujo 
termo primeiro é a.. 

c) é uma progressão geométrica de razão f(d). 

d) É uma progressão aritmética de razão f(d). 

e) Nada se pode afirmar. 


136) (ITA-85) Sejam ay, a2, ..., an números reais 
positivos e Pa = a. a ...aàn. Se a > 0 é uma 
n?+n 


constante real tal que Pa = EU , então podemos 


afirmar que os números a1, a2, ..., an, nesta ordem: 
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a) Formam uma progressão geométrica de razão q 
=p e an = (p™”)/2 

b) Formam uma progressão geométrica de razão q 
=p e a = (p®/2 

c) Formam uma progressão geométrica de razão q 
=p e an = (p"°)/2 

d) Formam uma progressão geométrica de razão q 
=p ea = (p2 

e) Não formam uma progressão geométrica. 


137) (ITA-86) Sejam os números reais x > 0, a > 
b > l. Os três números reais 


x, «/xlog,b, log,(bx) são, nesta ordem, os 


três primeiros termos de uma progressão 
geométrica infinita. A soma S desta progressão 
vale: 

a) S = 2x/(1 — log, b) 

b) S= (x + DA — 1/2log4 b) 

c) S = 1/(1 — Vlog, b) 

d) S = 1/(1 — Vlog, b) 

e) Ímpossível determinar S pois é finito. 


138) (ITA-87) Seja f: R>R uma função real tal 
que: f(x) = 0, para cada x em R e f(x + y) = 
f(x).f(y), para todos x e y em R. Considere (a1, a», 
as, a4) uma PA de razão r, tal que a, = 0. Então 
(Han), fa), Kas), f(as)) 

a) E uma PA de razão igual a f(r) e 1º termo f(a;) 
= f(0) 

b) É uma PA de razão igual a r 

c) É uma PG de razão igual a f(r) e 1° termo f(a) 
=1 

d) É uma PG de razão igual a r e 1º termo f(a) = 
f(0) 

e) Não é necessariamente uma PA ou PG. 


139) (ITA-88) Suponha que os números 2, x, y e 
1458 estão, nesta ordem, em progressão 
geométrica. Desse modo o valor de x +y é: 


a)90 b)100 c)180 d)360 e)1460 


140) (ITA-92) Numa progressão geométrica de 
razão inteira q > 1, sabe-se que ajan = 243, log, an 
= 6 e log Pn = 20, onde a, é o enésimo termo da 
progressão geométrica e P, é o produto dos n 
primeiros termos. Então a soma dos n primeiros 
termos é igual a: 
a) (3º — 1/6 

b) (83 — 16 


c) (3º — 1)/6 
d) (3° 1)3 


e) n.d.a 
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141) (ITA-95) Se a soma dos termos da 
progressão geométrica dada por 0,3 : 0,03 : 0,003 
é igual ao termo médio de uma progressão 
aritmética de três termos, então a soma dos termos 
da progressão aritmética vale: 
a) 1/3 b) 2/3 c) 1l d) 2 e) 1/2 
142) (ITA-97) Seja O um valor fixado no intervalo 
Jo, m/2[. Sabe-se que a, = cotg O é o primeiro 
termo de uma progressão geométrica infinita de 
razão q = sen? 0. A soma de todos os termos dessa 
progressão é: 
a)cosecOtgO0 b)secOtgO 
d) sec? O e) cosec? 0 


c) sec O cosec O 


143) (ITA-97) Os números reais x, y e z formam, 
nesta ordem, uma progressão aritmética de razão 
r. Seja a um número real com a > 0€e a z1l 
satisfazendo 3a* + 2a” — a” = 0. Então r é igual a: 
a) à? b) (1/2) c) logaa 4 

d) loga (3/2) e) loga 3 


144) (ITA-98) Seja (a1, a2, a3, ...) uma progressão 
geométrica infinita de razão a1, 0 < a; < 1, e soma 
igual a 3aı. A soma dos três primeiros termos 
desta progressão geométrica é: 

a) 8/27 b)20/27 c)26/27 d)30/27 e) 38/27 


145) (IME-65/66) Demonstre que a soma da série 
1 1 


+ + +. 
135 357 5.79 


.. é igual a 1/12. 


146) (IME-65/66) A soma de três números que 
formam uma P.A. crescente é 36. Determine esses 
números, sabendo que se somarmos 6 unidades ao 
último, eles passam a constituir uma P.G. 


147) (IME-66/67) Entre os números 3 e 192 
injere-se igual número de meios aritméticos e 
geométricos com razões r e q respectivamente. 
Sabe-se que o terceiro termo do desenvolvimento 
(1 + 1/q)º em potências de 1/q é r/9q. Pede-se 
determinar as progressões. 


148) (IME-74/75) A soma dos 50 primeiros 
termos de uma progressão aritmética é igual a 200 
e a soma dos 50 seguintes é igual a 2700. Calcule 
a razão da progressão e o seu primeiro termo. 


149) (IME-78/79) Seja uma progressão aritmética 
de 1º termo a; O e último termo ay tal que a, £ 
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aio = O. Seja a progressão aritmética de 1º termo 
bı = 1/a; e último termo bio = 1/ajo. Calcule as/bs 
em função de a; e aro. 


150) (IME-81/82) O quadrado de qualquer 
número par 2n pode ser expresso como a soma de 
n termos em progressão aritmética. Determine o 
primeiro termo e a razão desta progressão. 


151) (IME-81/82) Três progressões geométricas 
têm mesma razão q e primeiros termos diferentes 
a, b, c. A soma dos n primeiros termos da 
primeira é igual a soma dos 2n primeiros termos 
da segunda e também é igual a soma dos 3n 
primeiros termos da terceira. Mostrar que a 
relação que liga as razões b/a e c/a, em função 
somente de a,b,c é ĉ_ 1 
5 l ahy] 
(b/a)? b/a 


152) (IME-78/79) Prove que: nº = bo , onde: 
i=l 


a, =n(n-D)+2i-1. 


153) (IME-85/86) Mostre que os números 12, 20 
e 35 não podem ser termos de uma mesma 
progressão geométrica. 


154) (IME-87/88) Para cada n inteiro, n > 1 
defini-se a equação E, por x? — 15.27"x + 36.2" 
0. 

a) Mostre que a segiiência, cujo k-ésimo termo é a 
menor raiz da equação Ex, é uma progressão 
geométrica. 

b) Calcule a razão desta progressão. 

c) Calcule a soma dos i primeiros termos desta 
progressão. 


, 


155) (IME-88/89) Três números cuja soma é 126, 
estão em progressão aritmética e outros três em 
progressão geométrica. Somando os termos 
correspondentes das duas progressões obtém-se 
85, 76 e 84 respectivamente. Encontre os termos 
destas progressões. 


156) (IME-95/96) Calcule o valor da soma: 
l l l l 


+ + +... + 
1x4 4x7 7x10 2998x3001 


157) (UNI-RIO-93) Na linha poligonal da figura 
ao lado, de lados PoP,, P;P>, P2P3, ... cada lado é 
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perpendicular ao anterior e tem comprimento 
igual à metade do comprimento do lado anterior. 
Se PoP; = 1, então, quando n tende para infinito, o 
limite da distância entre os vértices Po e Pn vale: 


P, P2 
a) 1 d) 4/5 
b) 215/3 e) 2745/5 P; 
c) 273/5 
P4 P; 
Po 


158) (UFPA-2005) A figura ao lado é comumente 
reconhecida como um “fractal” (onde pequenas 
partes são cópias reduzidas do todo) e é constituída 
por uma infinidade de círculos de raios cada vez 
menores. Sua construção é dada a seguir. A partir 
de um triângulo eguilátero ABC, cujo lado tem 
comprimento L, considere a circunferência nele 
inscrita. A reta paralela ao lado BC e tangente à 
circunferência inscrita intercepta o lado AB no 
ponto D e o lado AC no ponto E, formando um 
novo triângulo equilátero ADE. Fazendo 
construções equivalentes para os lados AC e AB, 
determinaremos dois novos triângulos equiláteros 
BFG e CHI. Para cada um dos triângulos, ADE, 
BFG e CHI, repetimos o processo acima, obtendo 
três novas circunferências inscritas e nove 
triângulos menores. Esse processo pode ser 
repetido indefinidamente, gerando círculos cada 
vez menores e formando a Figura 3. 

Lembre-se que o raio do círculo inscrito é igual a 
um terço da altura do triângulo eqjuilátero. 

a) Calcule a área do primeiro círculo construído e 
a área de um dos círculos menores da Figura 2, 
em função do lado L do triângulo inicial. 

b) As somas das áreas dos círculos congruentes 
(de mesmo raio), em ordem decrescente, formam 
uma progressão geométrica. Calcule a soma dos 
infinitos termos dessa progressão. 


Es Capítulo 3. Semiiência Recorrente 
SEQUENCIA RECORRENTE 


3.1. CLASSIFICAÇÃO 

Uma seqüência é dita recorrente quando a relação entre seus termos é dada por uma equação de 
recorrência, que é uma expressão matemática que relaciona um termo da sequência em função do(s) 
anterior(es). Por exemplo, podemos definir uma sequência (an) de acordo com a relação de recorrência an 
= an-1+(an- a n>3, com a, = 1, a = 3. Neste caso relacionamos um termo com os dois termo 
anteriores. Existem duas classificações mais importantes para uma sequência recorrente: 
i) Ordem ou Grau: A ordem (ou grau) de uma equação recorrente é igual à diferença entre o maior e o 
menor índices dos termos que pertencem à equação de recorrência. Por exemplo, a equação de 


X n-1 


recorrência x, = , com n > 4, é de 3º ordem (ou grau 3), uma vez que a diferença entre o maior e o 


x 
n-3 

menor dos índices dos termos é iguala 3: n — (n —- 3) =3. 

ii) Linearidade: Afirmamos que uma sequência (an) possui uma equação de recorrência linear se esta é 

da forma an = kn- 1.ân 1+kn-2.an-2+... + ka, + ko.ão, onde k; são constantes reais. Caso a equação de 

recorrência possua alguma parcela não linear (por exemplo: x; ,, cos (Xn 5), Xn-2Xn-3 ou 3%- ) então 

esta equação é chamada de não-linear. 


3.2. SEQUÊNCIAS RECORRENTES LINEARES DE 1º ORDEM 

As segiiências recorrentes de 1º ordem são da forma Xn = a x, 1,4 € IR". Se a = 1 a sequência é 
constante, com termo geral dado por Xn = X1, n > 1. Sea + 1 a sequência é uma progressão geométrica de 
razão a, cujo termo geral é dado por x, =x1.4"!,n>1. 


3.2.1. Seqiiência Recorrentes da Forma x, = a.Xn -1 + b. 

Perceba que em uma equação de recorrência da forma X, = a.Xn-ı + b, a + 0, b + 0, sea= la 
seqüência é uma progressão aritmética de razão b, cujo termo geral é x, = x; + (n — 1)b. Por outro lado, 
se a 1 podemos encontrar uma sequência (yn), relacionada com x, na forma x, = Yn + k (k e IR), de 
modo que a equação de recorrência de (yn) seja Yn = à.Yn - 1. Observe a demonstração abaixo: 

Se Xn = a.Xn- 1 + b e Xn = yn + k então yn + k =a(yn-1ı tk) +b > y=ayotk(a-D)+b. 


Para que tenhamos yn = a.yn 1 basta fazer k(a — 1) + b = 0, ou seja, impor que k = +. Uma vez que o 


termo geral de (Yn) é Yn = yr! > m-k=(g-hWao! > = E hr = 
-a 


Por exemplo, considere a sequência (an) dada por an = 2.an-ı + 1, a = 2. Note que a equação de 
recorrência an = 2.an- 1 + 1 é equivalente à (an + 1) = 2(an-1ı + 1). Assim, se definirmos uma sequência 
(bh) de modo que bn = an + 1, então temos a relação bn = 2.b, - 1, que é uma equação de recorrência que 
caracteriza uma progressão geométrica de razão 2. Portanto, temos que o termo geral da segiiência (bn) é 
dado por bn = b1.2"7! > a+1=(a +1)! > a=3.2"'-1,n21. 

Existe outra forma de proceder. Do exposto acima, podemos concluir que o termo geral de uma 
sequência que possui uma equação de recorrência na forma Xn = a.Xn-1 +b, a+ 1,a + 1, b #0, é dado 
por Xn = a.a”! + B, onde a e B são constantes reais. Para determinar os valores de a e B basta saber o 
valor de dois termos da seqüência e, após substituir estes valores na expressão do termo geral, montar 
um sistema linear de duas equações em a e B. 

Por exemplo, vamos determinar o termo geral da sequência an = 3.an - ı — 2, onde a; = 3. 
Utilizando o último procedimento exposto, podemos fazer an = 0.3”! + B. Observando que a, = 3 e a = 
7, então podemos formar o seguinte sistema: 
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a+B=3 n-1 
> 20=4 > 0=2 > Bb=1 > a=23 +1. 
3a +B=7 
Exemplo: 


1) (Olimpíada da Bélgica-86) Uma segiiência de números far! é definida como segue: 
ao = 0, ak+1 = 3ak + 1, k > 0. Mostre que ass é divisível por 11. 
Solução: 
Uma equação recorrente da forma ax + 1 = 3ax + 1 possui termo geral do seguinte modo: an = A.3º + B. 
i)ao=0 > 0=A+B; 
D)a=1 > 1=3A+B; 

3" —1 

2 


Resolvendo este sistema obtemos A = 1/2 e B =- 1/2. Portanto: a, = „n20. 


1555 
Logo: ass =>. Como 3°=243= 11.22 +1=11k+] > GY =ik+D! > 


3'5 =]1lq+1(qe N) > 3 -1=11.q > 11 |ass. 


3.3. SEQUÊNCIAS RECORRENTES LINEARES DE 2º ORDEM 
Se uma seqüência é definida a partir da equação de recorrência Xn = a.Xn 1 + b.Xn-2, onde a e b 

são constantes reais não-nulas, afirmamos que esta sequência recorrente é de 2º ordem. Vamos mostrar 
como determinar o termo geral de uma segiiência recorrente linear de 2º ordem que esteja escrita na 
forma Xn = (a + B)x - ı — aBxn-2n>3, onde a * B e cujos dois valores iniciais são xo e xı. 
Inicialmente observe que: Xn = (@ + B)xn-1 — A.B.Xn-2 > Xn—UXn-1=PB(Xn-1—0.Xn-2) (1) 
Assim, se definirmos a seqüência (yn) de acordo com a expressão yn = Xn — Q.Xn - 1, então, a partir da 
equação (1), temos que yn = B.yn- 1, que caracteriza uma progressão geométrica de razão 3. Portanto: 
y= yB > m-aexmastu-oxp”! (2) 
Analogamente: Xn = (Q + B)Xn-1— QA.B.Xn-2 > Xm-—-Bxa-1=0(Xh-1—B.Xn-2) 
Definindo Zn = Xn — B.Xn -1 temos Zn = Q.Zn-1 > Zn= AE S a B-Xxn-1 = 1- B.xo)a” T! (3) 
Multiplicando a equação (2) por B e a equação (3) por a obtemos: 
ns -aBx,1=(X 0x0)" 

x, —aBx,,=(x,—Bxojo” 


Subtraindo estas duas equações: (a — B)xn = (x1 — B.xoJo” — (x, — a.xo)p” > 


= (x1 =Bxo) qn n (ax, XD gn 


ap ap 


Vamos aplicar este procedimento para determinar o termo geral da sequência definida pela 
equação de recorrência x, = 5.Xn-1 — 6.Xn-2, COM X9 =2 ex; =3. 
i) Xn = (2 + 3)xXn-1 — 2.3.Xn-2 > Xn- 2.Xn-1 IB 2.Xn-2) 
Definindo yn = Xn— 2.Xn-1 > Yn=3.yn-1 > Ya=y.3" l > mist! > 
X= xa ==) 
ii) Xn = (2 + 3)xXn-1 — 2.3.Xn-2 > Xn- 3.Xn-1 =2(Xn-1—3.Xn-2) 
Definindo z, = Xn— 3.Xn-1 > Zn=2Z1 > men! => x- 3.x1=(x1 -3x02 > 
Xa 3 Xaa = 32 O) 
Multiplicando a equação (1) por 3 e a equação (2) por — 2 temos: 


3x, —6x,1=—3º 
—2x,+6x,,=3.2º 


Somando estas duas equações, obtemos o termo geral: Xn = 3.2” — 3”, n 2 0. 
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Observando os detalhes do desenvolvimento acima podemos criar outro modo de determinar o 
termo geral de uma sequência escrita da forma x, — (a + B)xn 1 + @.B.Xn -2 = 0, a # B. Repare 
inicialmente que a e B são as raízes da equação de 2º grau x? — (a + B)x + aß = 0, que é denominada 
equação característica da sequência recorrente. Pela expressão do termo geral obtida anteriormente, 
podemos concluir que x, é da forma x, = A.o” + B.B”, onde A e B são constantes. Os valores de A e B 
podem ser determinados a partir da substituição dos valores de dois termos da segiiência em xn. 

Por exemplo, considere a sequência (Xn) definida por Xn = Xn -1 + 2Xn - 2, Xo = 5 e xı = 4. Desde 
que a expressão recorrente fornecida é equivalente a Xn — Xn- 1 — 2Xn -2 = 0, sua equação característica é 
dada por x? — x — 2 = 0, cujas raízes são 2 e— 1. Portanto, o termo geral é da forma x, = A.2" + B.(— 1). 
Como xo = 1 ex; = 1 temos que A + B = 5 e 2A — B = 4. Resolvendo este sistema linear obtemos A = 3 
e B=2. Assim, o termo geral da sequência é x, = 3.2" + 2.(— 1)", n 2 0. 

Vamos analisar agora o caso de uma segiência recorrente da forma x, = (o. + B)xn 1 — O.B.Xn 2, 
onde a = B. Note que isto equivale a afirmar que a equação característica da sequência possui raízes 
iguais. Se a = a equação pode ser escrita assim: Xn = 20.Xn-1— 02.Xn-2. Portanto: 

OMC dC DM CNS OÚXn -1— 0.Xn-2) 

Definindo yn = Xn — Q.Xn — ı teremos Yn =.Yhn-1 > Yn= yeh O => Xn- Q.X- 1 = (X1 — OX) 
Definindo outra sequência (Zn) de modo que Xn = a”.Zn obtemos: 

0".Zn— Q”.Zn-1 = (az) — azo)o” DS e EA A que caracteriza uma PA de razão Z; — Zo. 


n-1 


x x A 
Logo: Zn = Zo + n(zı - Z0) > =x,+ (E — xo) => Xn=Xo.00 + n(x: — O.xo)o” l 
a a 


n 


Por exemplo, utilizando o raciocínio acima vamos encontrar o termo geral da seqüência definida 
por Xn = 10xn -1 — 25X1 -2, X0 = 4, X1 = 1. Note que: 


Xn = 10Xxn-1 —25Xn-2 > Xn- 5Xn-1 = 5(Xn-1— 5Xn-2) 
Definindo yn = Xn — 5Xn-1 teremos yn = 5.Yn-1 > Yn =y1L5" l > xn- 5x1 = (X1 — 5x0)5" |. 
Definindo xn = 5”.Zn obtemos: 5™.Zn — 5”.Zn-1 = (5.Z1 — 5.Z0)5"7! > Zn—Zn-1=Z1 -Zo > 


Zn = Zo + N(Zı — Zo) => da x+n -xa) > x,=4.5"—19.n.5"7!. 


Podemos também resolver de outra maneira. No caso em que a = B podemos notar que o termo 
geral é da forma x, = A.o” + n.B.oº”. Os valores de A e B são constantes que podem ser determinadas 
sabendo-se o valor de dois termos de xn. Por exemplo, na determinação do termo geral da sequência 
recorrente Xn = 4.Xn -1 — 4.Xn -2 (X0 = 1, x1 = 5), temos que a raiz dupla da equação característica é o = 2. 
Logo, o termo geral é da forma x, = A.2" +n.B.2""!. Como xo = 1 e xı = 2 temos A = 1 e 2A +B =5, 
onde obtemos B = 3. Assim, Xn =2"+3.n2" 1 n 2 0. 


Exemplo: 
1) Determine o termo geral da seqüência de Fibonacci, definida por: Fo = F; = 1, Fa = Fa -1 + Fn-2- 


Solução: 
7 144/5 


A equação característica da seqüência éx? =x+1 > x?-x-1=0 > x=——., 
quaç q 7 


HA) pafi 


Logo, o termo geral é da forma F, = a 5 é] . Como F;=leF,=1: 


l A+B=1 J5 +1 i=55 


iaaa ÉS PRA, 
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3.3.1. Segiiências Recorrentes da Forma x, = a.xn 1 + b.Xn-2+ C. 
Suponha que uma segiiência é definida pela equação de recorrência Xn = a.xn 1 + b.Xn-2 + c e por 
seus dois primeiros termos xo e xı. Definindo Xn = Yn + k, k E IR, temos: 
(Yn +k) = A(Xn-1 + k) +b(xn-2+ k) +e > Yn = a.Yn-1 gg b.yn-2 f k(a tb- 1) Fe 


Portanto, fazendo k = — 


a E com a + b z 1, podemos transformar uma equação recorrente da forma 
a+b- 
Xn = a.Xn- 1 + b.xn-2 + c em uma da forma yn = a.yn-1 + b.yn -2, que já sabemos resolver. Se o e B são as 
raízes da equação característica desta seqüência (x? — ax — b = 0) então temos que x, = A.o” + B.B” +k. 
Os valor de k pode ser calculado substituindo o valor de x, da equação de recorrência. Depois de 
determinado o valor de k podemos calcular A e B através de dois valores de termos da sequência. 

Por exemplo, vamos calcular o termo geral da sequência definida por Cn = CG -1 + 6.Cn-2 + 12, 
onde co = 1 e cı = 3. Fazendo cn = bn — 2 temos: ba — 2 = bn-1 — 2 + 6(bn-2-2)+12 > 
bn =bn- 1 + 6.bn-2 que possui equação característica igual ax? =x +6 > x’-x-6=0 > 
(x-3(x+29)=0 > a=3 ep=-2. 

Assim, o termo geral de (bn) é da forma b, = A.3º + B.C 2} > «=A3"+B(-2) -— 2. Como 
co=7ecı=-— 10temos A +B=9e3A-2B=-8 > A=2eB=7 > ÂÔ=23"+7(-2)"-2,n>0. 


Entretanto, neste procedimento de cálculo fizemos k = — , supondo que ocorre o fato de 


c 
a+b-l 
a +b # 1. Fica como exercício o caso em que uma sequência é definida por Xn = ax, 1 + b.Xn-2+ C, 
ondea +b=1. 


Exemplo: 
1) (Olimpíada da Índia-96) Define-se uma segiência an, n>1,por ay =1,a2=2 e an+2=2an+1— an + 


2, para n 2 1. Prove que para todo m, am.am + 1 também é um termo na segiiência. 
Solução: 


an+2=2an+1 -an +2 > an+t2— an+ = an+ An +2. 
Fazendo bh=an+1-àa > bh+1=bn+2, comb;=1 
Observe que: 

b-b, =2 

b3- b2 =2 

b4- b; =2 

ba — bn-1=2 

Somando estas equações: bn- bı =2n-2 > b, =2n-1 > an+ı-anr=2n-l, coma =l, a =2 
Note que: 

a-—-a=1 

a-a2=3 

aa—as=5 


Somando: an +1 — aj = nº > an+i=n2+41 > an=(n-1)+1=n-2n+2 
Logo: an.an+1 = (n? + Dn-2n+D)=n"-2n"+3n2-2n+2=(nº-n+12+1 > aã,âðp =a 


n^-n+l ` 
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3.4. SEQUÊNCIAS RECORRENTES NÃO-LINEARES 
Infelizmente não existe padrão de análise (semelhante ao que foi feito nos casos das segiiências 
recorrentes lineares) quando uma segiiência possuir uma equação de recorrência não-linear. O que se 
deve fazer é tentar encontrar progressões conhecidas (PA”s, PG’s, equações de recorrência lineares, etc) 
manipulando as equações de recorrências fornecidas. Abaixo estão resolvidas algumas questões clássicas 
envolvendo seqüências que possuem equação de recorrência não-linear. 


Exemplos: 
; a TEE l Data 
1) Determine em função de n o termo geral da seqüência definida por: aọ = 1, aa =2, a, ===. 
An-2 
Solução: 
an an- 
Podemos reescrever o termo geral da forma: =2 
aa- dn-2 
a R a an a 
Definindo u, tal que u, = —?-, então temos u, =—-=2"2! =2u 1, onde u == =2, 
n-1 aa- dn-2 ao 


Como a seqüência definida por u1 = 2, Un = 2un- 1 é uma progressão geométrica, então o termo geral de 
uétu=uZ! > w=? > aa 
Assim: an 2 Ai DO lana = DO an3 = DO 2 22.a > 

n(n+1) 


1+2+3 +... +n-1+m A 2 
(2 )ao > a,=2 


an = 


2) Uma segiiência é definida por aı = 1, a ,,,=a, + Es Mostre que a9000 > 30. 
n 
Solução: 
Notemos que a, =2 
ansisatla > asia 33an +lat>a 3 > ara >3 
Notemos que a =2, ou seja, a-a 1 


3 3 

a -a =7 
3 3 

a —-a >3 
3 3 

aq —a; > 3 


a — an- E >3 
an + mn = an > 3 
Somando temos que an+ E >3n+4 > E >27001 > a00 > 30 


3x, -1 
RS 


Xa +43 


3) Seja {xn} uma seqüência satisfazendo x , n > 1. Prove que a segiiência é periódica. 


Solução: 
Façamos xn=t£yn > 1£yn+1= [V3 tg Yn — 1J/[tg yn + V3] = [tg yn— V3 /31/[1 + (43 /3)tg Ya) > 


tg Yn+1 = tg (Yn — 1/6) 
Como a função f(x) = tg x é periódica de período n: 
Xn +1 = t8 Yn+1 = tg (Yn +1 — 7/6) = tg (Yn — 1/6) = Xn +6 


4) (IMO-88 banco) Uma seqüência de números {an} é definida por a, = 1/2 e para cada n > 2, 


n 
an= [Eh Prove que `a, <1 paratodon>1. 
k=1 


Solução: 
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Temos que 2kax- (2k — 3)ak-1=0 > 2ka-2k- 1)ak-1 =—ak-1ı 
2.2.a — 2.l.a; =— a 
2.3.a3 = 2.2.a2 =—-— d2 
24.04 = 2.3.a3 =d 
2.5.as = 2.4.a4 =— d4 
2.n.an— 2.(n — l1).an-1 =— an-ı 
2.(n + 1).an+1 — 2.n.an = — an 
Somando: — S =2(n + lJ)a+1—- 2a > S=2a —2(n+ l)a +: > S=1-2An+Da+ > S<l 


5) (Olimpíada da Irlanda-98) Uma seqüência de números reais X, é definida recursivamente como segue: 
l+x 
n+l 


Xo, X1 São números reais positivos arbitrários, € X „2 = ,n=0, 1,2, ... Calcule x,99g. 
n 
Solução: 
Calculemos os primeiros termos da seqüência Xq: 
Xo = Xo, X1 = X1, X2 = (1 + xX1)/X0, X3 = (1 + Xo + X1)/X0X1, x4 = (1 +xo)/X1, X5 = X0, X6 =X ... 
Notemos que depois de xs temos uma repetição, formando uma seqüência de período 5. 
Como 1998 = 5k + 3, temos que x199g = X3 = (1 + xo + X1)/XoX1 


6) (Torneio das Cidades-97) A seqüência X, está definida pelas seguintes condições: 
1 


x,=19; x, =97; X2 =X, 
X aH 

Demonstrar que existe um termo desta seqüência que é igual a 0. Determinar o sub-índice deste termo. 

Solução: 

Multiplicando a equação de xn+2 por Xn+1, temos: Xn+2Xn+1=Xn+1Xn— 1. 

Fazendo Yn = Xn+1-Xn, então: yn+1=Yn— 1, onde yı = x2.X1 = 19.97 = 1843 

Assim, como cada termo de yn é igual ao anterior menos um, temos que: 

»=y1—1 y3=y2—-1=y/-2, y4=y3—1=y1-3, «o yn=y1— (0-1) > yn=1843-(n-1) 

Assim: Y1844 7 1843 —- 1844 -1 > Y1844 = 0 > X1845X1844 — 0 > X 1844 — 0 


7) (Olimpíada da Inglaterra-83) A seqüência de números reais x1, X2, X3, ... é definida por xı = a +- 1 
e€ Xn+1=Xn tXn para todo n > 1. Seja S, a soma e P, o produto dos n primeiros termos da seqüência 


Yi» Y2, Y3, -.., onde y, = — . Prove que aSn + Pa = 1 para todo n. 
Xn 
Solução: 
Como xn+1= Xn +Xn > Xn+1=Xn(l +X) > Yn= Ml + Xn) = XXn +1 
Então: Pa = y1-y2-Y3.. -Yn = (x1/x2)(x2/x3)(x3/x4).. (XXn +1) > P=x/X&+1 > P=aX+1 
2Sa = y1 + y2 + Y3 +. + Yn = (X1/X2) + (x9/x3) + (x3/x4) + ...+ (Xy/Xn+1) 
Como 1/⁄(1 + Xn) = Xn/Xn+1 > (1 Xn)/Xn+1 = Ux > XXn+1 = Vx— l/Xn+ > 
Sa = 1/x1 — 1/x2 + 1/x2 — 1/x3 + 1/x3 — 1/x4 +... + 1/xn — 1/Xn +1 = 1/⁄x1 — 1/Xa+1] > S=>Va-l/x+1 
Assim: aS, + Pa = l —a/Xn+1 +a/Xn+1 > aS,+P,=1 
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Exercícios 


1) Dada a segiiência: a, a», as, ... satisfazendo 
para todo n: an+1 — 2an + an-1 = 1. Expresse a, 
em termos de a;, ae n. 


2) Uma segiiência Xn é dada por xo = 2, xı =7 e 
Xn+1 = 7Xn— 12x, - 1. Determine o termo geral Xn 
desta segiiência. 


3) Determine a fórmula explícita de an em função 
de n, a; e az da segiiência definida por: 
an+2 = 5an+1— 6an paran>1. 


4) Determine o termo geral da seqüência definida 
por: ao = 2, aı = 503 e an +2 = 503a + 1 — 1996an. 


5) Uma seqüência {an} de números reais é 
definida por: a; = 1, an+1ı = 1 + a.a2...an (n 2 1). 


Prove que 3 JE 
a 


n=1 În 


6) (IME-84/85) Seja a seqüência {vn}, n = 0, 1,2, 
..., definida a partir de seus dois primeiros termos 
vo e vı e pela fórmula geral: vn = 6Vn-1— 9vn-2, 
para n > 2. Defini-se uma nova sequência: {un}, n 
=(,1,2,... pela fórmula: vn = 3ºu 

a) Calcule un — Un - 1 em função de w e ui 

b) Calcule u, e vn em função den, vie vo 

c) Identifique a natureza das sequências {vn} e 
{un} quando: vı = 1 evo=1/3 


7) (Chile-91) Sejam ao = 1, a = 1, e para cada 
natural n > 1, an = an-ı + an-2. Calcule o valor da 
soma infinita: 


l l l 
X=ąđąt—a +—a, +—a, +... +t —a, +... 
DRA RIO ra Tga znan 


8) (JIR McKnight-87) Determine o termo geral da 
sequência dada por a, = 2, X2 = 5 e Xk = Xk- 1 + 
2xk-2, para k > 2. 


9) (South Alabama) Determine a fórmula explícita 
de an, em função de n, da seqüência definida por: 
an+2 = 2an+1— an paran l,a =1,a2=1. 


10) (UIUC Undergrad Math Contest-97) Sejam xı 
=x = l, e xn+1 = 1996x + 1997xn-ı para n > 2. 
Determine (com prova) o resto da divisão de x1997 
por 3. 


54 


11) (UIUC Undergrad Math Contest-98) Uma 
sequência ao, ai, a», de números reais é 
a 


n 


definido recursivamente por aq = 1, a, 


“l+na, 


(n = 0, 1, 2, ...). Determine uma fórmula geral 
para an. 


12) (Putnam-99) A segiência (an), n > 1 é 
definida por a; 2, a; = 24, e, paran>4, 


1, 492 


2 2 
o 6a 120.3 = 8a, 134.2 
a, = 


. Mostre que, para todo n, 


dn -2dn-3 
an é um inteiro múltiplo de n. 


13) (Inglaterra-94) A seqüência de inteiros uo, u1, 
u2, U3, ... satisfaz uo = 1 e Un+iUn-1 = kun para 
cada n > 1, onde k é algum inteiro positivo fixado. 
Se u200 = 2000, determine todos os valores 
possíveis de k. 


14) (Inglaterra-97) Para os inteiros positivos n, a 
sequência a, a2, a3, ..., an, ... é definida por aj = 


La, (Ea, +a, da ja 
n 


—1 
Determine o valor de a 1997. 


15) (Bulgária-83) A sequência ai, a2, ...,an,... É 
definida pela equação de recorrência an = an- 1ān- 
2ân 4, n=5,6,... É sabido que a =1,&a =- 1l, 
az= 1 e a4=-— 1. Determine a983. 


16) (Romênia-2002) Considere a seqüência (an)n > 
o definida por ay = a; = 1 e an+1 = 14an — an, Vn > 
1. Prove que para todo n > 0, 2a, — 1 é um 
quadrado perfeito. 


17) (Vietnam-98) A seqüência {an} é definida por 
ao= 20, a; = 100, an+2 = 4an+1t+ Sant 20 paran = 
0, 1, 2, .... Determine o menor inteiro positivo h 
satisfazendo an + n — an é divisível por 1998 para 
todo n = 0,1,2,... 


18) (Rússia-62) Dados os números positivos ay, 


a2, ..., 99, a100. E sabido que a; > ao; a2 = 3ay — 
220, a3 = 342 — 2aı, ..., a100 = 3a99 — 2298. Prove que 
aio > 27”. 


19) (Cone Sul-96) Considerar uma sucessão de 
números reais definida por: a, + 1 = an + 1/an para n 
= 0, 1, 2, ... Demonstrar que, qualquer que seja o 
número real positivo ao, cumpre-se que a1996 É 
maior que 63. 


E Capítulo 4 Análise Combinatória 
PRINCIPIOS FUNDAMENTAIS 


4.1. INTRODUÇÃO 

O objetivo fundamental da análise combinatória é determinar de quantas maneiras determinada 
decisão pode ser tomada ou qual o número de elementos de um conjunto específico. Assim pode-se, 
através da análise combinatória, por exemplo, determinar de quantas maneiras vinte bombons podem ser 
distribuídos entre duas pessoas ou quantos números pares de 3 dígitos existem formados a partir de 0, 1, 
2,3, 4 e 5. Na verdade, a motivação para o estudo da análise combinatória veio do interesse em analisar 
as probabilidades associadas aos jogos de azar: cartas, roleta, etc, onde sempre existiu o desejo de 
algumas pessoas em tentar descobrir uma forma de aumentar as probabilidades de ganhar jogos em que 
dinheiro está em jogo. Para tanto, as bases da análise combinatória e do binômio de Newton foram 
criadas com fim a dar suporte à teoria que cerca o estudo das probabilidades. 

Antes de iniciar a análise quantitativa sobre combinatória, vamos fazer uma análise qualitativa 
que dará suporte às decisões que devem ser tomadas quando uma questão de contagem for resolvida. 


4.2. O QUE DIFERENCIA UMA DECISÃO OU CONJUNTO DE OUTRO? 

Esta é sem dúvida uma das mais importantes perguntas que devem ser respondidas na solução de 
qualquer problema de análise combinatória. Evidentemente se esta pergunta tivesse, na maioria dos 
casos, uma resposta fácil, a análise combinatória não seria encarada como a matéria mais difícil da 
matemática de ensino médio. Contudo, algumas observações podem facilitar a análise de uma questão de 
contagem. Basicamente duas decisões ou conjuntos são distintos se você puder olhá-los e claramente 
chegar à conclusão que são diferentes. Abaixo seguem alguns critérios que devem ser cuidadosamente 
observados quando uma questão de combinatória for proposta. 


i) Quando os elementos são iguais: 

Suponha que você tem seis livros iguais de Física e deseja escolher uma certa quantidade para 
doar para a biblioteca de sua escola. Note que, independentemente dos livros que escolha, todas as 
coleções de três livros que você pode montar (a partir dois seis livros iniciais) são idênticas. Deste modo, 
o que diferencia uma escolha de outra, neste caso em que os objetos são iguais, é a quantidade de objetos 
escolhidos. Assim, você pode doar um livro, dois livros, três livros, quatro livros, cinco livros ou seis 
livros, ou seja, existem seis possibilidades de doar uma certa quantidade de livros. Alguns casos são 
curiosos. Por exemplo, suponha que você tenha um saco com 50 bombons, todos iguais, e deseja tirar 
um. De quantas maneiras pode fazer isto? Uma, é claro. Apesar da quantidade de bombons ser 
relativamente grande, depois que você retirar um bombom qualquer do saco e olhar para o bombom 
retirado, independentemente do bombom que saia, sempre o que você vai ver é o mesmo. 


ii) Quando a ordem dos elementos interessa: 

Sempre deve-se analisar se a ordem com que os elementos são escolhidos interessa. Por exemplo, 
suponha que você vai a uma papelaria para comprar duas canetas distintas, sendo que a papelaria possui 
cinco tipos de canetas: c1, C2, C3, C4 € Cs. Repare que a situação em que você decide comprar inicialmente 
a caneta c2 e depois a caneta c4 é idêntica à situação em que você compra primeiro c4 e depois cz. No 
final das contas, você vai levar para casa as canetas cz e c4. Neste caso, a ordem com os elementos são 
escolhidos não interessa. Por outro lado, se você deseja montar números de dois dígitos distintos a partir 
de 1, 2, 3, 4 e 5, é diferente você escolher o dígito 2 para as dezenas e o dígito 4 para as unidades de 
escolher 4 para as dezenas e o dígito 2 para as unidades. Neste caso, a ordem com que os elementos são 
escolhidos interessa. Do exposto acima podemos concluir que o enunciado da questão não vai explicitar 
se a ordem das decisões deve ser levada em consideração, para tanto é necessário analisar com cuidado a 
situação proposta. 
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iii) Quando não é informado se os elementos são distintos: 

Em alguns casos, não é informado se os elementos em análise são distintos ou não, entretanto, na 
maioria dos casos um pouco de bom sendo basta para concluir o que deve-se considerar. Por exemplo, 
imagine trinta pessoas dentro de um ônibus que faz cinco paradas antes de chegar no final da linha. 
Poderia-se imaginar que o que diferencia uma forma das pessoas saírem do ônibus de outra reside na 
análise das quantidades de pessoas que descem em cada parada. Porém, imagine que você é uma das 
pessoas que está no ônibus. Certamente para você faz diferença descer na primeira ou na quarta parada. 
Como pessoas, em análise combinatória, são sempre considerados elementos distintos, não podemos 
analisar somente as quantidades selecionadas de pessoas para cada parada (que ocorreria somente se 
estivéssemos analisando elementos iguais), devemos na verdade levar em consideração em quais paradas 
cada uma das pessoas pode descer do ônibus. 


4.3. QUANDO UMA DECISÃO DEVE SER TOMADA ANTES DE OUTRA? 

Suponha que você deseja contar a quantidade de números pares de três algarismos distintos. O 
fato do algarismo das unidades ser par obriga-nos a ter mais cuidado nas escolhas. Digamos que você 
resolva escolher inicialmente o algarismo das centenas, depois o algarismo das dezenas e por último o 
das unidades. Note que a análise das possibilidades de escolha para o algarismo das unidades depende se 
algum algarismo par for ou não escolhido para os algarismos das centenas ou dezenas. Por exemplo, se 
for escolhido o 6 para algarismo das centenas e O para as dezenas, temos três possibilidades para a 
escolha do algarismo das unidades: 2, 4, ou 8. Por outro lado, se for escolhido 2 como algarismo das 
centenas e 9 como algarismo das dezenas, temos quatro possibilidades para a escolha do algarismo das 
unidades: 0, 4, 6, ou 8. Neste caso, para uma análise mais fácil dos critérios de contagem, deve-se 
começar as escolhas pelo algarismo das unidades. 

Portanto, em uma questão de contagem, é interessante começar analisando as decisões que 
possuem menos (ou nenhuma) influência nas decisões futuras. 


4.4. METODO DIRETO DE CONTAGEM 

O método direto de contagem se baseia em fazer a contagem seguindo uma seqüência lógica com 
que são estruturadas as decisões que se quer tomar. Por exemplo, estudando pelo método direto de 
contagem quantos números distintos de três algarismos existem, inicialmente devemos escolher o 
algarismo das centenas, depois escolher o algarismo das dezenas e finalmente escolher o algarismo das 
unidades. Portanto, no método direto de contagem é muito importante traçar uma estratégia de contagem 
levando em consideração como é construído o encadeamento das decisões. 


4.5. METODO INDIRETO DE CONTAGEM 

Imagine que você deseja quantificar algo que possui algumas restrições que, pelo método direto 
de contagem, produzirão uma expressão relativamente grande. Neste caso, pode-se retirar algumas das 
restrições, contar o total da situação que sobrou sem as restrições e depois subtrair desta quantidade os 
casos que não interessam. Este é o fundamento do método indireto de contagem. Por exemplo, digamos 
que deseja-se calcular a quantidade de palavras com quatro letras sendo pelo menos uma vogal. Observe 
que é muito melhor calcular o total de palavras de quatro letras e subtrair deste valor o total de palavras 
de quatro letras formadas apenas por consoantes, do que calcular o total de palavras de quatro letras com 
exatamente uma vogal mais o total com exatamente duas vogais mais o total com exatamente três vogais 
mais o total com exatamente quatro vogais. 
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4.6. PRINCÍPIOS FUNDAMENTAIS DA CONTAGEM 


4.6.1. Princípio da Adição 

“Se uma decisão A pode ser tomada de x maneiras, a decisão B poder ser tomada de y maneiras e as 
decisões são independentes, então o número de maneiras de se tomarem as decisões A ou B éx + y.” 
Demonstração: 

Para entender melhor este princípio observe o seguinte exemplo. Digamos que você vai a uma loja 
possuindo R$ 1,00 para comprar caneta e borracha. Ao chegar à loja você observa que existem 4 tipos 
diferentes de canetas e 5 tipos diferentes de borrachas. Entretanto o preço de cada caneta e cada borracha 
é o mesmo: R$ 1,00. Assim, só dá para comprar uma caneta ou uma borracha. Como existem nove 
elementos (4 canetas e cinco borrachas) e deve-se escolher apenas um, segue diretamente que existem 
nove possibilidades de fazer a compra. 

Vamos agora generalizar. Suponha que a decisão A pode ser tomada de x maneiras e a decisão B pode 
ser tomada de y maneiras. Suponha também que as decisões A e B são independentes, ou seja, cada 
decisão não implica em uma restrição na outra. Deve-se tomar a decisão A ou a decisão B, então se deve 
escolher uma dentre x + y decisões, que obviamente pode ser feito de x + y maneiras. 

Na verdade o princípio da adição por si só resolve apenas uma gama muito pequena de situações. O 
próximo princípio, sendo utilizado em conjunto com o princípio da adição, pode ser considerado bem 
mais “poderoso”. 


4.6.2. Princípio da Multiplicação 

“Se uma decisão A pode ser tomada de x maneiras e se uma vez tomada a decisão A, a decisão B pode 
ser tomada de y maneiras, então o número de maneiras de se tomarem as decisões A e B é x.y.” 
Demonstração: 

Suponha que a decisão A pode ser tomada de x maneiras distintas e, uma vez tomada a decisão A, a 
decisão B pode ser tomada de y maneiras distintas. Suponha também que a decisão A consiste dos 
seguintes elementos: ai, a2, ..., ax, € a decisão B consiste dos seguintes elementos: bi, b2, ..., by. 

Observe a tabela abaixo: 


b; b2 bs b4 ae by 


dj 
a2 
a3 
a4 


ax 


Podemos interpretar que cada casa desta tabela está associada a um par ordenado de decisões (ai, bj), 
quaisquer que sejam i e j naturais tais que 1 <i <x e 1< j< y, de acordo com a linha e coluna que cada 
casa da tabela pertence. Por exemplo, a casa assinalada com x na tabela pertence à linha a; e à coluna bs, 
ou seja, está associada à decisão (az, b3). Logo, cada casa da tabela está associada a uma forma de tomar 
as decisões A e B e cada forma de tomar as decisões A e B está associada a uma casa da tabela. Logo, 
concluímos que o número de maneiras distintas de tomar as decisões A e B é igual ao número de casas 
da tabela. Como nesta tabela existem x linhas e y colunas, segue diretamente que o número de maneiras 
de tomar as decisões A e B é igual a x.y. 
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4.6.2.1) Algumas Observações Sobre o Princípio da Multiplicação 


1) Repare que no enunciado do princípio da multiplicação está embutida a ordem com as decisões são 
tomadas, sendo inicialmente tomada a decisão A para somente depois ser tomada a decisão B. Logo, 
quando aplicamos o princípio da multiplicação, a ordem das decisões é levada em consideração. 
Entretanto, existem casos em que a ordem das decisões interessa e outros em que a ordem não interessa. 
Por exemplo, se quisermos escolher uma camisa e um short dentre 3 camisas e 4 shorts, podemos 
escolher inicialmente a camisa (3 possibilidades) e depois o short (4 possibilidades). Pelo princípio da 
multiplicação existem 3.4 = 12 possibilidades de escolher uma camisa e um short. Note que neste caso a 
ordem embutida nas decisões é irrelevante. Por outro lado, se você fosse convidado a escolher 2 dentre 5 
camisas distintas e pelo princípio multiplicativo acreditasse que o total de maneiras seria igual a 5.4 = 20 
(5 maneiras de escolher a 1º camisa e 4 maneiras de escolher a 2º camisa), teríamos chegado e um valor 
incorreto, uma vez que dentre estas 20 maneiras de escolher, estão os pares ordenados (camisa 1, camisa 
2) e (camisa 2, camisa 1), que na verdade equivalem à mesma escolha. Como a aplicação do princípio da 
multiplicação neste caso faz com que cada escolha seja contada duas vezes, o número de maneiras de 
escolher as camisas é igual a 20/2 = 10. Mais uma vez é importante notar que a situação proposta não vai 
deixar explícito se a ordem das decisões é relevante. É necessário bom senso e uma análise cuidadosa 
para decidir se a ordem das decisões deve ser levada em consideração. 


11) Outro fator importante quanto à ordem das decisões é ter cuidado para não tomar as decisões em 
paralelo. O enunciado do princípio é claro quanto a necessidade de se estabelecer uma sequência com 
que as decisões devem ser tomadas. Por exemplo, na situação de determinar quantos números ímpares 
de dois dígitos distintos existem é incorreto afirmar que a quantidade de algarismo das dezenas vale 9 (1, 
2,3,4, 5, 6, 7,8, 9) e a quantidade de algarismos das unidades vale 5 (1, 3, 5, 7, 9) e logo a quantidade 
de números possíveis é 9.5 = 45. Repare que é necessário definir qual decisão (escolha do algarismo das 
dezenas e escolha do algarismo das unidades) vai ser tomada primeiro. Escolhendo inicialmente o 
algarismo das unidades temos 5 possibilidades e escolhendo posteriormente o algarismo das dezenas 
temos 8 possibilidades (não pode assumir o valor já escolhido para as unidades e nem 0), implicando em 
um total de 5.8 = 40 números. 


iii) O princípio da multiplicação pode ser generalizado para uma quantidade qualquer de decisões. 
Assim, se a decisão A, pode ser tomada de n; maneiras, se depois de tomada a decisão A, a decisão A» 
pode ser tomada de n maneiras, se depois de tomadas as decisões A, e A; a decisão As pode ser tomada 
de n maneiras, ... e se depois de tomadas as decisões Ar, A2, ..., Ax- 1 a decisão Ax pode ser tomada de 
nx maneiras, então o número de maneiras de se tomar as decisões A, e A; e A; e ... e Ax vale n;.n2.n3...Nx. 


iv) Nos próximos tópicos veremos algumas expressões (permutação, combinação, arranjo, etc) que 
reduzirão as expressões necessárias para obtermos as respostas nas questões de análise combinatória. 
Contudo poderemos observar que as demonstrações destas expressões necessitam somente da aplicação 
dos princípios adição e a multiplicação, implicando que qualquer situação de contagem pode ser 
resolvida pela aplicação correta (geralmente em conjunto) dos princípios da adição e multiplicação. 
Portanto, por mais que geralmente resulte em expressões maiores, o perfeito domínio destes princípios 
fundamentais da contagem permite que qualquer um resolva todas as questões de contagem, desde as 
mais simples até as mais complexas. 
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Exemplos: 


1) João recebeu R$ 2,00 de sua mãe para comprar uma caneta ou uma lapiseira, cada uma custando R$ 
2,00. Na papelaria, João encontrou 5 tipos diferentes de canetas e 7 tipos diferentes de lapiseiras. De 
quantas formas distintas João pode fazer a compra. 

Solução: 

Como João deve comprar uma caneta ou uma lapiseira, então, pelo princípio da adição, existem 5 + 7 = 
12 formas distintas de fazer a sua compra. 


2) Deseja-se pintar as listras de uma bandeira que possui 5 listras verticais. Se dispomos de 4 cores 
distintas e se duas listras adjacentes não podem ser pintadas da mesma cor, determine que quantas 
maneiras podemos pintar a bandeira? 

Solução: 

Note que para pintar a 1º listra temos 4 possibilidades, depois de pintada esta listra sobram 3 
possibilidades para pintar a 2º listra, após pintar a 2º listra temos 3 possibilidades para pintar a 3º, 
posteriormente sobram 3 possibilidades para pintar a 4º listra e, finalmente, para pintar a última listra 
temos novamente 3 possibilidades. 

Como demos pintar a 1° e a 2° e a 3° e a 4º e a 5° listras, então, pelo princípio da multiplicação, o total de 
possibilidades distintas de pintura é 4.3.3.3.3 = 324. 


3) (UFPE-2004) De quantas maneiras podemos classificar os 4 empregados de uma microempresa nas 
categorias A ou B, se um mesmo empregado pode pertencer às duas categorias? 

Solução: 

Como devemos classificar o 1° empregado e o 2° empregado e o 3° emprego e o 4° emprego e cada um 
pode ser classificado de três maneiras (A, B ou A e B) então, pelo principio da multiplicação, temos 
3.3.3.3 = 81 possibilidades. 


4) Quantos números de 3 dígitos distintos podemos formar usando somente os dígitos 1, 3, 5, 7 e 9? 
Solução: 
Organize a escolha da seguinte maneiras: 


1° dígito 2ºdígito 3º dígito 
Para escolher o 1º dígito temos 5 possibilidades. Como este dígito já escolhido não ser mais usado, na 
escolha do 2º dígito temos 4 possibilidades. Com estes dois dígitos já excluídos, sobram 3 possibilidades 
para a escolha do 3º dígito. Como devemos escolher o 1º e o 2º e o 3º dígitos, pelo princípio da 
multiplicação existem 5.4.3 = 60 possibilidades totais. 


5) (UFMG-98) Observe o diagrama. 


a 


` 

(X E — YK AZ, 

\ NX Zi / A 
NES N a A 


O número de ligações distintas entre X e Z é 

a) 39 b) 41 c) 35 d) 45 

Solução: 

Observe que existem cinco seqüências possíveis de letras: 
i) XS5R>52Z: 3.1 =3 possibilidades 
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ii) XS5RS5Y>52Z: 3.3.2 = 18 possibilidades 
iii) X5Y>5Z: 1.2 =2 possibilidades 
iv) X5S>5Y>52Z: 3.2.2 = 12 possibilidades 
v) X5S>2Z: 3.2 = 6 possibilidades 
Desde que deve escolher pelo caminho X—>R—>Z ou X5R5Y>5Z ou X5Y>5Z ou X5S>5Y>5Z ou 
X58S>zZ, pelo princípio da adição o número de ligações distintas é 3 + 18 +2 + 12 +6 = 41. 


6) (Unesp-2005) O número de maneira que 3 pessoas podem sentar-se um uma fileira de 6 cadeiras 
vazias de modo que, entre duas pessoas próximas (seguidas), sempre tenha exatamente uma cadeiras 
vazia, é 

a)3. b)6. cœ)9. 12. œe)15 

Solução: 

Existem dois casos a serem considerados para a ocupação das cadeiras: 


i) 


ocupada vazia ocupada vazia ocupada vazia 
Neste caso, devemos escolher a pessoa que vai ocupar a 1º cadeira (3 possibilidades) e a pessoa que vai 
ocupar a 3º cadeira (2 possibilidades) e a pessoa que vai ocupar a 5º cadeira (1 possibilidade). Desta 
forma, pelo princípio da multiplicação, temos 3.2.1 = 6 possibilidades. 


ii) 


vazia ocupada vazia ocupada vazia ocupada 
Neste caso, devemos escolher a pessoa que vai ocupar a 2º cadeira (3 possibilidades) e a pessoa que vai 
ocupar a 4º cadeira (2 possibilidades) e a pessoa que vai ocupar a 6º cadeira (1 possibilidade). Desta 
forma, pelo princípio da multiplicação, temos 3.2.1 = 6 possibilidades. 

Desde que ocorre o caso 1 ou o caso 2, temos 6 + 6 = 12 possibilidades no total. 


7) (UFRJ-2001) A mala do Dr. Z tem um cadeado cujo segredo é uma combinação com cinco 
algarismos, cada um dos quais podendo variar de O a 9. Ele esqueceu a combinação que escolhera como 
segredo, mas sabe que atende às condições: 

a) se o primeiro algarismo é ímpar, então o último algarismo também é ímpar; 

b) se o primeiro algarismo é par, então o último algarismo é igual ao primeiro; 

c) a soma dos segundo e terceiro algarismos é 5. 

Quantas combinações diferentes atendem às condições estabelecidas pelo Dr. Z ? 

Solução: 

Seja abcde o segredo do cadeado. No 1º caso, se a é ímpar (5 possibilidades) então e também é ímpar (5 
possibilidades). Assim, para este 1º caso, temos 5.5 = 25 possibilidades. 

No 2º caso, se a é par (5 possibilidades) então e é igual a a (1 possibilidade). No total temos 5.1 = 5 
possibilidades. 

Uma vez que b + c = 5, temos as seguintes possibilidades: 0+5;1+4;2+3;3+2:4+1;5+0 

Assim, existem 6 possibilidades para b + c = 5. 

Como para a análise de d não existe restrição, existem 10 possibilidades para a sua escolha. 

Como devemos escolher a e e (cuja escolha é dividida em 1º e 2º casos) e escolher b e c e escolher d, 
temos (25 + 5).6.10 = 1800 possibilidades. 


8) Quantos números de 3 dígitos distintos podem ser formados com 0, 1,2,3,4: 
a) sem restrições? 

b) impares? 

Solução: 

a) Os números formados podem ser organizados da seguinte maneira: 


1º dígito 2° digito 3º dígito 
Como o número deve possuir três dígitos então o 1º dígito não pode ser 0, sobrando assim 4 
possibilidades para a sua escolha. Eliminado este dígito, na escolha do 2º dígito temos 4 possibilidades 
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(o dígito O agora é possível). Consequentemente, temos 3 possibilidades para a escolha do 3º dígito. 
Uma vez que devemos escolher o 1º dígito e o 2º dígito e o 3º dígito, o total é 4.4.3 = 48. 
b) Tentemos fazer a conta como no item anterior. Entretanto, como existe agora a restrição do número 
ser ímpar, então vamos começar a análise das escolhas pelo 3º dígito. Desde que existem somente dois 
dígitos ímpares possíveis (1 e 3), para a escolha do 3º dígito temos 2 possibilidades. Aparentemente, 
para a escolha do 2º dígito, temos 4 possibilidades (os 5 possíveis menos o que já saiu para o 3º dígito). 
Na escolha do 1º dígito acontece um dilema. Como o 0 não pode ocupar a posição do 1º dígito, se o O 
tiver ocupado a posição do 2º dígito então temos 3 possibilidades para o 1º dígito, porém se o 0 não for o 
2º dígito temos somente 2 possibilidades para o 1º dígito. Deste modo, é necessário separar em dois 
casos a escolha do 2º dígito: 
i) 1º caso (2º dígito igual a 0): sobram 3 possibilidades para o 1º dígito; 
ii) 2º caso (2º dígito diferente de 0): temos 3 possibilidades para o 2º dígito e depois temos 2 
possibilidades para a escolha do 1º dígito. 
Como deve-se escolher o 3º dígito e depois os dois primeiros (que devem ser separados em 1º caso ou 2º 
caso), pelos princípios da adição e da multiplicação, então existem 2(3 + 3.2) = 18 números possíveis. 


9) De quantas maneiras podemos distribuir 10 objetos distintos entre dois grupos de modo que cada 
grupo receba pelo menos um objeto? 

Solução: 

Designemos os grupos de grupo 1 e grupo 2. Nesta questão pode-se raciocinar de duas maneiras 
distintas: ou você pensa como os grupos podem ser compostos pelos objetos ou como cada objeto pode 
ser distribuído nos grupos. A segunda maneira produz uma solução mais enxuta. Basta você observar 
que cada objeto possui duas maneiras de ser distribuído: ou vai para o grupo 1 ou vai para o grupo 2. 
Como são ao todo 10 objetos temos 2!º possibilidades de distribuição. Entretanto, esta contagem inclui 
as possibilidades de algum grupo ficar com nenhum objeto. Como o total destas possibilidades é 2 (o 
grupo 1 com 0 e o grupo 2 com 10 ou o grupo 1 com 10 e o grupo 2 com 0), o total é 2'°—2 = 1022. 


10) (OBM-98) São dados um tabuleiro e uma peça, como mostra a figura. 


H 


De quantas maneiras diferentes podemos colocar a peça no tabuleiro, de modo que cubra completamente 
3 casas? 

A) 16 B)24 C)36 D)48 E)60 

Solução: 

Inicialmente notemos que a peça ocupa três casas de um sub-tabuleiro 2x2 que podemos selecionar 
dentro do tabuleiro original 4x4. Como existem 9 sub-tabuleiros 2x2 dentro do tabuleiro original 4x4 e 
podemos colocar a peça de 4 maneiras diferentes dentro de cada sub-tabuleiro 2x2, então, pelo princípio 
da multiplicação, existem 9x4 = 36 maneiras de colocar a peça no tabuleiro. 


11) Em uma banca há 5 exemplares iguais da revista A, 6 exemplares iguais da revista B e 10 
exemplares iguais da revista C. Quantas coleções não-vazias de revistas dessa banca é possível formar? 
Solução: 

Diferentemente do exemplo anterior, os objetos não são todos distintos. As 5 revistas A são todas iguais 
entre si, assim como as 6 revistas B são iguais entre si e o mesmo valendo para as 10 revistas C. Agora a 
diferenciação das coleções não está no fato se cada uma das 21 revistas vai ou estar na coleção, e sim 
quais as quantidades de revistas A, B e C vão fazer parte da coleção. Se você ainda não se convenceu do 
que diferencia uma coleção de outra pense no seguinte: monte uma coleção pegando 3 revistas B com 5 
revistas C e depois monte outro grupo pegando outras 3 revistas B e outras 5 revistas C. Agora pare o 
olhe para estas duas coleções. Elas são idênticas não é? É por isso que a diferenciação das coleções não 
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está no fato se cada revista vai ou não para a coleção e sim nas quantidades de revistas A, Be € 
escolhidas. 

Pense primeiro nas revistas A. Temos 6 formas distintas de escolher a quantidade de revistas A que vai 
para a coleção: 0, 1, 2,3, 4 e 5. O mesmo vale para a revista B, onde temos 7 formas de escolher sua 
quantidade que vai para a coleção: 0, 1, 2, 3,4, 5 e 6. Finalmente, como existem 10 revistas C, temos 11 
possibilidades de escolher sua quantidade que vai para a coleção. 

Como devemos escolher a quantidade de A e a quantidade de B e a quantidade de C e excluir uma 
possibilidade (pegar 0 revistas A, O revistas B e zero revistas C) o total é 6.7.11 — 1 = 461. 


12) (AFA-2002) A palavra que não muda o seu sentido, quer se leia da esquerda para a direita ou da 
direita para a esquerda, é chamada palíndromo (Ex., ovo, asa, acaiaca, serres, etc.). Considerando-se as 
23 letras do nosso alfabeto, quantos anagramas de 6 letras com características de um palíndromo, pode- 
se formar? 

a)23º b)23º c)3” 6? 

Solução: 

Um palindromo de seis letras pode ser representado da seguinte maneira: 


1? letra 2®letra 3ºletra 3ºletra 2ºletra 1º letra 
Assim, basta escolher as três primeiras letras (ou as três últimas) que o anagrama já está determinado. 
Como existem 23 possibilidades para a escolha de cada uma das primeiras três letras, existem 23.23.23 = 
23º possibilidades. 


13) (ITA-01) Considere os números de 2 a 6 algarismos distintos formados utilizando-se apenas 1, 2, 4, 
5, 7 e 8. Quantos destes números são ímpares e começam com um dígito par? 

a)375 b)465 c)545 d)585 e)625 

Solução: 

Vamos separar nossa análise em cinco casos. 

1) números de dois algarismos: 


1 
1º algarismo 2º algarismo 
(par) (ímpar) 


Temos 3 possibilidades para escolher o 1º algarismo e 3 para escolher o 2º, ou seja, 3.3 = 9 
possibilidades no total. 
ii) números de três algarismos: 


1º algarismo 2º algarismo 3º algarismo 
(par) (ímpar) 


Temos 3 possibilidades para escolher o 1° algarismo, 3 possibilidades para escolher o 2° e 4 
possibilidades para escolher o 2°, ou seja, 3.3.4 = 36 possibilidades no total. 
iii) números de quatro algarismos: 


19. algarismo 2º algarismo 3º algarismo 4º algarismo 
(par) (ímpar) 


Temos 3 possibilidades para escolher o 1º algarismo, 3 possibilidades para escolher o 4º, 4 
possibilidades para escolher o 2º e 3 para escolher o 3º, ou seja, 3.3.4.3 = 108 possibilidades no total. 
iv) números de cinco algarismos: 


1º algarismo 2º algarismo 3º algarismo 4º algarismo 50 algarismo 

(par) (ímpar) 
Temos 3 possibilidades para escolher o 1° algarismo, 3 possibilidades para escolher o 5°, 4 
possibilidades para escolher o 2°, 3 para escolher o 3° e 2 possibilidades para escolher o 4°, ou seja, 
3.3.4.3.2 = 216 possibilidades no total. 


iv) números de seis algarismos: 


1? algarismo 29 algarismo 3º algarismo 4º algarismo 50 algarismo 6º algarismo 
(par) (ímpar) 
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Temos 3 possibilidades para escolher o 1º algarismo, 3 possibilidades para escolher o 6º, 4 
possibilidades para escolher o 2º, 3 para escolher o 3º, 2 possibilidades para escolher o 4º e 1 
possibilidade para escolher o 5º, ou seja, 3.3.4.3.2.1 = 216 possibilidades no total. 
Como temos a ocorrência do 1º caso ou o 2º caso ou o 3º caso ou o 4º caso ou o 5º caso, temos 9 + 36 + 
108 + 216 + 216 = 585 números no total. 


14) (IME-66) Determinada organização estabeleceu um sistema de códigos em que os símbolos são 

formados por um ou mais pontos, até o máximo de 6 pontos, dispostos de maneira a ocuparem os 

vértices e os pontos médios dos lados maiores de um retângulo. Qual o número total de símbolos 

obtidos. 

Solução: 
Analisemos da seguinte maneira o problema. Se um ponto estiver presente em 
um símbolo, então o círculo correspondente a sua localização está escuro. Por 
outro, se o ponto não estiver presente o círculo estará claro. A figura ao lado 
representa um símbolo possível. Perceba que temos duas possibilidades para 
cada círculo: escuro ou claro. Como são ao todo 6 círculos e devemos excluir 
uma possibilidade (todos claros) então o total 62º — 1 = 63. 


15) (IME-92) Calcule quantos números naturais de 3 algarismos distintos existem no sistema de base 7. 
Solução: 
A forma geral de um número de três dígitos é , onde o 1º dígito (mais a esquerda) 


Iºdígito 2ºdígito 3º dígito 
não pode ser zero. Além disso, no sistema de numeração em base 7 temos 7 dígitos possíveis: 0, 1, 2,3, 
4, 5 e 6. Para a escolha do 1º dígito temos 6 possibilidades (o dígito O não pode ser escolhido). Para a 
escolha do 2º dígito temos 6 possibilidades (o dígito O até que pode ser escolhido, mas o dígito escolhido 
para o 1º dígito não pode). Para a escolha do 3º dígito temos 5 possibilidades (os dois dígitos já 
escolhidos não podem mais ser utilizados). 
Como devemos escolher o 1º dígito e o 2º dígito e o 3º dígito temos, no total, 6.6.5 = 180 números 
naturais de 3 algarismos distintos no sistema de base 7 


16) (IME-2005) O sistema de segurança de uma casa utiliza um teclado numérico, conforme ilustrado na 
figura. Um ladrão observa de longe e percebe que: 

- a senha utilizada possui 4 dígitos; 

- O primeiro e o último dígitos encontram-se numa mesma linha; 

- o segundo e o terceiro dígitos encontram-se na linha imediatamente superior. 

Calcule o número de senhas que deverão ser experimentadas pelo ladrão para que com certeza ele 
consiga entrar na casa. 


1 21 23 
4 5 6 
7 8 9 


0 


Teclado numérico 
Solução: 
Se o 1° e 4º dígitos forem iguais a zero (1 possibilidade de escolha) então o 2° e 3° dígitos estarão na 3º 
linha (9 possibilidades de escolha). 
Se o 1° e 4º dígitos estiverem na 3º linha (9 possibilidades de escolha) então o 2º e 3º dígitos estarão na 
2º linha (9 possibilidades de escolha). 
Se o 1º e 4º dígitos estiverem na 2º linha (9 possibilidades de escolha) então o 2º e 3º dígitos estarão na 
1º linha (9 possibilidades de escolha). 
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Deste modo, o total de possibilidades é: 1.9 + 9.9 + 9.9 = 171 


17) (Olimpíada da Estônia-2001) Quantos números inteiros positivos menores que 20002001 não 
contém outros algarismos distintos de O e 2? 

Solução: 

Inicialmente contemos os números formados somente de O e 2 (menores que 20002001) e que iniciam 
com 2. 

O maior destes é certamente 20002000. Os outros são da forma 20000 |, onde os 3 espaços vazios 
podem ser ocupados por O ou 2, implicando que existem 2° = 8 possibilidades. 

Os números restantes são da forma O < _ , onde os 7 espaços vazios podem ser ocupados 
novamente por O ou 2. Temos, portanto, 2 = 128 números possíveis. Notemos, entretanto, que o número 
00000000 não é válido, pois deve-se apenas contar os inteiros positivos e que, nesta contagem, não 
incluímos o 20002000. 

Deste modo, o total é 8 + 128 — 1 + 1 = 136 inteiros positivos formados por O ou 2 e menores que 
20002001. 


18) (OBM-98) De quantos modos se pode colocar na tabela abaixo duas letras 4, duas letras B e duas 
letras C, uma em cada casa, de modo que não haja duas letras iguais na mesma coluna? 


a)12 b)24 c)36 d)48 e)64 

Solução: 

Inicialmente, podemos notar que existem seis maneiras das letras serem colocadas em cada coluna: 
A B A C B C 

B A C A 6 B 

Assim, para a escolha da 1º coluna temos 6 possibilidades. 


Digamos que na 1º coluna seja escrita a sequência 


do BE as 
Repare que não podemos escrever na 2a coluna a sequência A pois assim sobraria para a última coluna 


a sequência e que não é permitida. 


AC BC 


C ACB 
Portanto, existem 4 possibilidades de preencher a 2a coluna. 


Sobram, para as escolhas na 2 coluna as seqüências: 


B 
Suponhamos que escolhemos a seqüência e Assim, sobram para o preenchimento da 3º coluna as 


A C 
possibilidades ë ou E ou seja, 2 possibilidades. 


Como devemos preencher a 1º coluna e a 2º coluna e a 3º coluna, temos 6.4.2 = 48 maneiras de 
preencher toda a tabela. 


19) (Olimpíada da Argentina-2001) Carlos escreve a lista de todos os números naturais menores que 
10000 que tem exatamente dois dígitos 1 consecutivos. (Por exemplo, 113, 5112, 1181 estão na lista de 
Carlos, porém 1312, 2111 não estão na lista de Carlos.) Achar quantos números tem a lista de Carlos. 
Solução: 
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Os números menores que 10000 são os que possuem quatro ou menos dígitos. Podemos representá-los 
da forma , onde os dígitos podem variar desde 0 até 9. Assim, de quisermos 


1º dígito 2º dígito 3º digito 4º dígito 
analisar os números de 3 dígitos, basta fazer o 1º dígito igual a 0. Analogamente, para analisar os 
números de dois dígitos, basta fazer o 1º e 2º dígitos iguais a 0. 
Vamos separar a análise em três casos: 
1) Os dois primeiros dígitos iguais a 1: 11 

w 

3º dígito 4º dígito 
Note que temos 9 possibilidades para o 3º dígito (o dígito 1 não pode ser escolhido) e 10 possibilidades 
para o 4º dígito, implicando em um total de 9.10 = 90 possibilidades. 
11) Os dois dígitos centrais são iguais a 1: 11 

p 1 

1º dígito 4º dígito 
Note que temos 9 possibilidades para o 1º dígito (o dígito 1 não pode ser escolhido, mas o dígito O pode) 
e 9 possibilidades para o 4º dígito (o dígito 1 não pode ser escolhido), implicando em um total de 9.9 = 
81 possibilidades. 
iii) Os dois últimos dígitos iguais a 1: 11 

w A 
1º dígito 2º dígito 

Note que temos 10 possibilidades para o 1º dígito (os dígito 1 e O podem ser escolhidos) e 9 
possibilidades para o 2º dígito (o dígito 1 não pode ser escolhido), implicando em um total de 9.10 = 90 
possibilidades. 
Portanto, como temos o 1º caso ou o 2º caso ou o 3º caso, existem 90 + 81 + 90 = 261 números naturais 
menores que 10000 que tem exatamente dois dígitos 1 consecutivos. 


20) (Olimpíada Paraense-2002) Determine de quantas maneiras é possível percorrer as letras no 
diagrama abaixo (iniciando do B central) de modo que as letras escolhidas formem (na ordem que foram 
escolhidas) a palavra BELÉM. É permitido somente mover-se na horizontal (esquerda ou direita) e na 
vertical (para cima ou para baixo). 


z 
TE 
z 


ZT m w a 


Solução: 

Partindo de B, temos 4 possibilidades para escolher E. De cada E temos 3 possibilidades para escolher L. 
Separemos agora em dois casos para L: 

i) L na linha ou coluna centrais: existem 3 possibilidades para escolher É; 

ii) caso contrário: existem 2 possibilidades para escolher É. 

Separemos também em dois casos para É: 

i) É na linha ou coluna centrais: existem 3 possibilidades para escolher M; 

ii) caso contrário: existem 2 possibilidades para escolher M. 

O total de maneiras é: 4.[2.4 + 2.2 +3] =4.15 = 60 


21) (AIME-2003) Determine a quantidade de anagramas com n letras formadas somente pelas letras A, 
B, C (e não necessariamente todas elas), com a letra A nunca imediatamente seguida B, B nunca 
imediatamente seguida por C e C nunca imediatamente seguida por A. 

Solução: 
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Note que, depois de definida a primeira letra do anagrama (3 possibilidades de escolha) para cada uma 
das demais n — 1 escolhas existem 2 possibilidades. Assim, o esquema de cada de anagramas é: 


| ii p) ii 
3 possibilidades 2 possibilidades 2 possibilidades 2 possibilidades 
no -1 
Portanto, o total de anagramas é igual a 3.2". 


22) (OBM-2002) Colocamos vários palitos sobre uma mesa de modo a formar um retângulo m x n, 
como mostra a figura. Devemos pintar cada palito de azul, vermelho ou preto de modo que cada um dos 
quadradinhos da figura seja delimitado por exatamente dois palitos de uma cor e dois de outra cor. De 
quantas formas podemos realizar esta pintura? 


Solução: 

Vamos iniciar escolhendo as cores dos n palitos que ocupam a borda superior do retângulo. Como para 
cada um destes n palitos existem 3 cores possíveis, então temos 3” possibilidades para pintar a borda 
superior do retângulo. Analogamente, para pintar cada um dos m palitos da borda esquerda do retângulo 
existem 3 cores possíveis, implicando que no total temos 3” possibilidades de pintar a borda esquerda do 
retângulo. Vamos agora pintar os palitos internos ao retângulo, pintando da esquerda para a direita os 
quadrados que compõe cada linha do retângulo, iniciando da 1º linha. Observe que, em cada quadrado, 
se os palitos superior e esquerdo forem da mesma cor, os outros dois palitos devem ser pintados de outra 
cor (2 possibilidades) e se os palitos superior e esquerdo tiverem cores diferentes, devemos pintar cada 
um dos outros dois palitos com estas mesmas cores (2 possibilidades). Perceba então que, 
independentemente como foram pintados os palitos das bordas superior e esquerda, existe sempre duas 
possibilidades para escolhas das cores dos 2 palitos que faltam pintar em cada quadrado, uma vez 
pintados os palitos dos quadrados anteriores em cada linha do retângulo. Como no retângulo existem 
m.n quadrados e para cada um existem duas possibilidades de pintura, podemos afirmar que existem 2º” 
possibilidades para pintar os palitos internos ao retângulo (contando a borda inferior e a direita). 
Portanto, desde que existem 3” *” possibilidades de pintura dos palitos das bordas superior e esquerda e 
2™" possibilidades para pintar os demais palitos, no total existem 3” *".2”” possibilidades de pintura. 


23) (Olimpíada do Irã-95) Seja X um conjunto com n elementos. Mostre que o número de pares (A, B) 
tais que A e B são subconjuntos de A, A é um subconjunto de Be A + B é igual a 3° — 2º. 

Solução: 

Sabemos que o número de subconjuntos de um conjunto com n elementos é igual a 2º. Portanto, o 
número de pares (A, B) com A = B é igual a 2”. Vamos agora calcular o número de pares (A, B) com A 
subconjunto de B (possivelmente igual a B). Tome um elemento x; (1 < i < n) qualquer de X. Para que 
ocorra A c B, x; deve pertencer ou somente a B ou simultaneamente a A e B ou a nenhum deles. Como 
para cada um dos n elementos de X existem 3 possibilidades, então existem 3º pares (A, B) com A c B. 
Logo, o número de pares em que A c B, com A # B é iguala 3º — 2º. 
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PERMUTAÇÕES 


4.7. FATORIAL 
Fatorial de um número natural é uma função matemática definida da seguinte maneira: 
0!=1; 


1!=1; 

= I GE R oos X i 

Lê-se a expressão n! como “n fatorial” ou “fatorial de n”. 
Por exemplo: 2! =1x2=2 e 5l=1x2x3x4x5=120. 


4.8. PERMUTAÇÕES 
4.8.1. Introdução: 

Considere que você possui n objetos e deseja colocá-los em uma ordem qualquer. A qualquer 
uma destas possibilidades de colocar os n objetos em ordem dá-se o nome de permutação. 

Por exemplo, tome os elementos A, B e C. Uma das possíveis permutações (ou seja, uma das 
possíveis maneiras de colocá-los em ordem) destes elementos é B C A. 


4.8.2. Número de permutações de elementos distintos 

Inicialmente vamos analisar a seguinte situação: suponhamos que deseja-se calcular a quantidade 
de números de quatro dígitos distintos formados a partir dos dígitos 1, 2, 3 e 4. Enumerando-os, de 
forma organizada, chegamos aos seguintes números: 


1234 2134 3124 4123 
1243 2143 3142 4132 
1324 2314 3214 4213 
1342 2341 3241 4231 
1423 2413 3412 4312 
1432 2431 3421 4321 


Assim, concluímos que existem 24 números de quatro digitos distintos formados a partir de 1, 2, 
3 e 4. Na verdade, como 1, 2, 3 e 4 são números distintos, eles podem representar quaisquer quatro 
objetos distintos que desejamos colocar em ordem. Deste modo, podemos chegar à conclusão que 
sempre que tivermos 4 elementos distintos, existem 24 permutações destes elementos, ou seja, 24 
maneiras distintas de colocá-los em ordem em uma linha. O símbolo Ph significa a quantidade de 
permutações simples de n elementos distintos. No caso anterior, concluímos que P4 = 24. 

Entretanto, quando a quantidade de elementos a serem permutados for relativamente grande, 
enumerar vai se tornar um trabalho muito árduo e demorado. Para a situação anterior, podemos escolher 
cada permutação raciocinando da seguinte maneira: 


1º dígito 2º dígito 3º dígito 4º dígito 
Uma vez que para a escolha do 1º dígito temos 4 possibilidades e para a escolha do 2º dígito 
temos 3 possibilidades e para a escolha do 3º dígito temos 2 possibilidades e para a escolha do 4º dígito 
temos 1 possibilidade, pelo princípio da multiplicação, existem P4 = 4.3.2.1 = 24 permutações simples 
no total. 


Evidentemente pode-se generalizar o raciocínio anterior para o cálculo de Pa. Suponhamos que 
existam n elementos distintos que desejamos determinar a sua quantidade de permutações. O esquema 
de colocá-los em ordem pode ser representado da seguinte forma: 


1º elemento 2º elemento 3º elemento 4º elemento n° elemento 


Como para a escolha do 1º elemento temos n possibilidades e para a escolha do 2º elemento 
temos n — 1 possibilidades e para a escolha do 3º elemento temos n — 2 possibilidades, assim 
sucessivamente, até a escolha do nº dígito, onde temos 1 possibilidade, pelo princípio da multiplicação, 
podemos afirmar que existem P, = n x (n — 1) x (n — 2) x ... x 1 = n! permutações simples para n 
elementos distintos. Assim: Pa =n! 
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Exemplos: 


1) Calcule o número de anagramas da palavra REPÚBLICA nos quais as vogais se mantêm nas 
respectivas posições. 

Solução: 

Fixando as vogais, temos o seguinte esquema: E Ú LI A 

Assim, nos espaços vazios devemos permutar as letras (distintas) R, P, B, Be C, que nos fornece 5! = 
120 anagramas. 


2) Quantas palavras de seis letras, começando a terminando por consoante, podem ser formadas com as 
letras da palavra FECHAR, cada letra figurando uma só vez? 

Solução: 

Podemos analisar a montagem das palavras de acordo com o esquema abaixo: 


1ĉł letra 22 letra 3ĉ letra 49 letra 5ĉ letra 6% letra 
Como existem 4 consoantes, temos 4 possibilidades para escolher a 1º letra e, para cada uma destas 4 
possibilidades, temos 3 possibilidades para a escolha da 6º letra. Da 2º letra para a 5º letra, basta 
permutar livremente as demais 4 letras ainda não usadas. Assim, pelo teorema de multiplicação, a 
quantidade de palavras é 4.3.4! = 288. 


3) (FGV-2003) De quantas formas podemos permutar as letras da palavra ELOGIAR, de modo que as 
letras A e R fiquem juntas em qualquer ordem? 

a)360 b)720 c)1080 d)1440 e) 1800 

Solução: 

Como as letras A e R devem ficar juntas, vamos analisar esta questão como se AR fosse um único 
elemento. Assim, temos que permutar os elementos distintos AR EL O G |I. 

Como temos 6 elementos distintos, o número de permutações é igual a 6! = 720. 

Entretanto, como as letras A e R podem ficar em qualquer ordem, temos que contar também as ocasiões 
em que temos a sequência RA, que fornecem mais 720 permutações. 

Assim, no total temos 720 + 720 = 1440 permutações. 


4) (UFRN-98) Assinale a opção cujo número indica de quantas maneiras se pode organizar uma fila com 
quatro mulheres e três homens, de modo que os três primeiros lugares sejam ocupados por homens ou os 
quatro primeiros lugares sejam ocupados por mulheres. 

A)288 B)144 C)432 D)576 

Solução: 

Temos dois casos a considerar: 


i) 


homem homem homem mulher mulher mulher mulher 
Como os locais onde os homens e as mulheres vão ocupar são fixos, temos 3! = 6 possibilidades de 
permutação para os homens e 4! = 24 possibilidades de permutação para as mulheres. Uma vez que 
devemos permutar os homens e as mulheres, temos 6.24 = 144 permutações. 


11) 


mulher mulher mulher mulher homem homem homem 
O caso é análogo ao anterior. Devemos permutar os homens (3! = 6 possibilidades) e depois permutar as 
mulheres (4! = 24 possibilidades), fazendo 6.24 = 144 permutações. 
Assim, temos um total de 144 + 144 = 288 permutações. 


5) Uma familia com 5 pessoas possui um automóvel de 5 lugares. Sabendo que somente 2 pessoas 


sabem dirigir, de quantos modos poderão se acomodar para uma viagem? 
Solução: 
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Podemos esquematizar os lugares das pessoas no carro da seguinte maneira padrão, com dois lugares na 
frente e três atrás: 


Vamos inicialmente escolher a pessoa que vai dirigir o carro. Claramente, esta escolha 
pode ser feita de duas maneiras. Depois que esta escolha é feita, note que o que falta é 
permutar as quatro pessoas restantes. Isto pode ser feito de 4! = 24 maneiras. Assim, o 
total de possibilidades é 2.24 = 48. 


6) Seis pessoas A, B, C, D, E, F ficam em pé uma ao lado da outra, para uma fotografia. Se A e B se 
recusam a ficar lado a lado e C e D insistem em aparecer uma ao lado da outra, calcule o número de 
possibilidades distintas para as 6 pessoas se disporem. 

1º Solução: 

Vamos resolver esta questão utilizando o método indireto de contagem. Vamos contar a quantidade de 
permutações sem restrições em relação a A e B e subtrair da quantidade de permutações em que as 
pessoas A e B aparecem uma ao lado da outra. Como as pessoas C e D insistem em aparecer uma ao 
lado da outra, vamos considerar CD (e DC) como apenas um elemento na configuração. 

Assim, temos que permutar os elementos CD A B E F. 

Sem restrições para A e B temos N; =2!.5! = 240 permutações. 

A análise das pessoas A e B lado a lado equivale a permutar os elementos CD AB E F, lembrando 
também das permutações internas de AB e CD, uma vez que as sequências BA e DC também devem ser 
consideradas. Portanto, temos N3 = 21.21.41! = 96. 

Pelo método indireto de contagem, temos N; — N2 = 240 — 96 = 144 permutações no total. 

2° Solução: 

Vamos resolver agora utilizando o método direto de contagem. Como as pessoas C e D devem aparecer 
uma ao lado da outra da fotografia, vamos considerar os cinco elementos distintos CD A B E F. As 
posições relativas das pessoas A e B na fotografia podem ser analisadas abaixo. 

i) se a pessoa A é a primeira ou a última da fila (2 possibilidades), então a pessoa B possui 3 
possibilidades de ocupar a fila sem que A e B fiquem lado a lado. Assim, neste primeiro caso temos 2.3 
= 6 posições relativas entre A e B. 

ii) se a pessoa A está entre a 2º e a 4º posições na fila (3 possibilidades), então a pessoa B possui 2 
possibilidades de ocupar a fila sem que A e B fiquem lado a lado. Portanto, neste segundo caso temos 
3.2 = 6 posições relativas entre A e B. 

Desta forma, no geral temos 6 + 6 = 12 posições relativas possíveis entre as pessoas A e B. 

Observe que para cada uma destas 12 posições relativas de A e B, devemos permutar os demais 3 
elementos (CD E F) na fotografia. Lembrando a permutação interna de CD, temos então no total 
12.31.2 = 144 permutações. 


7) (UFOP-2002) Um trem de passageiros é constituído por uma locomotiva e cinco vagões distintos, 
sendo um deles, utilizado como restaurante. Sabe-se que a locomotiva deve ir à frente e o vagão 
restaurante não pode ser colocado imediatamente após a locomotiva. O número de modos diferentes de 
montar-se o trem é: 

A)5 B) 24 C) 96 D) 120 

1º Solução: 

O esquema proposto pode ser representado da seguinte maneira: 


locomotiva 


Nesta 1º solução vamos usar o método indireto de contagem. Inicialmente vamos contar o total (sem a 
restrição do restaurante ser colocado imediatamente após a locomotiva) e subtrair do número de 
permutações em que o restaurante está imediatamente após o locomotiva. 

Sem restrições temos N; = 5! = 120 permutações. 

Com a locomotiva imediatamente após o restaurante temos N3 = 4! = 24 permutações. 


Assim, o valor procurado é N; — N2 = 120 — 24 = 96 permutações. 
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2° Solução: 
Vamos agora resolver utilizando o método direto de contagem. Note que o restaurante pode ocupar as 
posições dos vagões 2, 3, 4 e 5, ou seja, 4 possibilidades. Para cada uma destas 4 posições do restaurante 
temos depois que permutar os demais 4 vagões, que pode ser feito de 4! = 24 maneiras. 
Assim, o total de permutações é 4.24 = 96. 


8) (UEL-2002) Uma distribuidora de sabonetes, xampus e condicionadores tem três marcas diferentes de 
cada um desses produtos. Ao receber as encomendas de três fregueses, um funcionário da distribuidora 
anotou apenas os nomes dos fregueses e os produtos solicitados: cada um pediu uma caixa de sabonete, 
uma caixa de xampu e uma caixa de condicionador. Quanto às marcas, o funcionário lembra-se que cada 
um solicitou marcas diferentes daquelas solicitadas pelos outros. Quando percebeu a sua falha, o 
funcionário imaginou que a falta da informação sobre as marcas não teria sérias conseqüências, pois 
bastaria fazer algumas tentativas até conseguir entregar os produtos de acordo com os pedidos. Quantas 
possibilidades existem de distribuição dos pedidos entre os três fregueses? 

DB) Db)3.3! O) aa d) 3º œ) a 

3 31.3! 

Solução: 

A distribuição dos produtos pelos fregueses pode ser representada pela tabela abaixo: 
freguês 1 | freguês 2 | freguês 3 


sabonete 
xampu 
condicionador 
Para distribuirmos as marcas dos produtos pelos fregueses basta em cada linha da tabela permutarmos 
estas marcas. Como em cada uma das três linhas temos 3! = 6 permutações livres das marcas, temos 
31.31.31 = (31? permutações no total. 


9) (UFMG-2000) Um clube resolve fazer uma Semana de Cinema. Para isso, os organizadores escolhem 
sete filmes, que serão exibidos um por dia. Porém, ao elaborar a programação, eles decidem que três 
desses filmes, que são de ficção científica, devem ser exibidos em dias consecutivos. 

Nesse caso, o número de maneiras diferentes de se fazer a programação dessa semana é 

a) 144 b) 576 c) 720 d) 1040 

Solução: 

Sejam A, B e C os filmes de ficção cientifica e D, E, F e G os filmes que não são de ficção cientifica. 
Como A, B e C devem ficar em dias consecutivos, temos que permutar os seguintes elementos: 


Lec] b] E] E Lel 


Como temos 5 elementos, para a seqüência A-B-C, existem 5! permutações. Entretanto, os filmes de 
ficção cientifica podem vir em qualquer ordem (não necessariamente na seqüência A-B-C). Uma vez 
que a permutação interna dos 3 filmes A, B e C fornece 3! possibilidades, temos 5!.3! = 720 formas 
diferentes de exibir os filmes. 


10) (UFMG-2004) Num grupo constituído de 15 pessoas, cinco vestem camisas amarelas, cinco vestem 
camisas vermelhas e cinco vestem camisas verdes. Deseja-se formar uma fila com essas pessoas de 
forma que as três primeiras vistam camisas de cores diferentes e que as seguintes mantenham a 
sequência de cores dada pelas três primeiras. Nessa situação, de quantas maneiras distintas se pode fazer 
tal fila? 

DIS DOS) JSD) d) 151/35! 

Solução: 

Desde que a sequência das cores é definida pelas três primeiras pessoas, existem 3! possibilidades de 
organizar esta segiiência. Uma vez definida uma das 3! sequência das cores, podemos observar que os 
locais onde as pessoas de camisas amarelas, vermelhas e verdes podem ficar são fixos. Assim, para cada 
uma das 3! segiiências de cores possíveis, temos 5! permutações das pessoas de camisa amarela, 5! 
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permutações das pessoas de camisa vermelha e 5! permutações das pessoas de camisa verde. Deste 
modo, existem 3!(5!)* maneiras distintas de fazer a fila. 


11) (Unifor-98) Três homens e três mulheres vão ocupar 3 degraus de uma escada para tirar uma foto. 
Essas pessoas devem se colocar de maneira que em cada degrau fique apenas um casal. Nessas 
condições, de quantas maneiras diferentes elas podem se arrumar? 

a) 1080 b)720 c)360 d)288 e)144 


Solução: 
Permutando os homens nos degraus temos 3! = 6 possibilidades. Analogamente, permutando as 
mulheres nos degraus temos 3! = 6 possibilidades. Como em cada degrau existem duas posições 


relativas (homem à direita e mulher à esquerda ou homem à esquerda e mulher à direita), o total de 
permutações é 31.31.21.21.2! = 288. 


12) Quantas são as permutações dos números (1, 2, ..., 9) nas quais o 5 está situado à direita do 2 e à 
esquerda do 3, embora não necessariamente em lugares consecutivos? 
Solução: 


Nesta questão abordaremos um fato pertinente à análise das permutações ainda não explorado, que é a 
simetria. Tome uma das permutações possíveis, por exemplo 245961378. 

Observe que se permutarmos os números 2, 5 e 3, mantendo fixas as posições dos demais números, 
obteremos todas as posições relativas possíveis para 2, 5 e 3: 
245961378,243961578,543961278,542961378,345961278,342961578 
Observe também que em apenas uma destas seis posições relativas temos o 5 situado à direita do 2 e à 
esquerda do 3. Por outro lado, se mantivermos fixos os números 2, 5 e 3 e permutarmos os demais seis 
números, para cada posição relativa de 2, 5 e 3 temos sempre 6! permutações possíveis. Desta forma, 
podemos concluir que, devido à simetria existente, cada uma das seis posições relativas dos números 2, 
5 e 3 ocorre um igual número de vezes. Assim, o número de vezes em que o 5 situado à direita do 2 e à 


| 
esquerda do 3 é igual a É = 60480. 


13) (AFA-2001) Colocam-se em ordem crescente todos os números com 5 algarismos distintos, sem 
repetição, formados com 2, 4, 5, 7 e 8. A posição do número 72584 é 


a) 76º b) 78º c) 80º d) 82º 
Solução: 
Iniciando com 2 (números da forma 2 || _) temos 4! = 24 números. 


Analogamente, iniciando com 4 e iniciando com 5 temos, para cada situação, 4! = 24 números. 
Iniciando com 72 temos os seguintes números (em ordem crescente): 

72458, 72485, 72548 e 72584 
Assim, o número 72584 está posição 24 + 24 +24 + 4 =76. 


14) (Escola Naval-2000) Um Aspirante ganhou, em uma competição na Escola Naval, quatro livros 
diferentes de Matemática, três livros diferentes de Física e dois livros diferentes de Português. 
Querendo manter juntos aqueles da mesma disciplina, concluiu que poderia enfileirá-los numa prateleira 
de sua estante, de diversos modos. A quantidade de modos com que poderá fazê-lo é 

a)48 b)72 c)192 d)864 e) 1728 

Solução: 

Façamos o esquema de uma das possíveis permutações: 


matemática física português 


Para contar todas as permutações possíveis podemos lançar mão da seguinte estratégia: 
1) Permutar as três coleções, mantendo os livros de mesma disciplina juntos; 

11) Permutar internamente os livros de uma mesma disciplina. 

Portanto, temos no total 3!.4!.3!.2! = 1728. 
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15) De quantas maneiras 7 homens e 2 mulheres podem ser colocados em fila de modo que entre as duas 
mulheres existam exatamente 3 homens? 
Solução: 
Sejam M; e M3 as duas mulheres. Vamos iniciar a análise a partir de uma situação em que a mulher M; 
ocupa a 1º posição da fila: My M2 
Evidentemente os espaços vazios | serão ocupados pelos 7 homens. 
Perceba que mantendo exatamente 3 homens entre as duas mulheres e Mı à esquerda de M, existem, 
além da situação inicial, mais 4 situações possíveis: 

M; M: ou M; M: ou M; M3 ou 
M; M2 

Como podemos, em cada uma das 5 situações acima, trocar de posição as mulheres (de modo que a 
mulher M; fique à esquerda da mulher Mı) então existem 2.5 = 10 posições relativas de Mı e M2. Para 
cada uma destas 10 posições relativas devemos permutar livremente os 7 homens. Desta forma, o 
número total de permutações é igual a 10.7! = 50400. 


16) (ITA) Quantos anagramas da palavra CADERNO apresentam as vogais em ordem alfabética? 
Solução: 

Vamos analisar a simetria existente nas permutações da palavra CADERNO. 

Existem 3 vogais (A, E e O) e, conseqüentemente, 3! posições relativas entre estas vogais. Uma destas 
posições relativas é exatamente a ordem alfabética. Observe que, na permutação sem restrições da 
palavra CADERNO, cada uma destas posições relativas das vogais aparece um igual número de vezes. 
A demonstração deste fato não é complicada. Basta observar que uma maneira de calcular o número de 
anagramas, sem restrições, da palavra CADERNO se baseia em escolher a posição que cada vogal vai 
ocupar no anagrama e depois permutar as 5 consoantes nos espaços restantes. Portanto, para cada 


posição relativa das vogais temos uma mesma quantidade de permutações das demais letras. 
E ; , ; 7! 
Deste modo, como cada uma das 3! posições relativas ocorrem um mesmo número de vezes, existem a 


= 840 anagramas em que as letras A, E e O aparecem em ordem alfabética. 


17) (ITA-95) Considere todos os números de cinco algarismos formados pela justaposição de 1, 3, 5, 7 e 
9 em qualquer ordem, sem repetição. A soma de todos esses números está entre: 

a) 5.10fe 6.10%. b)6.10fe7.10%. c)7.10fe8.10%⁄. d)9.10fe 10.10%. e) 10.10e 11.106. 
Solução: 

Fixando um dos algarismos em alguma posição (por exemplo, o digito 3 no algarismo das dezenas) e 
permutando os demais temos o seguinte esquema: 3 


Assim, podemos concluir que existem 4! = 24 números em que o 3 é o algarismo das dezenas. Na 
verdade, perceba que qualquer algarismo aparece em 24 números em uma posição específica. Assim, o 
algarismo 1 aparece em 24 números como algarismo das unidades, o algarismo 9 aparece em 24 
números como algarismo das centenas, etc. 
Escrevendo os números em ordem crescente no algoritmo da adição: 

di aÃ SD SA 


L3 oO 47 
13759 
1379 5 


+ 9 7 5 


U 
pa 


Uma vez que cada uma dos algarismos 1, 3, 5, 7 e 9 aparece em 24 números como algarismo das 
unidades, a soma dos algarismos das unidades de todos os números é 24(1 + 3 + 5 + 7 + 9) = 600. Na 
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verdade, como cada algarismo aparece em 24 números em uma das 5 posições específicas, temos que a 
soma dos algarismos de cada posição sempre resulta em 600. Substituindo no algoritmo da adição: 


60 66 60 66 66 66 60 
1357 9 L3- e -7 49 Jo do Sud 9 
L-3- -5 -9 7 L 3S 7 e = 
1375 9 13 7 59 1 3 7 59 
1379 5 1 3 7 9 5 e de 905 
+ 9 e | + 975 3 1 + 9 7 53 A 
0 0 0 6666600 


Deste modo, a soma dos 5! = 120 números é igual a 6.666.600, valor que está entre 6.10º e 7.106. 


18) (ITA-98) O número de anagramas da palavra VESTIBULANDO, que não apresentam as cinco 
vogais juntas, é: 

a) 12! b) (8D(65D) cc) 12!-(81)(5!) d)12!-8! SJ - (NS) 

Solução: 

Utilizaremos mais uma vez o método indireto de contagem. Como a palavra VESTIBULANDO possui 
12 letras distintas, o número de anagramas, sem restrições, é Nı = 121. 

Colocando as vogais todas juntas, devemos permutar os seguintes elementos: 

AEIOU  VIS|IT|IB|ILIN/D 
Desde que existem 8 elementos distintos, para a sequência A-E-I-O-U, temos 8! permutações. 
Para cada uma destas permutações devemos permutar as 5 vogais, que são todas distintas. 
Desta forma, existem N3 = 8!.5! permutações com as vogais juntas. 

O número de permutação em que as cinco vogais juntas é N; — N2 = 12! — 81.51. 


19) (OBM-2001) O matemático excêntrico Jones, especialista em Teoria dos Nós, tem uma bota com n 

pares de furos pelos quais o cadarço deve passar. Para não se aborrecer, ele gosta de diversificar as 

maneiras de passar o cadarço pelos furos, obedecendo sempre às seguintes regras: 

e o cadarço deve formar um padrão simétrico em relação ao eixo vertical; 

e o cadarço deve passar exatamente uma vez por cada furo, sendo indiferente se ele o faz por cima ou 
por baixo; 

e o cadarço deve começar e terminar nos dois furos superiores e deve ligar diretamente (isto é, sem 
passar por outros furos) os dois furos inferiores. 

Por exemplo, para n = 4, representamos a seguir algumas possibilidades. 


Determine, em função de n > 2, o número total de maneiras de passar o cadarço pelos furos obedecendo 


às regras acima. 
Observação: Maneiras como as exibidas a seguir devem ser consideradas iguais. 


Solução: 


Vamos iniciar numerando a linha onde estão os furos superiores por linha 1, a linha dos furos 
imediatamente abaixo de linha 2 e assim sucessivamente até a linha n. Repare que para determinarmos 
uma maneira de amarrar o cadarço é suficiente estabelecermos o caminho desde o furo da esquerda da 
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linha 1 até um dos furos da linha n, uma vez que a simetria da maneira proposta de amarrar se encarrega 
de determinar a seqüência dos furos no caminho de volta do cadarço. 

Podemos organizar as n — 1 decisões sobre qual furo ir através da tabela abaixo: 


situação | decisão 1 | decisão 2 | decisão 3 decisão n — 2 | decisão n — 1 
inicial 
linha l ss n 
coluna | esquerda E 


Para terminar de preencher a tabela falta permutar os números 2, 3, 4,...,n — 1 na 2º linha da tabela, que 
correspondem à sequência com que as linhas são escolhidas para amarrar os cadarços e também 
determinar qual furo de cada linha (esquerda ou direita) deve ser usado. 

Por exemplo, para n = 5, a tabela abaixo 


situação | decisão 1 | decisão 2 | decisão 3 | decisão 4 
inicial 
linha l 3 2 4 5 
coluna | esquerda | direita direita | esquerda | direita 


fornece a seguinte forma de amarrar o cadarço: 


Como para permutar os números 2, 3, 4, ..., n — 1 temos (n — 2)! possibilidades e para escolher as colunas 
de cada linha temos 2"" ! possibilidades, temos (n — 2)!.2""! possibilidades de amarrar o cadarço. 


20) (Olimpíada de Wisconsin-97) Deve-se preencher as 16 casas de um tabuleiro 4x4 com as letras a, b, 
c, d de tal modo que cada letra apareça precisamente uma vez em cada linha e precisamente uma vez em 
cada coluna. De quantas formas distintas isto pode ser feito? 

Solução: 

Designemos cada elemento como uma matriz, sendo cada elemento da forma Xij. 

Inicialmente vamos preencher aleatoriamente a primeira linha e a primeira coluna. 


Para escolher os 4 elementos da primeira coluna temos 4! = 24 formas diferentes. Para escolher os outros 
3 elementos da primeira linha temos 3! = 6 formas distintas. 

Desta forma já montamos a primeira linha e a primeira coluna, sendo necessários para isto 6.24 formas 
diferentes. Montemos agora os outros elementos. 

Digamos que a distribuição da 1º linha e da 1º coluna seja a do desenho acima. 

Sabemos que xz + b. Suponhamos que xz = a. Assim, temos que: 

Dxa=d X42 =€C x3=d X4=C X33 7a X34=b x43 =b X447 a 

ii) x32 = d X42 57C xz =d X24757 C X33 =b X345a Xy 5a X4 =b 

Ou seja, para xz = a temos 2 possibilidades. 

Suponhamos que x22 = c. Assim: 

x2=d xp=a x32=d x4=a x3=a x4=àa x493=b xy4=c 

Ou seja, para xz = c temos apenas uma possibilidade. 

Suponhamos que x22 = d. Assim: 

X2=a X92=C Xx23-a x4=C x3=d x4=b x93=b xg—a 

Ou seja, para x22 = d temos apenas uma possibilidade. 

Como para cada conjunto de 1º coluna e 1º linha existem 4 outras possibilidades de preencher o quadro, 
existem (4.24).4 = 576 possibilidades de preencher o quadro. 
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4.9. PERMUTAÇÕES CIRCULARES 
A permutação simples, estudada no item anterior, permite calcular o número de maneiras de 
organizar sequências com elementos distintos ao longo de uma linha. Entretanto, não é necessário que os 
elementos devam ser organizados em uma linha. Em determinadas situações estamos interessados em 
colocar elementos distintos ao longo de uma circunferência. Observe as situações abaixo, onde temos 
quatro pessoas sentadas ao longo de uma mesa, de forma igualmente espaçada. 


O © 


G) A) 
SITUAÇÃO 1 SITUAÇÃO 2 SITUAÇÃO 3 


Note que na situação 1, a pessoa A tem a impressão de que a pessoa B está a sua esquerda, a 
pessoa D está a sua direita e a pessoa C está a sua frente. Para obter a situação 2, troque de lugar as 
pessoas A e C e troque de lugar as pessoas B e D. Repare que a pessoa A tem a impressão de que a 
pessoa B está a sua esquerda, a pessoa D está a sua direita e a pessoa C está a sua frente, ou seja, a 
situação 2 é idêntica à situação 1. Perceba que as pessoas B, C e D também possuem a mesma impressão 
de localização das demais pessoas na mesa nas situações 1 e 2. Deste modo, por mais que tenhamos 
mudado de lugar algumas das pessoas na mesa, não podemos considerar como permutações distintas as 
situações 1 e 2. Na verdade, note que as situações 1 e 2 são iguais porque uma pode ser obtida a partir da 
outra por rotação das cadeiras em 180º. 

Na situação 3, a pessoa A tem a impressão de que a pessoa D está a sua esquerda, a pessoa C está 
a sua direita e a pessoa B está a sua frente. Assim, claramente a situação 3 é distinta das situações 1 e 2. 
Agora, você deve estar se perguntando como é que se faz para determinar o número de permutações 
circulares de n elementos distintos? Observe que na permutação circular o que interessa é a ordem 
cíclica dos elementos. Assim, se uma permutação pode ser obtida a partir de outra por rotação dos 
elementos, então estas duas permutações são consideradas iguais. Portanto, cada uma das n! 
permutações simples distintas dos n elementos, analisando como se eles estivessem em linha, é contada 
n vezes, pois existe exatamente n possibilidades de rotacionar os elementos em torno do círculo até 
voltar a situação inicial. Desta forma, concluímos que o número de permutações circulares (PC), de n 
elementos distintos é igual a: 

on! _n(n-!])! 


Oh = S> CO == > (PCO as 
n n 


Obs: Outra maneira de demonstrar esta expressão, de certo modo mais simples, é analisar a impressão de 
localização de um elemento especifico no circulo em relação aos demais. Para fazer isto basta fixar um 
elemento e permutar os demais n — 1 em todos os lugares possíveis. Assim, existem (n — 1)! formas de 
este elemento especifico ter impressões diferentes de localização em relação aos demais elementos. 
Como na permutação circular o que interessa é exatamente esta impressão de localização, então 
podemos afirmar que existem (n — 1)! permutações de n elementos distintos em torno de um círculo. 
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Exemplos: 


1) Num colégio, 10 professores costumam tomar a refeição juntos, tanto no almoço como na janta. Usam 
uma mesa redonda para isso. A partir de certo dia decidem mudar de lugar diariamente na janta e no 
almoço. Determinar quantos dias são exigidos para cumprir totalmente tal propósito. 

Solução: 

Uma vez que existem (10 — 1)! = 9! permutações circulares de 10 elementos distintos em torno de um 
círculo e em cada dia temos duas destas permutações, são necessários 9!/2 dias para cumprir a tarefa. 


2) De quantos modos seis casais podem sentar-se em torno de uma mesa circular: 

a) não sentando juntos dois homens”; 

b) não sentando juntos dois homens, mas cada homem sentando ao lado de sua esposa? 

Solução: 

a) Como o número de homens é igual ao número de mulheres, se não sentam dois homens juntos, então 
os homens e as mulheres estão sentados alternadamente na mesa circular. Para analisar as possibilidades 
das pessoas sentarem-se à mesa, inicialmente vamos colocar, em cadeiras alternadas, as 6 mulheres. 


A figura ao lado mostra uma das maneiras de colocar as seis mulheres na 
mesa. Como elas estão igualmente espaçadas, claramente notamos que este é 
um caso de permutação circular. Assim, existem (6 — 1)! = 5! maneiras de 
colocar as 6 mulheres na mesa em cadeiras alternadas. 

Vamos agora colocar os 6 homens na mesa. Perceba que o fato de já estarem 
na mesa 6 mulheres faz com que não tenhamos mais um caso de permutação 
circular para os homens, pois se rotacionarmos uma forma qualquer de sentar 
dos homens (mantendo as mulheres fixas) obteremos uma situação diferente 
da inicial, uma vez que a localização das mulheres já distingue a situação. 


Assim, para cada uma das 5! permutações circulares das mulheres temos 6! permutações simples dos 
homens, implicando que no total temos 51.6! permutações. 

b) Para fazer com que os homens não sentem juntos, mas cada homem sentando ao lado de sua esposa, 
vamos organizar os casais aos pares, com as mulheres à esquerda e os homens à direita: 

Assim, devemos permutar circularmente estes seis pares de pessoas ao longo do círculo, onde obtemos 
(6 — 1)! = 5! permutações. Por outro lado, além da segiiência mulher-homem no par, devemos considerar 
também a sequência homem-mulher. Assim, o total de permutações é 2.5!. 


3) (AFA-2002) Numa demonstração de paraquedismo, durante a queda livre, participam 10 
paraquedistas. Em um certo momento, 7 deles devem dar as mãos e formar um círculo. De quantas 
formas distintas eles poderão ser escolhidos e dispostos nesse círculo? 
a) 120 b)720 c)86400 d) 151200 
Solução: 
A figura ao lado é uma representação do esquema proposto. Para escolher a 
O dá BRO) pessoa que vai ocupar a posição 1 temos 10 possibilidades. Na escolha da 
pessoa que vai ocupar a posição 2 temos 9 possibilidades. Assim, 
I | sucessivamente, até a escolha da posição 7, onde temos 4 possibilidades. Como 
(o) podemos rotacionar cada disposição 7 vezes, obtendo permutações iguais, o 
10.9.8.7.6.5.4 


N / 
O) ais O total de permutações é: D Ud = 86400. 


4) (UFRJ-96) Um grupo constituído por 4 mulheres e 4 homens deve ocupar as 8 cadeiras dispostas ao 
redor de uma mesa circular. O grupo deve ser acomodado de modo que cada homem sente entre duas 
mulheres. João e Maria estão nesse grupo de pessoas; entretanto, por motivos de ordem estritamente 
pessoal, não podem sentar-se lado a lado. Duas acomodações das pessoas ao redor da mesa são 
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consideradas diferentes quando pelo menos uma das pessoas não tem o mesmo vizinho à direita, nas 
duas acomodações. Determine o número de diferentes acomodações possíveis dessas 8 pessoas ao redor 
da mesa circular. 

Solução: 

Suponhamos que as quatro mulheres sejam Maria, Ana, Beatriz e Cláudia, cada 
uma representada por sua inicial. Vamos resolver esta questão lançando mão do 
método indireto de contagem. O número de maneiras de permutar circularmente 
as 4 mulheres na mesa é (4 — 1)! = 3!. Depois disto temos que colocar os 
homens na mesa. Eliminando a restrição de João não poder sentar ao lado de 
Maria, para cada uma das 3! permutações das mulheres temos 4! permutações 
dos homens, pois para uma dada permutação fixa das mulheres, não 
conseguimos duas situações idênticas de sentar por simples rotação das posições 
dos homens. Assim, N; = 31.4! = 144. 


Vamos agora contar os casos em que João está ao lado de Maria. Inicialmente permutemos 
circularmente as mulheres. Para cada uma das 3! permutações das mulheres, João pode ficar à direita ou 
à esquerda de Maria (2 possibilidades). Depois disto temos que permutar os demais 3 homens, que pode 
ser feito de 3! maneiras. Assim, N, = 3!.2.3! = 72. 

Portanto, a resposta do problema é N; — N2 = 144 — 72 = 72. 


5) (EPCAr-2004) De quantos modos 3 casais podem sentar-se ao redor de uma mesa circular de tal 
forma que marido e mulher não fiquem juntos? 

a)12 b)120 c)72 d)32 

Solução: 

Inicialmente numeremos as cadeiras. Após isto, considere os elementos definidos abaixo: 

A = homem do casal 1; a = mulher do casal 1; B = homem do casal 2; b = mulher do casal 2; 

C = homem do casal 3; c = mulher do casal 3. 

Para a posição relativa de A e a temos 3 situações distintas: 


situação 1 situação 2 situação 3 


Na situação 1, repare que para cada uma das quatro cadeiras (2, 3, 5 ou 6) que B pode sentar, b possui 
duas possibilidades de sentar na mesa. Por exemplo, se B sentar na cadeira 2, b pode sentar nas cadeiras 
5 ou 6. Para cada possibilidade acima, note que existem duas maneiras de colocar C e c na mesa. Por 
exemplo, se B sentar na cadeira 2 e b na cadeira 5, podemos colocar C na cadeira 3 e c na cadeira 6 ou 
vice-versa. Assim, na situação 1 temos (4) x (2) x (2) = 16 permutações possíveis. 

Na situação 2, se B sentar na cadeira 2, necessariamente b terá que sentar na cadeira 5, de modo a evitar 
que C e c fiquem juntos. Para esta possibilidade, temos duas maneiras de colocar C e c na mesa: C em 6 
e c em 4 ou o contrário. Se B sentar em 4 temos que b deve sentar em 6 e se B sentar em 6, b deve sentar 
em 4. Para cada uma destas duas possibilidades, temos duas maneiras de C e c sentar na mesa. Se B 
sentar em 5, b deve sentar em 2 e temos, novamente, duas possibilidades para colocar C e c na mesa. 
Portanto, nesta situação 2, temos (1) x (2) + (2) x (2) + (1) x (2) = 8 permutações possíveis. 

A análise da situação 3 é idêntica à análise da situação 2, onde encontraremos novamente 8 permutações 
possíveis. Deste modo, no total temos 16 + 8 + 8 = 32 permutações. 
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6) Sobre um plano existem n pontos distintos, sendo que não existem três pontos colineares. Quantos 
polígonos, não necessariamente convexos, podemos construir tendo para vértices esses n pontos? 
Solução: 
Como os polígonos não precisam ser convexos, cada polígono ficará determinado pela sequência com 
que os vértices são percorridos. Isto equivale a contar a quantidade de sequências cíclicas dos vértices, 
ou seja, contar o número de permutações circulares dos n vértices, levando-se em consideração que tanto 
faz ler a segiiência no sentido horário quanto no anti-horário. Por exemplo, para o caso de 6 vértices (1, 
2,3,4,5 e 6), as sequências abaixo são idênticas: 


Para o caso de n vértices, temos (n — 1)! permutações circulares. Como o polígono pode ser lido no 
sentido horário ou anti-horário, cada uma (n — 1)! sequências cíclicas dos vértices é contada duas vezes. 


—D! 
Assim, o número de polígonos é aD: 


7) (Olimpíada da Bélgica-94) Cada lado de um cubo é pintado de uma cor (existem 6 disponíveis). De 
quantas maneiras é possível fazer isto? Sabe-se que duas colorações são idênticas se podem ser obtidas 
por rotação do cubo. 

a)30 b)60 c)120 d)360 e)720 

Solução: 

Suponha que as 6 cores sejam representadas pelas letras A, B, C, D, E e F. Começando com o cubo sem 
nenhuma face pintada, vamos escolher uma face para ser pintada pela cor A. Repare que escolha da face 
é irrelevante, pois a situação do cubo com apenas uma face pintada pela cor A pode ser obtida por 
rotação do cubo, independentemente da face escolhida para ser pintada. Vamos agora escolher a cor para 
pintar a face oposta à face pintada pela cor A. Para tanto temos 5 possibilidades. Agora temos 4 cores 
para pintar as 4 faces restantes. Coloquemos as faces já pintadas como bases do cubo. Devido à simetria 
das faces laterais (que ainda não foram pintadas) e o fato de duas colorações serem idênticas se podem 
ser obtidas por rotação do cubo, então o que falta fazer é permutar circularmente as 4 cores restantes nas 
faces laterais do cubo, o que nos fornece (4 — 1)! = 3! permutações. Como temos que pintar as bases e as 
faces laterais, no total temos 5.3! = 30 colorações distintas. 
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4.10. PERMUTAÇÕES COM ELEMENTOS REPETIDOS 

Já aprendemos a calcular o número de permutações simples de n elementos distintos e o número 
de permutações circulares de n elementos distintos. Certamente você já deve ter se perguntado o que 
ocorre se alguns elementos forem iguais? Analise o caso dos anagramas da palavra CASA. Enumerando 
encontramos as seguintes permutações: 

CASA, CAAS, CSAA, SCAA, SACA, SAAC, AACS, AASC, ASCA, ASAC, ACSA, ACAS 

Assim, existem 12 permutações simples da palavra CASA. Sabemos que o número de anagramas 
de uma palavra de 4 letras distintas é 4! = 24. Será coincidência o fato de as duas letras A provocarem 
que o número de anagramas seja metade do valor se todas as letras fossem distintas? Não, não é 
coincidência! Para analisar melhor, numeremos as letras A, de modo a ficar mais claro qual letra está 
sendo mudada de local quando passamos de um anagrama para outro. Assim, temos que permutar as 
letras da palavra CA;SA». Apesar de termos colocado índices nas letras A, estas ainda são consideradas 
elementos iguais. 

Considere o anagrama SCA;A». Se trocarmos de lugar as duas letras A, teremos o anagrama 
SCA»A,, que é idêntico à SCA,A». Se os elementos A; e A, fossem distintos, qualquer troca de lugar 
entre estes implicaria em um anagrama diferente. Desta maneira, cada anagrama da palavra CASA é 
contado duas vezes se considerássemos que as duas letras fossem distintas. Por isso, o número de 
anagramas da palavra CASA é igual a 4!/2 = 12. 

A pergunta agora é o que ocorre se tivermos vários elementos iguais que devem ser permutados? 
A idéia é a mesma utilizada na palavra CASA. Suponha que você deseja calcular o número anagramas 
que podem ser formados com as 10 letras A A A A BB B C C D. Sabemos que existem 10! 
permutações simples de 10 elementos distintos. Em cada anagrama com as letras AA AABBBCCD 
se trocarmos de lugar as 4 letras A obteremos o mesmo anagrama. Assim, analisando somente a 


repetição das letras A, cada uma das 10! permutações obtidas considerando que as letras A são distintas 
| 


é contada 4! vezes. Portanto, temos £ anagramas considerando que as 4 letras A são iguais, as 3 letras 
B e as 2 letras C são distintas entre si. O mesmo feito em relação às letras A pode ser feito em relação às 
letras B. Trocando de lugar as 3 letras B obtemos o mesmo anagrama. Deste modo, dos E anagramas 
considerando que as 3 letras B e as 2 letras C são distintas entre si, 3! delas são iguais pela troca de lugar 


; ; 10! ; bona LNN 
das 3 letras B. Assim, existem 1A anagramas considerando as 4 letras A iguais, as 3 letras B iguais e 


ais ; ie ad dê 10! 
as 2 letras C distintas. Analogamente, considerando as 2 letras C iguais, temos TETE anagramas. 
Generalizando, se desejarmos permutar n elementos, em que x; deles são iguais, x2 deles são 


n 
; : LAE $ E = A X1,X95..5X 
iguais, ..., xr deles são iguais, o número de permutações é: | Pi 2» ir = 


! 
É SIGO 
Exemplos: 


1) (AFA-98) O número de anagramas da palavra ALAMEDA que não apresenta as 4 vogais juntas é 
a)96 b)744 c)816 d)840 

Solução: 

Vamos usar o método indireto de contagem. 


| 
O número de anagramas da palavra ALAMEDA sem restrições é Ny = £ =840. 


Para analisar os anagramas em que as 4 vogais aparecem juntas, observe o esquema: 
AAMEILIM|D 
Desta forma, temos que permutar os 4 elementos acima e depois permutar internamente as vogais (que 


; 4! 
possuem repetição). Portanto, temos N3 = 4! F =96. 
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Assim, o valor pedido é N2 — N: = 840 — 96 = 744. 


2) (AFA-2004) Se você vai comprar algo que custa cinquenta e cinco centavos, em uma máquina 
automática, e dispõe de oito moedas de cinco centavos do mesmo modelo e cinco de dez centavos 
também do mesmo modelo, então, existem n sequências possíveis de introduzir as moedas, totalizando 
cinquenta e cinco centavos. O valor de n é 

a)133 b)127 c)24 d)4 

Solução: 

Vamos enumerar as quantidades de moedas de cinco (C) e de dez (D) centavos que devem ser usadas e 
suas respectivas quantidades de introduzir as moedas. 


! 
1) 7 moedas de cinco e 2 moedas de dez (CCCCCCCDD): Z =36. 


| 
11) 5 moedas de cinco e 3 moedas de dez (CCCCCDDD): 3 =56. 
| 
iii) 3 moedas de cinco e 4 moedas de dez (CCCDDDD): = =35. 
| 
iv) 1 moeda de cinco e 5 moedas de dez (CDDDDD): $ =6. 
Desta maneira, n = 36 + 56 + 35 + 6 = 133. l 


3) (EPCAr-97) Dos anagramas com as letras da palavra MATEMATICA, quantos apresentam as vogais 
juntas e em ordem alfabética? 


a) 5040 b)180 c)40320 d)3628800 


Solução: 

Agrupemos as vogais em ordem alfabética: 

AAAMBLIM |M | T|T|C 
Deste modo, para calcular o que é pedido no enunciado, temos que permutar os 6 elementos acima, onde 


nt ig a ; s, 0 
temos duas letras M iguais e duas letras T iguais. Portanto, o número de permutações é TE =180. 


4) (EPCAr-2005) Uma prova consta de 10 proposições. Cada uma delas deve ser classificada como 
verdadeira (V) ou falsa (F). O número de maneiras de se classificar as 10 questões dessa prova, a fim de 
se obter pelo menos 70% de acertos é 

a)120 b)175 c)176 d) 186 

Solução: 

Vamos separar a análise em casos: 


| 

1) exatamente 70% de acertos (temos que permutar os elementos VVVVVVVFFF): a = 120. 
! 

ii) exatamente 80% de acertos (temos que permutar os elementos VVVVVVVVFF): = =45. 


! 
iii) exatamente 90% de acertos (temos que permutar os elementos VVVVVVVVVF): T =10. 


iv) exatamente 70% de acertos (temos que permutar os elementos VVVVVVVVVV): 1. 
O total de possibilidades é 120 + 45 + 10 + 1 = 176. 


5) (UNB-2002) Em uma videolocadora, considere que, em uma determinada ocasião, foram devolvidas 
17 fitas VHS que estavam alugadas. Destas, 8 foram produzidas nos EUA, 4 são de origem européia e 5 
são filmes nacionais. Essas fitas foram colocadas em uma prateleira que possuía 17 lugares vagos. Nessa 
situação, julgue os itens a seguir. 
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1) Se todas as 17 fitas forem distintas, então o número de maneiras diferentes de organizá-las nessa 
prateleira será divisível por todos os números primos menores que 18. 
2) Se todas as fitas forem distintas, mantendo-se sempre os filmes europeus juntos, independentemente 
de sua ordenação, pode-se organizar as fitas na prateleira de 4! x 13! maneiras distintas. 
3) O número de maneiras distintas de se organizar essas fitas, fazendo que as de mesma origem fiquem 
sempre juntas, é divisível por 3º. 
4) Considere que: das 8 fitas dos EUA, 6 sejam cópias do mesmo filme; das 5 brasileiras, 4 sejam cópias 
do mesmo filme; das 4 européias, 2 sejam cópias do mesmo filme; todas as demais são distintas. Nesse 
caso, 9 número de maneiras diferentes em que pode ser organizada a prateleira é divisível por 2” x 3º x 
5x7. 
Solução: 
1) CERTO. Como todos os 17 elementos são distintos, temos 17! possibilidades. 
Uma vez que 17! = 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16.17 e que os números primos menores que 18 
(2,3,5,7, 11,13 e 17) pertencem ao produto de 17!, então todos os primos menores que 18 dividem 171. 
2) ERRADO. De modo a manter os filmes europeus juntos, podemos montar o seguinte esquema (E; = 
filme europeu i, U; = filme americano i e N; = filme nacional 1): 
E, E>E3E,4 | Ui | U2 | Us | U4 | Us | Us | U7] Us | Ny | No | N5 | N4 | Ns 
Desta forma, devemos permutar estes 14 elementos e depois permutar internamente os 4 filmes 
europeus, implicando que temos 14!.4! possibilidades. 
3) CERTO. Mantendo as fitas de mesma origem juntas, podemos montar o esquema: 
E, E,E3E, | U1U2U3U4U5U6U7Us | NıN2N;N4N5 
Deste modo, devemos permutar os 3 elementos acima e depois permutar internamente as fitas de mesma 
origem. Temos, assim, 31.41.81.5! possibilidades. Como 3! é divisível por 3, 4! é divisível por 3, 8! é 
divisível por 32 e 5! é divisível por 3, então 3!.4!.8!.5! é divisível por 3º. 

17! 


61.412! 
=2/.32,5),72.11.13.17, que é divisível por 27.3º.52.7. 


4) CERTO. Considerando os elementos iguais, temos 


permutações. Fatorando os produtos, 


temos que 
61.41.21 


6) A figura abaixo representa 17 ruas que se cortam perpendicularmente, sendo oito verticais. Quantos 
caminhos mínimos uma pessoa pode percorrer para ir do ponto A ao ponto B: 

a) sem restrições? 

b) sem passar por C? 

c) sem passar por C e D? 

d) sem passar por C ou D? 


Solução: 

Como devemos percorrer caminhos mínimos, a pessoa sempre deve andar para cima (C) ou para a 
direita (D) ao longo dos quarteirões. Cada caminho possível é uma sequência de letras C e D, onde cada 
uma indica que caminho (para cima ou para a direita) a pessoa deve tomar em cada esquina. 

a) Indo direto desde A até B, temos que, independentemente da ordem, ir para cima (C) oito vezes e para 
a direita (D) sete vezes. 
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Assim, cada caminho mínimo possível é uma permutação de CCCCCCCCDDDDDDD. Temos, então 


15! f 
—— = 6435 caminhos. 
81.7! 


b) Vamos calcular o número de caminhos mínimos de ir desde A até B passando por C. 
Os caminhos desde A até C são equivalentes às permutações das letras CCCCDDD. Deste modo temos 


7! ; As AEE. ; ; 
IA caminhos mínimos possíveis para ir de A até C. 
| 


Os caminhos desde C até B são equivalentes às permutações das letras CCCCDDDD. Temos então > 


caminhos mínimos possíveis. 
Pelo método indireto de contagem, o número de caminhos de ir desde A até B sem passar por C é igual 
ao número de maneiras de ir desde A até B sem restrições menos o número de maneiras de ir desde A 
; ; 15) 7 8 , 
até B passando por C. Portanto, existem E = 3985 caminhos. 
81.7! 4131 414! 


A ; : ; T! : Era ; ; 
c) Pelo item anterior, para ir de A até C temos E caminhos mínimos. Para ir de C até D temos 
somente 1 caminho possível. Para ir de D até B, temos que permutar as letras CCCDDDD, ou seja, 
f 7! E > Ê ba 
existem Et caminhos. Consegientemente, pelo método indireto de contagem, temos 


15! 7! | 7! 
8171 4131 34 
d) Inicialmente vamos calcular o número de caminhos mínimos para ir de A até B passando por D. Os 

8! 


caminhos de A até D são equivalentes às permutações das letras CCCCCDDD. Assim, temos Er 


caminhos. Os caminhos de D até B são equivalentes às permutações das letras CCCDDDD. Assim, 

! ! ! 
temos a caminhos. Desta forma, para ir de A até B passando por D temos Sa caminhos. 
Para contar o número de maneiras de ir de A até B passando por C ou D devemos somar o número de 
maneiras de ir de A até B passando por C e de ir de A até B passando por D e subtrair desta soma o 
número de caminhos de ir de A até B passando por C e D. Em linguagem de conjuntos: 

| ! ! ! ! ! 
n(CUD) = n(C) + n(D) — n(CaD) = I ; E + 2 ; L É l. l =3185. 
4131 4141 5131 3141 4131 34 

Finalmente, para calcularmos o número de maneiras de ir de A até B sem passar por C ou D devemos 
calcular o número de maneiras de ir de A até B sem restrições e subtrair deste valor o número de 


! 
maneiras de ir de A até B passando por C ou D: = —3185=3250. 


= 5210 caminhos. 


7) (IME-96) É dado um tabuleiro quadrado 4X4. Deseja-se atingir o quadrado inferior direito a partir do 
quadrado superior esquerdo. Os movimentos permitidos são os representados pelas setas: 


De quantas maneiras isto é possível? 
Solução: 
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Esta questão é semelhante à anterior, com a única diferença de que agora é permitido fazer movimentos 
em diagonal. Cada caminho pode ser representado por uma permutação das letras H (movimento na 
horizontal para a direita), V (movimento na vertical para baixo) e D (movimento na diagonal principal 
para baixo). Vamos separar a análise desta questão em casos, de acordo com o número de movimentos 
em diagonal que podemos realizar: 

1) Nenhuma diagonal: os caminhos são representados pela permutação das letras HHHVVV 
| 

Assim, temos — = 20 caminhos. 
11) Uma diagonal: os caminhos são representados pela permutação das letras DHHVV 


; 5! : 
Assim, temos —— = 30 caminhos. 
212! 
iv) Duas diagonais: os caminhos são representados pela permutação das letras DDHV 
: 4! ; 
Assim, temos A =12 caminhos. 


v) Três diagonais: os caminhos são representados pela permutação das letras DDD 
Assim, temos evidentemente, somente 1 caminho. 
Somando todos os casos concluímos que existem 63 caminhos possíveis. 


8) (OBM-99) Um gafanhoto pula exatamente 1 metro. Ele está em um ponto A de uma reta, só pula 
sobre ela, e deseja atingir um ponto B dessa mesma reta que está a 5 metros de distância de A com 
exatamente 9 pulos. De quantas maneiras ele pode fazer isso? 

a)16 b)18 c)24 d)36 e)48 

Solução: 

Como o gafanhoto vai dar nove pulos de um metro e quer alcançar um ponto que está a 5 metros de 
distância, certamente ele vai dar sete pulos para frente (F) e dois pulos para trás (T). 

Portanto, cada forma diferente de ir de A até B pode ser representada por uma permutação de sete letras 
F e duas letras T: FFFFFFTT 


| 
Conseqüentemente, teremos = 36 possibilidades. 
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COMBINAÇÕES 


4.11. COMBINAÇÕES SIMPLES 

No capítulo anterior calculamos o número de maneiras de trocar de ordem elementos distintos ou 
iguais, colocando-os em linha ou ao longo de um círculo. Entretanto, você já deve ter se perguntado 
como fazer se, dada uma quantidade de objetos, quiséssemos somente escolher alguns deles, 
independentemente da ordem da escolha? Por exemplo, suponha que você vai comprar duas canetas 
distintas em uma loja que possui oito tipos diferentes de canetas. No final das contas, depois de comprar 
as canetas e você olhar as duas compradas, tanto faz a sequência com que você escolheu cada caneta. O 
mesmo acontece se você tem que dizer quais cinco jogadores de basquete, dentre doze possíveis, devem 
entrar jogando pelo seu time. Não importa a segiiência com que estes cinco foram escolhidos, e sim 
quais foram escolhidos. 

Por exemplo, suponha que você quer escolher três objetos de 8 possíveis distintos. Enumeremos os 


objetos: 1, 2,3,4,5,6, 7 e 8. Organizemos as escolhas: . Na 1º escolha temos 
(O 1— A 1—— A — 


12 escolha 22 escolha 32 escolha 
8 possibilidades, na 2º escolha temos 7 possibilidades e na 3º escolha temos 6 possibilidades. Pelo 
princípio da multiplicação, o número de segiiências possíveis de três objetos distintos é 8.7.6 = 336. 
Contudo, nestas 336 sequências estão contadas escolhas idênticas, uma vez da forma que organizamos 
nossas escolhas a ordem dos elementos escolhidos importa. Assim, temos a sequência de objetos 2 4 6 e 
também a segiiência 6 4 2, que são idênticas se você estiver interessado somente em escolher os objetos. 
Como então fazer para calcular o número de maneiras de somente escolher os objetos? Vamos 
inicialmente contar quantas vezes cada seleção de objetos (sem interessar a sequência em que são 
escolhidos) é contada nas 336 sequências. Como estamos escolhendo 3 objetos, podemos permutá-los de 
3! = 6 maneiras. Assim, a escolha 5 7 8 é contada 6 vezes nas 336 segiiências possíveis de 3 objetos dos 
8 dados. Portanto, o número de maneiras de escolher 3 objetos distintos dentre 8 objetos distintos é igual 


a = 56 O nome que se dá para cada uma destas escolhas de objetos distintos é combinação. 


; ; n k oqa EENES 
Simbolicamente, representamos por N ou Cn x ou C} e lê-se combinação de n elementos tomados k a 
k. No exemplo analisado anteriormente provamos que o número de combinações de 8 elementos 


8 
tomados 3 a 3 é 56, ou seja, 5) =56. 


Vamos agora generalizar. Digamos que você deseja calcular de quantas maneiras pode-se escolher 
k elementos dentre n distintos fornecidos, O < k < n. Vamos organizar as escolhas da seguinte forma: 


12 escolha 22 escolha 32 escolha kĉ® escolha 


Note que para a 1º escolha temos n possibilidades; para a 2º escolha temos n — 1 possibilidades; 
para a 3º escolha temos n — 2 possibilidades, assim sucessivamente, até a kë escolha, em que temos n — k 
+ 1 possibilidades. Desta maneira, o número de sequências que podemos formar com k elementos dos n 
é igual a n.(n — 1).(n — 2)...(n — k + 1). Porém não estamos interessados nas sequências dos elementos, 
uma vez que a ordem destes não interessa, estamos querendo apenas determinar quais vão ser 
escolhidos. Deste modo, cada uma das n.(n — 1).(n — 2)...(n — k + 1) segiiências é contada k! vezes, pois 


entar (na (mad) 
o k! 


po ; : n 
podemos permutar k elementos distintos de k! maneiras. Assim: la 


Multiplicando o numerador e o denominador desta última expressão por (n — k)!: 


mtas os ns inss! = a n! 
x k!(n-k)! “K(n-k)! 
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Exemplos: 


1) (AFA-99) Quatro pontos não-coplanares determinam, exatamente, quantos planos? 

a)l b)2 c)3 d)4 

Solução: 

Sabemos que cada seleção de três pontos não-colineares determina um plano. Assim, o número de 
planos é igual ao número de combinações de 3 pontos que podemos formar dos 4 dados. Portanto, o 


, 4) 4 
número de plano é == 
3J 3.1! 


2) (Mackenzie-2005) Uma padaria faz sanduiches, segundo a escolha do cliente, oferecendo 3 tipos 
diferentes de pães e 10 tipos diferentes de recheios. Se o cliente pode escolher o tipo de pão e 1, 2 ou 3 
recheios diferentes, o número de possibilidades de compor o sanduíche é: 

a)525 b)630 c)735 d)375 e)450 

Solução: 

Como temos 3 tipos de pães para escolher 1, evidentemente, temos 3 possibilidades de escolha. Se 


10 ; 
quisermos escolher exatamente 1 recheio temos Í i ] = 10 possibilidades. Mas se quisermos escolher 


10 ! 
dois tipos de recheios temos ] = = =45 possibilidades. Por outro lado, se quisemos escolher 3 
À . 10\ 10! PE 
tipos de recheios temos É = T =120 possibilidades. 


Como devemos escolher o tipo de pão e os recheios (que podem ser 1 recheio ou 2 recheios ou 3 
recheios), pelo princípio da multiplicação temos 3.(10 + 45 + 120) = 525 possibilidades. 


3) (UFMA-2003) Determine, usando análise combinatória, o número de diagonais de um decágono 
convexo. 
Solução: 
Toda vez que escolhermos dois vértices de um decágono podemos traçar uma diagonal ou um lado. 
Sendo dio o número de diagonais de um decágono, como o número de lados de um decágono é 10, 


10 | 
então: djo +10 = ER > do-35. 
2 21.8! 


4) (PUC/SP-2001) Buscando melhorar o desempenho de seu time, o técnico de uma seleção de futebol 
decidiu inovar: convocou apenas 15 jogadores, 2 dos quais só jogam no gol e os demais atuam em 
quaisquer posições, inclusive no gol. De quantos modos ele pode selecionar os 11 jogadores que irão 
compor o time titular? 

a)450 b)480 c)550 d)580 e)650 

Solução: 

Vamos separar a análise desta questão em dois casos: 

1) se o goleiro é um dos 2 jogadores que só jogam como goleiro: 


13 
Há 2 maneiras de escolher o goleiro e o = 286 maneiras de escolher os 10 jogadores de linha. 
ii) se o goleiro é um dos 13 jogadores jogam em qualquer posição: 
3 
f i = 78 possibilidades para escolher os 11 jogadores que entrarão jogando. 


Assim, temos no total 2 x 286 + 78 = 650 possibilidades. 
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5) (UFMG-99) Uma criança possui sete blocos cilíndricos, todos de cores diferentes, cujas bases 
circulares têm o mesmo raio. Desses blocos, quatro têm altura igual a 20 cm e os outros três têm altura 
igual a 10 cm. Ao brincar, a criança costuma empilhar alguns desses blocos, formando um cilindro, cuja 
altura depende dos blocos utilizados. 
DETERMINE de quantas maneiras distintas a criança pode formar cilindros que tenham exatamente 70 
cm de altura. 
Solução: 
Uma vez que os blocos possuem cores distintas, apesar de alguns possuírem mesma altura, podemos 
considerar que todos são elementos distintos. Como devemos empilhar os blocos, além de escolher quais 
vão entrar para cada pilha, também devemos permutá-los, de modo a alcançar todas as configurações 
possíveis. Observemos os possíveis casos de pilhas de 70 cm: 


4 
1) 3 com altura de 20 cm e 1 com altura de 10 cm: Temos H possibilidades de escolher os três blocos 


3 
cilíndricos de 20 cm e possibilidades de escolher o de 10 cm. Depois disto temos que permutar os 4 
blocos escolhidos, que pode ser feito de 4! maneiras. 


4 
ii) 2 com altura de 20 cm e 3 com altura de 10 cm: Temos K possibilidades de escolher os três blocos 


3 
cilíndricos de 20 cm e N possibilidade de escolher os 3 de 10 cm. Depois disto temos que permutar os 


5 blocos escolhidos, que pode ser feito de 5! maneiras. 


f 4\/3 4\/3 
Assim, no total temos | L4H 1]. 1.5!=1008. 
311 ZU 


6) (UFMG-2003) O jogo de dominó possui 28 peças distintas. Quatro jogadores repartem entre si essas 
28 peças, ficando cada um com 7 peças. De quantas maneiras distintas se pode fazer tal distribuição? 

a) 281/7141 b)281/41241 c) 28!/(7Df d) 28!/7!21! 

Solução: 


28 
Suponhamos que a ordem com que as peças são divididas interessa. Assim, temos í E ] possibilidades 
ANDEI fi 21 Rr PORT EA gi 14 
de distribuir 7 peças para o 1° jogador, É possibilidades de distribuir 7 peças para o 2 jogador, É 


7 
possibilidades de distribuir 7 peças para o 3° jogador e q possibilidades de distribuir 7 peças para o 4º 


Jogador. Desta forma, o número de maneiras de distribuir ordenadamente as cartas pelos jogadores é 
BANA) 28 21 14 28 
TATR SS TR TT AN 

7) (UFMG-2004) Numa escola, há 10 professores de Matemática e 15 de Português. Pretende-se formar, 

com esses professores, uma comissão de sete membros. 

a) Quantas comissões distintas podem ser formadas? 

b) Quantas comissões distintas podem ser formadas com, pelo menos, um professor de Matemática? 

c) Quantas comissões distintas podem ser formadas com, pelo menos, dois professores de Matemática e, 


pelo menos, três professores de Português? 
Solução: 
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a) Como temos 25 professores para escolher 7, então temos a comissões possíveis. 
b) Pelo método indireto de contagem, podemos calcular o número de comissões sem restrições e subtrair 
do número de comissões com nenhum professor de matemática. Desta forma temos | E ]- a 


7 


comissões com pelo menos um professor de matemática. 
c) Separemos a análise em casos: 


10\/15 
1) comissões com 4 professores de matemática e 3 de português: j ( possibilidades. 


101/15 
ii) comissões com 3 professores de matemática e 4 de português: 3 ( possibilidades. 


101/15 
iii) comissões com 2 professores de matemática e 5 de português: 3 ( possibilidades. 


101/15 101/15 101/15 aa 
Temos, no total, i + + i possibilidades. 

413 314 2J(5 
8) (Fuvest-97) Numa primeira fase de um campeonato de xadrez cada jogador joga uma vez contra todos 
os demais. Nessa fase foram realizados 78 jogos. Quantos eram os jogadores? 


a)l0 bill œ)12 d) 13 e) 14 
Solução: 


n 
Para organizar um jogo basta escolher dois dos n times do torneio. Assim, temos B jogos nessa fase. 
n n(n—1) 2 
Portanto: 5 =78 > Ao > nº-n-156=0 > (n+12)(n-13)=0 > n=13. 


9) (Fuvest-2003) Uma ONG decidiu preparar sacolas, contendo 4 itens distintos cada, para distribuir 
entre a população carente. Esses 4 itens devem ser escolhidos entre 8 tipos de produtos de limpeza e 5 
tipos de alimentos não perecíveis. Em cada sacola, deve haver pelo menos um item que seja alimento 
não perecível e pelo menos um item que seja produto de limpeza. Quantos tipos de sacolas distintas 
podem ser feitos? 

a)360 b)420 c)540  d)600 e)640 

Solução: 

Separemos em casos: 

5 


i) sacola com 1 alimento não perecível e 3 produtos de limpeza: l E 


] = 80 possibilidades. 


8 
1 
P i N sa 8/5 PIR 
11) sacola com 2 alimentos não perecíveis e 2 produtos de limpeza: a 280 possibilidades. 


3 


8 
iii) sacola com 3 alimentos não perecíveis e 1 produto de limpeza: í K 


3 ] = 280 possibilidades. 


Desta forma, temos 640 sacolas distintas. 


10) (EsPCEx-2000) Entre duas cidades A e B há dois postos de pedágio, sendo o primeiro com 5 cabines 
e o segundo com 4 cabines. Há também 10 pontos de abastecimento. Um viajante realizará o percurso 
entre essas duas cidades passando pelos dois pedágios e parando três vezes para abastecimento. 
Entendendo por “formas diferentes de realizar o percurso” cada uma das opções de passar pelas cabines 
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de pedágio e parar nos postos de abastecimento, o número de formas diferentes como ele poderá realizar 
o percurso da cidade A para a cidade B é: 

a) 60 b) 600 c) 1200  d)2400 e) 14400 

Solução: 

O viajante deverá escolher qual cabine do pedágio A deve passar (5 possibilidades), qual cabine do 
pedágio B deve passar (4 possibilidades) e escolher 3 dos 10 pontos de abastecimento (Cio, 3 
possibilidades). Consequentemente, temos 5.4.C10,3 = 2400 possibilidades. 


11) (AFA-98) A quantidade de números naturais de 4 algarismos distintos, formados por 1, 2, 3, 4, 5e 6, 
que contém o algarismo 3 ou o algarismo 4 é 
a) 196 b)286 c)336 d)446 
Solução: 
Temos três casos a considerar: 
1) o algarismo 3 pertence ao número e o algarismo 4 não pertence: 
Temos que escolher os 3 algarismos restantes, dentre os 4 possíveis (1, 2, 5 e 6) e depois permutar os 4 
algarismos do número. Assim, N; = C4, 3.4! = 96. 
11) o algarismo 3 não pertence ao número e o algarismo 4 pertence: 
Mais uma vez, temos que escolher os 3 algarismos restantes, dentre os 4 possíveis (1, 2, 5 e 6) e depois 
permutar os 4 algarismos do número. Assim, N2 = C4,3.4! = 96. 
iii) o algarismo 3 pertence ao número e o algarismo 4 também pertence: 
Temos que escolher os 2 algarismos restantes, dentre os 4 possíveis (1, 2, 5 e 6) e depois permutar os 4 
algarismos do número. Assim, N3 = C4, 2.4! = 144. 
Desta maneira, temos no total Ni + N2 + N; = 336 números. 


12) (Escola Naval-2004) O maior número de planos que podemos formar com 10 pontos distintos do 
espaço, dos quais 6 são coplanares é 
a)30 b)31 c)100 d) 101 e)208 
1º Solução (Método Direto de Contagem): 
Sabemos que cada seleção de três pontos não-colineares determina um plano. Fora o plano definido 
pelos seis pontos, tem-se três casos a considerar: 

1) Escolher 3 pontos somente dos 4 não coplanares: C4 3 = 4 planos. 

ii) Escolher 1 ponto dos 4 não coplanares e 2 pontos dos 6 coplanares: (C4 1)(Cs6,2) = 60 planos. 
iii) Escolher 2 pontos dos 4 coplanares e 1 ponto dos 6 coplanares: (Cy »)(Cs, 1) = 36 planos. 
Então, no total, temos 1 + 4 + 60 + 36 = 101 planos. 
2° Solução (Método Indireto de Contagem): 
Vamos contar a quantidade de maneiras de escolher 3 pontos dentre os 10 totais e subtrair deste valor a 
quantidade de maneiras de escolher 3 pontos coplanares. Esta subtração resulta na quantidade de 
maneiras de escolher 3 pontos não coplanares, cada maneira associada a um plano distinto. Lembrando 
do plano definido pelos 3 pontos, a quantidade de plano é igual a C10,3 — C6,3 + 1 = 120 - 20 = 101. 


13) (UFMG-2003) Um baralho é composto por 52 cartas divididas em quatro naipes distintos. Cada 
naipe é constituído por 13 cartas — 9 cartas numeradas de 2 a 10, mais Valete, Dama, Rei e Ás, 
representadas, respectivamente, pelas letras J, Q, K e A. 

Um par e uma trinca consistem, respectivamente, de duas e de três cartas de mesmo número ou letra. 
Um full hand é uma combinação de cinco cartas, formada por um par e uma trinca. 

Considerando essas informações, CALCULE 

a) de quantas maneiras distintas se pode formar um full hand com um par de reis e uma trinca de 2. 

b) de quantas maneiras distintas se pode formar um full hand com um par de reis. 

c) de quantas maneiras distintas se pode formar um full hand. 

Solução: 

a) Para formar este full hand devemos escolher os naipes dos 2 reis (escolher 2 dentre 4 possíveis) e os 
naipes das 3 cartas de 2 (escolher 3 dentre 4 possíveis). Assim, temos C4, 5.C4 3 = 24 maneiras. 
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b) Neste caso devemos escolher os naipes do par de seis (escolher 2 dentre 6 possíveis), depois escolher 
as cartas da trinca (12 possibilidades) e seus naipes (escolher 3 dentre 4 possíveis). 
Deste modo, temos C4 2.12.C4 3 = 288 maneiras. 
c) Devemos escolher a carta do par (13 possibilidades), os 2 naipes desta carta (escolher 2 dentre 4 
possíveis), a carta da trinca (12 possibilidades) e os 3 naipes desta carta (escolher 3 dentre 4 possíveis). 
Assim, temos 13.C4 2.12.C4 3 = 3744 maneiras. 


14) (UNB-2000) Um debate com 18 candidatos, dos quais 6 são mulheres, será transmitido por uma 
emissora de televisão. Os candidatos serão posicionados em 3 mesas — A, B e C —, cada uma com 6 
cadeiras devidamente numeradas, ficando o mediador posicionado ao centro, como apresentado na 
figura abaixo. 


mediador 


Com base nos dados apresentados no texto, considerando-se que a composição das mesas inicia-se pela 
mesa A, seguida da B e depois da C, e que a posição que cada candidato possa ocupar em uma mesa seja 
irrelevante, julgue os itens abaixo. 

(1) Existem exatamente (18!)/(12!) composições diferentes para a mesa A. 

(2) Existem precisamente (12!)(6!)/(3!)7 composições distintas para a mesa A, de maneira que 
exatamente 3 dos 6 candidatos que compõem a mesa sejam mulheres. 

(3) Existem precisamente (I8N/(12)(6!) maneiras distintas de serem formados 3 grupos de 6 
candidatos cada um para ocuparem as 3 mesas. 

(4) Se, em cada uma das mesas, dois lugares deverão ser ocupados por mulheres, haverá exatamente 
(12))(6!)/(8!)(4!) composições distintas para a mesa A. 

Solução: 

(1) CERTO. Para formar a mesa A devemos escolher 6 das 18 pessoas. Claramente, isto pode ser feito 


18 18! 18! 18 o 
de = = = possibilidades. 
6) 6!.12! 1216] (12 


6 
(2) ERRADO. Devemos escolher 3 das 6 mulheres e 3 dos 12 homens: Bi 


2) 61 12! (126) 
3) 31313191 (3 (91) 
possibilidades. 


18 
(3) ERRADO. Para escolher as 6 pessoas que vão ocupar a mesa A temos A possibilidades, para a 


12 
mesa B temos (6) possibilidades e para a mesa C temos 1 possibilidade (os 6 que sobraram). Desta 


Dien 18 \/12 18! 12! (18!) POE 
forma, para distribuir as 18 pessoas temos . .=—.—— = possibilidades. 
6) 6 61.12! 61.61 (6) 
6)/12 6! 12! 
(4) ERRADO. Devemos escolher 2 das 6 mulheres e 4 dos 12 homens: . ="—.— 
2h4) 214! 4138! 


possibilidades. 
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15) (ITA-94) Quantas anagramas com 6 caracteres distintos podemos formar usando as letras da palavra 
QUEIMADO, anagramas estes que contenham duas consoantes e que, entre as consoantes, haja pelo 
menos uma vogal? 

a)7200  b)7000  c)4800  d)3600 e) 2400 

Solução: 

Como o anagrama deve possuir 6 letras, sendo 2 consoantes e 4 vogais, e a palavra QUEIMADO possui 
3 consoantes e 5 vogais, inicialmente temos que escolher as consoantes e as vogais que vão formar o 
anagrama. Para simplesmente escolher (depois iremos permutar) as consoantes temos C3 » possibilidades 
e as vogais temos Cs 4 possibilidades. 

Vamos agora calcular as permutações destas letras escolhidas, lembrando que entre as duas consoantes 
deve existir pelo menos uma vogal. Vamos utilizar o método indireto de contagem. O número total de 
anagramas, sem restrições, é 6!. Agora vamos calcular o número de anagramas com as duas consoantes 
juntas. Podemos organizar o seguinte esquema: 

CG | Vi | V2 | V3 | V4 
Portanto, devemos permutar os 5 elementos e depois internamente as 2 vogais. Temos, assim, 5!.2! 
possibilidades. 

Pelo método indireto de contagem temos (C3, »)(Cs,4)(6! — 5!.2!) = 7200 anagramas. 


16) (ITA-02) Quantos anagramas com 4 letras distintas podemos formar com as 10 primeiras letras do 
alfabeto e que contenham 2 das letras a, b e c? 

a) 1692  b)1572 c)1520  d)1512 e)1392 

Solução: 

Existe uma imprecisão no enunciado, pois não é citado de cada anagrama deve possuir exatamente 2 das 
letras a, b e c ou pelo menos 2 das letras a, b e c. Vamos entender que o que é pedido é o número de 
anagramas com exatamente 2 das letras a, b e c. Neste caso, devemos escolher 2 dentre 3 elementos 
distintos (vogais), depois escolher 2 dentre 7 elementos distintos (consoantes) e finalmente permutar os 
elementos escolhidos. Assim, temos (C3, 2)(C7,2)(4!) = 1512 anagramas. 


17) (IME-91) Dado o conjunto A = {1, 2, 3, ..., 102}, pede-se o número de subconjuntos de A, com três 
elementos, tais que a soma destes seja um múltiplo de três. 

Solução: 

Vamos dividir os elementos do conjunto A em três outros conjuntos de acordo com o seu resto na 
divisão por 3: 

Ao = {3, 6, 9, ..., 102}; A= {1, 4,7, ..., 100}; A2= {2, 5, 8, ..., 101} 

Ao é o conjunto formado pelos elementos de A que deixam resto O na divisão por 3, A, é formado pelos 
que deixam resto 1 e A2 é formado pelos que deixam resto 2. 

Observemos as quantidades de elementos de cada conjunto: n(Ao) = 34; n(A,) = 34; n(A2) = 34. 

Para que a soma de 3 números inteiros seja múltiplo de 3 temos duas situações: 

1) os 3 números deixam o mesmo resto na divisão por 3: 

Assim, devemos escolher 3 números que deixam resto O na divisão por 3 ou 3 números que deixam resto 
1 na divisão por 3 ou 3 números que deixam resto 2 na divisão por 3. 

Temos, portanto, C34,3 + C34,3 + C34,3 = 3.C34,3. 

11) cada um dos 3 números deixam um resto diferente na divisão por 3: 

Neste caso, devemos escolher um dos 34 elementos de Ao, um dos 34 elementos de A; e um dos 34 
elementos de A». Conseqüentemente, existem 34.34.34 = 34º possibilidades. 

Desde que separamos a análise em dois casos, no total temos 3.C34,3 + 34° possibilidades. 


18) (IME-93) Numa escola há 15 comissões, todas com igual número de alunos. Cada aluno pertence a 
duas comissões e cada duas comissões possui exatamente um membro comum. Todos os alunos 
participam. 

a) Quantos alunos tem a escola? 
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b) Quantos alunos participam de cada comissão? 
Solução: 
a) Como cada aluno pertence a duas comissões e cada duas comissões possui exatamente um membro 
comum então toda vez que selecionarmos duas comissões teremos um aluno distinto associado a este par 
de comissões, que é exatamente o único aluno que participa simultaneamente destas duas comissões. Por 
exemplo, se selecionarmos as comissões 4 e 12, teremos um aluno, digamos João, associado este par de 
comissões, que é o único membro de pertence tanto à comissão 4 quanto à comissão 12. Assim, se 
enumerarmos todos os pares de comissões e ao lado de cada par escrevermos o nome do aluno que 
pertence às duas comissões, ao final da enumeração teremos escritos, apenas uma vez, o nome de cada 
aluno. Portanto, concluímos que o número de alunos é igual ao número de pares de comissões que 
podem ser formados. Como temos 15 comissões, podemos formar Cis, 2 = 105 pares de comissões e, 
consequentemente, temos 105 alunos. 
b) Suponha que o número de alunos por comissão seja igual a k. 
Montemos uma tabela de distribuição dos alunos pelas comissões: 
comissão 1 | comissão 2 |... | comissão 15 


membro 1 
membro 2 


membro k 
Evidentemente, o número de vezes que preenchemos esta tabela com os nomes dos alunos é igual a 15.k. 
Por outro lado, como o nome de cada aluno vai escrito duas vezes (pois cada alunos pertence a duas 
comissões) na tabela acima, então também podemos afirmar que o número de vezes que preenchemos a 
tabela acima é igual a 2.105 = 210. Assim: 15.k=210 > k=14. 


19) (IME-94) Seja um octógono convexo. Suponha que quando todas as suas diagonais são traçadas, não 
há mais de duas diagonais se interceptando no mesmo ponto. Quantos pontos de interseção (de 
diagonais) existem neste octógono? 

Solução: 

Tome quatro vértices deste octógono. Observe a figura abaixo, onde traçamos todos os segmentos de 
reta possíveis com os quatro vértices. 


Note que para toda seleção de quatro vértices do octógono existem três 
pontos de interseção de diagonais, na figura representados por Pı, P2 e P3. 
Deste modo, podemos afirmar que o número de pontos de interseção de 
diagonais é igual três vezes o número de maneiras de escolhermos quatro 


8 
entre os oito vértices do octógono. Assim, existem E =210 pontos de 


interseção de diagonais. 


20) (IME-88) Considere um torneio de xadrez com 10 participantes. Na primeira rodada cada 
participante joga somente uma vez, de modo que há 5 jogos realizados simultaneamente. De quantas 
formas distintas esta primeira rodada pode ser realizada? Justifique sua resposta. 

1º Solução: 

Sejam os dez participantes representados por: P1, P2, P3, P4, Ps, Ps, P7, Ps, Po e Pro. 

Inicialmente imagine a tabela da 1º rodada sem nenhum jogo escolhido. O participante P,, na 1º rodada, 
certamente vai jogar contra outro participante. A escolha deste participante pode ser feita de 9 maneiras. 
Suponhamos que P; jogue contra Ps. Já temos um jogo marcado: P; X Ps. 

O jogador P, vai ter que jogar contra alguém da 1º rodada. Sobram 7 possibilidades para escolher seu 
adversário. Digamos que P2 jogue contra Po. Temos o segundo jogo marcado: P2 X Po. 
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O jogador P; também vai ter que jogar. Temos 5 possibilidades de escolha de seu adversário. 
Suponhamos que P; jogue contra P4, fazendo o terceiro jogo: P3 X P4. 
Ps também vai ter que jogar na 1º rodada. Sobram ainda 3 maneiras de escolher seu adversário. Digamos 
que Ps jogue contra P10, implicando que o 4º jogo seja Pç X Pro. 
Para o último jogo temos apenas 1 possibilidade, que é pegar os times que ainda não foram escolhidos. 
Desta forma, existem 9.7.5.3.1 = 945 possibilidades de realizar os 5 jogos da 1º rodada. 
2° Solução: 


10 
Escolha um par de times para realizar o 1º jogo. Isto pode ser feito de 3 ] possibilidades. Depois do 1º 
a 8 Eis 
jogo ser marcado, na escolha de mais um par de times para fazer o 2° jogo temos 5 possibilidades. 


6 
Analogamente, para a escolha dos times do 3° jogo temos e possibilidades, para a escolha do 4° jogo 


4 2 
temos H possibilidades e na escolha do 5° jogo temos G possibilidades. 
Como a ordem de escolha dos jogos é irrelevante, devemos dividir a multiplicação das quantidades 


Ceasa 


acima por 5!. Assim, o total de maneiras de marcar a 1º rodada é E 


21) (IME-2000) Seja o conjunto: 

D= {(ki, k2) | 1 <kı < 13; 1 <k < 4; kı, k2 E IN}. 

Determine quantos subconjuntos L = f(x,,x2), (y1,2), (21,22), (tisto), (t1;r2)}, L c D, existem com 5 
(cinco) elementos distintos, que satisfazem simultaneamente as seguintes condições: 

a) X1 = y1 =Z]; 

b) Xi # tı, XXI, t 21). 

Solução: 

Antes de começar a contar devemos analisar o que estamos contando. Como estamos querendo calcular 
a quantidade de conjuntos L (que obedecem às condições a e b) então a ordem dos elementos de L não 
interessa, uma vez que em um conjunto somente estamos interessados nos elementos que o compõe e 
não da ordem em que estão listados. Assim, podemos afirmar que os conjuntos A = {1,2,3} e B= (3,1, 
2} são iguais. Conscientes disto, vamos começar a contagem. 

Iniciamos escolhendo o valor dos elementos x, = yı = zı. Para tanto temos 13 valores possíveis. Como 
os elementos (x1,x2), (y1,Y2) e (Z1,72) são distintos dois a dois, então x,  y2, X2 Æ Z2 € Y2 Æ Z2. Assim, 
devemos escolher 3 valores dentre 4 distintos, ou seja, temos C4 3 = 4 possibilidades. 

Note que já calculamos o número de maneiras de formar os elementos (x1,x2), (Y1,Y2) e (21,22). 

Como tı + rı então os elementos (ti,t>), (ri,r>) são distintos para quaisquer valores de t, e r2, que podem 
até ser iguais. Desta forma, temos C12, 2 = 66 possibilidades para escolher os valores de tı er; e 4.4 = 16 
possibilidades de escolha para os valores de tz e r2. 

Concluímos, então, que existem 13.4.66.16 = 54912 subconjuntos L. 


22) (IME-2004) Ao final de um campeonato de futebol, somaram-se as pontuações das equipes, 
obtendo-se um total de 35 pontos. Cada equipe jogou com todos os outros adversários apenas uma vez. 
Determine quantos empates houve no campeonato, sabendo que cada vitória valia 3 pontos, cada empate 
valia 1 ponto e que derrotas não pontuavam. 

Solução: 
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Seja n o número de times do campeonato. Como cada equipe jogou contra cada outra exatamente uma 


Ala, n(n—1) 


vez, então o número de jogos disputados é igual a E . O valor máximo de pontos totais 


distribuídos entre os times corresponde quando todos os jogos terminam com vitória de um dos times 
(cada jogo distribuindo 3 pontos na tabela de pontuação dos times) e o valor mínimo de pontos 
corresponde quando todos os jogos terminaram empatados (cada jogo distribuindo 2 pontos na tabela de 


: ; -1 -1 
pontuação dos times). Assim: q HE <35< 3E 
Como n é inteiro positivo, resolvendo a inequação 2n(n — 1) < 70, encontramos que 1 <n < 6. 
Analogamente, resolvendo 3n(n — 1) > 70 (n inteiro positivo) encontramos que n > 6. 


Portanto, concluímos que a única solução inteira positiva para a equação (1) é n = 6, implicando que 


> In(n-D)<70<3n(n-1) (1) 


6 
foram disputados q = 15 jogos no torneio. 


Como a diferença de pontos distribuídos entre um jogo que não terminou empatado e outro que terminou 
empatado é 1, então o número N de jogos que terminaram empatados é igual à diferença entre o número 
máximo teórico de pontos totais dos times e a quantidade real de pontos totais dos times ao final do 


6 
torneio. Assim: N = 6) —35=45-35=10 jogos empatados. 


23) (IME-80/81) O professor Sah Bido quer oferecer jantares para 3 alunos de cada vez. O professor tem 
7 alunos e quer oferecer 7 jantares, com a restrição de que um mesmo par de alunos não pode ser 
convidado para mais de um jantar, isto é, se os alunos A, B e C comparecerem a um jantar, então a 
presença do aluno A, por exemplo, em outro jantar, impedirá a presença de C ou de B, neste jantar. 
Chamando-se de programa a um conjunto de 7 jantares nas condições especificadas, pergunta-se: 
quantos programas diferentes poderão ser formados? 

Solução: 

Observe que nesta questão um programa é uma seleção de 7 ternos de alunos. Como no enunciado é 
usada a palavra conjunto, entenderemos que a ordem com que os ternos de alunos são organizados no 
programa não interessa, bastando apenas escolher (sem permutar) os 7 ternos. 

Montemos uma tabela para organizar os 7 jantares: 

jantar 1 | jantar 2 | jantar 3 | jantar 4 | jantar 5 | jantar 6 | jantar 7 


aluno 1 
aluno 2 
aluno 3 
Representemos os 7 alunos pelas primeiras 7 letras do alfabeto: A, B, C, D, E, F e G. 
Se escrevermos debaixo de cada jantar os três pares de alunos possíveis de serem formados por dia, ao 
final do preenchimento da tabela acima teremos escrito 21 pares de alunos, todos distintos, uma vez que 
o mesmo par de alunos não pode ser convidado para mais de um jantar. Por outro lado, como o número 
máximo de pares que podemos formar com os 7 alunos é C7, 2 = 21 então concluímos que exatamente 
todos os 21 pares possíveis de alunos são escritos. Assim, podemos afirmar que cada pessoa participa 
exatamente de 3 jantares e, ao final destes 3 jantares, cada pessoa participou de exatamente um jantar 
com cada um dos outros seis alunos. 
Como o aluno A deve participar de exatamente 3 jantares, vamos analisar inicialmente como que o aluno 
A pode participar de um programa. Analisemos todos os ternos de alunos em que o aluno A figura: 

A A A A A A A A A A A A A A A 

B B B B B C C C C D D D E E F 

C D E F G D E F G E F G F G G 
Assim, temos 15 possibilidades de escolha de como o aluno A vai participar pela 1º vez do programa. 
Suponha que o terno escolhido seja A-B-C. Para a escolha dos outros dois ternos em que o aluno A 
figura temos as seguintes possibilidades: 
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A A A A AA 
D D D E E F 
E F G E G G 
Repare que a escolha do 2° terno com o aluno A já determina a escolha do último. Por exemplo, se 
escolhermos o termo A-D-E, o último terno deverá ser A-F-G. Porém, se escolhermos o terno A-D-G, o 
último será A-E-F. Desta maneira, para cada escolha do 2º temo com o aluno A (6 possibilidades), 
temos apenas uma possibilidade de escolha do último terno com o aluno A. Entretanto, observe que a 
ordem com que os ternos são escolhidos não interessa, uma vez que estamos apenas interessados em 


15.6.1 ac 
escolher os ternos e não permutá-los. Deste modo, temos < =15 possibilidades de escolher (sem 


permutar) os 3 ternos em o aluno A vai estar presente no jantar. 
Suponhamos, somente para efeito de análise das escolhas posteriores, que estes ternos escolhidos sejam 
A-B-C, A-D-E e A-G-H. Para a escolha dos 4 ternos que faltam temos as seguintes possibilidades: 

B B B B C C C œ 

D D E E D D E E 

G H G H G H G H 
Os alunos B e C já foram escolhidos para um jantar (A-B-C) e cada um deve ainda ser escolhido para 
mais dois jantares. Note que a escolha do 2° terno com o aluno B já determina a escolha do último terno 
com o aluno B. Por exemplo, se escolhermos como o 2° jantar de B o terno B-D-G, o último jantar será 
obrigatoriamente B-E-H. Assim, para cada uma das 4 possibilidades de escolha do 2° jantar do aluno B, 
temos uma possibilidade para o último jantar. Como a ordem com que os ternos são escolhidos não 


; 4.1 Si e sl 
interessa, temos Ea 2 possibilidades de escolher os outros dois jantares do aluno B. 


Agora, para fechar um programa, falta somente escolher os outros dois jantares do aluno C. Na verdade, 
as escolhas dos 3 jantares do aluno A e os dois outros dois jantares (um deles é com o aluno A) do aluno 
B já determinam os outros dois jantares do aluno C. Por exemplo, suponha que os outros dois jantares de 
B sejam B-D-H e B-E-G. A única possibilidade para C é completar o programa com os ternos C-D-G e 
C-E-H, pois todos os pares que podemos formar com os outros alunos (à exceção dos pares D-G e E-H) 
já foram formados nos 5 jantares já escolhidos para um programa. Desta maneira, temos apenas uma 
possibilidade para a escolha dos últimos dois jantares. 

Portanto, o número total de programas (conjuntos de 7 jantares) é 15.2.1 = 30. 


24) Nove cientistas trabalham num projeto sigiloso. Por questões de segurança, os planos são guardados 
em um cofre protegido por muitos cadeados de modo que só é possível abri-los todos se houver pelo 
menos 5 cientistas presentes. 

a) Qual é o número mínimo possível de cadeados? 

b) Na situação do item a, quantas chaves cada cientista deve ter? 

Solução: 

a) Se só é possível abrir o cofre se houver pelo menos 5 cientistas presentes, então se tomarmos todo 
grupo de 4 cientistas teremos pelo menos um cadeado que estes 4 cientistas não possuem a sua chave. 
Logo, se enumerarmos todos os grupos de 4 cientistas e ao lado de cada grupo escrevermos o cadeado 
que estes não possuem a chave, ao final desta enumeração teremos escritos, pelo menos uma vez, todos 
os cadeados. Desta forma, podemos concluir que o número de cadeados é no mínimo igual ao número de 
maneiras de escolher 4 dos 9 cientistas, ou seja, o número de cadeados é no mínimo Co, 4 = 256. 

b) Imagine que você é um dos cientistas. Sabemos que toda vez que selecionarmos 4 dos cientistas existe 
pelo menos um cadeado que estes 4 cientistas não possuem a chave. Suponha que você está em um 
grupo de 5 cientistas que vai abrir o cofre. Os outros 4 cientistas possuem, com exceção de uma, todas as 
chaves para abrir o cadeado. Com quem está a chave que está faltando? Com você, claro. Isto ocorre 
com todo grupo de 5 cientistas em que você faz parte. No pior dos casos, todas estas chaves são distintas 
para cada grupo de 4 cientistas que podemos formar com os outros 8. Desta forma, o número de chaves 
que cada cientista deve possuir é igual a Cg 4 = 70. 
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25) (OBM-2004) Os doze alunos de uma turma de olimpíada saíam para jogar futebol todos os dias após 
a aula de matemática, formando dois times de 6 jogadores cada e jogando entre si. A cada dia eles 
formavam dois times diferentes dos times formados em dias anteriores. Ao final do ano, eles verificaram 
que cada 5 alunos haviam jogado juntos num mesmo time exatamente uma vez. Quantos pares de times 
diferentes foram formados ao longo do ano? 
Solução: 
Se não houvesse a restrição de cada 5 alunos jogar juntos apenas uma vez o número de maneiras de 
distribuir os 12 jogadores em 2 times de 6 alunos cada seria C12, 6. 
Selecione aleatoriamente 5 dos 12 alunos. Pela restrição do enunciado, estes jogam no mesmo time 
apenas uma vez. Sem a restrição, estes 5 alunos jogariam juntos 7 vezes, pois podemos pegar qualquer 
um dos outros 7 alunos ainda sem time e colocar no time formado pelos 5 alunos selecionados 
inicialmente. Desta maneira, podemos afirmar que o número de maneiras de dividirmos os times com a 
restrição de cada 5 alunos jogar juntos apenas uma vez é igual a um sétimo do número de maneiras de 


C 
dividirmos os times sem restrição nenhuma, ou seja, temos a =132 possibilidades. 


26) (Olimpíada de Goiás) Propõe-se colorir cada uma das casas de um tabuleiro 4x4 com apenas uma 
das duas cores: ou preto ou branco, de modo que existam exatamente duas casas brancas em cada fila e 
em cada coluna. Determine o número de maneiras diferentes que se pode efetuar a coloração proposta. 
Solução: 

Vamos pintar coluna por coluna. Na primeira coluna devemos escolher 2 das 4 colunas para serem 
pintadas de preto. Assim, temos C4,2 = 6 formas de escolher estas duas casas. Digamos que escolhemos 
a 1° ea 3° casas. 

Para a segunda coluna temos os seguintes 3 casos: 

1) Pintar as casas adjacentes às casas pintadas na 1º coluna; 

2) Pintar somente uma casa adjacente a uma casa da 1º coluna; 

3) Não pintar nenhuma casa adjacente a uma casa da 1º coluna. 


Caso 1 Caso 2 Caso 3 


Para o caso 1, não existe mais escolha, pois somente existe uma possibilidade para pintar as casas da 2º 
coluna, e também para a 3º e 4º colunas temos somente uma possibilidade que é pintar as casas das 
linhas ainda não pintadas. 

Assim, para o caso 1 temos C4 » = 6 possibilidades. 

Para o caso 2, temos 2 possibilidades para escolher qual a casa adjacente a ser pintada e mais duas 
possibilidades para escolher qual a casa não adjacente a ser pintada. Notemos depois de pintar estas 
casas sobra uma linha sem casa pintada, implicando que na 3º e 4º colunas as duas casas desta linha 
devem ser pintadas. Depois de pintar estas duas casas, temos duas linhas com somente uma casa pintada. 
Para pintar estas casas temos duas possibilidades. Assim, para o segundo caso temos C4, 2.2.2.2 = 48 
possibilidades. 

Para o terceiro caso, existe somente uma possibilidade de pintar a 2º coluna. Como já temos cada linha 
com uma casa pintada, basta escolher agora as duas casas da 3º linha para pintar e completar duas linhas 
com duas casas pintadas. Isto pode ser feito de C4, » = 6 possibilidades. Para a última coluna temos 
somente uma possibilidade, uma vez que sobram duas linhas com uma casa pintada. Deste modo, para o 
3º caso temos C4 ».C4,2 = 36 possibilidades. 

Portanto, o número total de possibilidades é 6 + 48 + 36 = 90. 
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4.12. ARRANJOS 
Suponha que você quer montar todas as sequências com k elementos distintos a partir de n 
elementos distintos dados. Como temos n possibilidades para a 1º escolha, n — 1 possibilidades para a 2º 
escolha, assim sucessivamente, até n — k + 1 possibilidades para a kë escolha, pelo princípio da 
multiplicação existem n.(n — 1).(n — 2)...(n — k + 1) sequências possíveis de k elementos distintos. O 
nome que se dá para cada uma destas sequências é arranjo. Simbolizamos o total de arranjos de n 


elementos distintos tomados k a k por An, k ou Ak . Portanto: |An «=n.(n— D.(n-2)..(n—k+ 1) 


Uma outra interpretação para arranjo é através da combinação. Para construir as sequências de k 
elementos a partir dos n distintos você pode inicialmente escolher os k elementos que vão entrar na 
sequência (note isto pode ser feito de Cn, x maneiras) e posteriormente permutar estes k elementos 


distintos (que pode ser feito de k! maneiras). Pelo princípio da multiplicação, o número de arranjos de n 
elementos tomados k a k é igual a | A, y = (Cy y)k! 


Perceba que as duas fórmulas apresentadas acima para o cálculo de An « são, evidentemente, 
equivalentes, uma vez que: 


n! n! 
(Ch )k!= m- Ok .k!= GE =n.(n-D.(n-2)..(n—-k+1) 


Neste livro não vamos utilizar a fórmula do arranjo para resolver um exercício de análise 
combinatória por vários motivos, entre os quais se destacam: 

e Repare que apesar de ter duas interpretações (uma através do teorema da multiplicação e outro 
através da combinação), nenhuma das interpretações acrescenta nada de novo em relação ao que 
já foi visto anteriormente neste livro. Assim, nunca poderemos dizer que determinada questão 
somente pode ser feita através de arranjos; 

e É interessante descomplicar a análise de uma questão de contagem. Até então, neste livro, uma 
pessoa ao ler um enunciado tem que decidir se é o caso utilizar a teoria das permutações, das 
combinações e os teoremas fundamentais. Já é demais e também já é suficiente. O excesso de 
fórmulas faz com que a pessoa que ainda está aprendendo combinatória fique mais preocupada 
em decorar as fórmulas do que propriamente entender o fundamento que está por trás de cada 
fórmula. Note que todas as fórmulas até agora apresentadas foram demonstradas usando somente 
o princípio da multiplicação e da adição. Estes dois princípios são suficientes e necessários para 
resolver qualquer questão de contagem; 

e A utilidade da fórmula do arranjo é muito restrita. É necessário escolher uma certa quantidade de 
objetos e depois permutar a mesma quantidade. Isto ocorre somente nas questões mais simples. 
Nas mais complexas escolhe-se uma certa quantidade de objetos e permuta-se outra. Nestes 
casos, a fórmula do arranjo é absolutamente inútil. 


Você deve agora estar se perguntando porque então foi exposta a teoria sobre os arranjos? Por um 
único motivo: alguns vestibulares continuam a usar a notação do arranjo de n elementos tomados k a k 
em suas questões. Assim, é normal em vestibulares aparecem alternativas da seguinte forma: 


a) Ag; Db) Añ; An! (Ao); e) (AÉXCÃ)7!. 
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4.13. SOLUÇÕES INTEIRAS POSITIVAS DO SISTEMA x; + x2 + ... + Xp=n 
Vamos agora calcular o número de soluções inteiras positivas (x1, X2, ..., xp) de um sistema linear 
da forma x, + x2 +... + xp = n. Por exemplo, vamos enumerar as soluções inteiras positivas de x + y = 5: 
(x, y) = {(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)!. Chegamos à conclusão que existem 4 soluções inteiras positivas 
para a equação x + y = 5. Entretanto quando aumentamos a quantidade de varáveis ou o valor da soma 
teremos muito trabalho na enumeração das soluções. Vamos montar um raciocínio para o cálculo do 
número de soluções. Suponha que você quer calcular o número de soluções inteiras positivas do sistema 
linear x + y + z + w = 9. Podemos perceber algumas soluções, tais como (1, 2, 3,3) ou (2,5, 1, 1), 
contudo a enumeração não parece ser um caminho aconselhável. Observe o seguinte esquema: 
XxX + y + Z + wW 
1+1+1+1+1+1+1+1+1 
Se selecionarmos 3 dos sinais + na soma acima de no lugar deles colocarmos uma barra, 
obteremos uma solução inteira positiva para o sistema. Por exemplo: 
x t+ y + Z + w 
1+1 |1+1+1|1+1+1]|1 
1+1] 1+1|1ļ|1+1 


Se interpretarmos que a soma até a primeira barra é igual a x, a soma entre a primeira e a segunda 
barra é igual a y, a soma entre a segunda e terceira barra é igual a z e a soma depois da terceira barra é 
igual a w, a 1º situação acima equivale à solução x = 2, y = 3, z = 3 e w = 1 e a 2? situação equivale à 
solução x = 4, y = 2, z = 1 e w = 2. Deste modo, cada vez que escolhermos 3 dos 8 sinais de adição (+) e 
colocarmos nos seus lugares uma barra ( | ), obteremos uma solução inteira positiva distinta do sistema 
linear x + y + z + w = 9. Portanto, podemos afirmar que o número de soluções inteiras positivas do 
sistema x + y + z + w = 9 é igual ao número de maneiras de escolher 3 dentre 8 sinais de adição. Assim, 


8 P se ; 
temos H soluções inteiras positivas para o sistema x +y +z+w=9. 


Para generalizar podemos analisar um esquema semelhante ao anterior. Considere que agora 
estamos interessados em calcular o número de soluções inteiras positivas (x1, X2, ..., Xp) do sistema linear 
Xi t x2 +... +xp=n,n e IN,n> p. Separemos o número n como sendo a soma den 1ºs: 

MG ar A MET A ar Xp 
Ie bar las do selos ae] aedl sed 

Se escolhermos p — 1 dos n — 1 sinais de adição (+) e colocarmos nos seus lugares barras ( |), 
podemos separar os números 1ºs em p somas intermediárias, cada uma associada (de acordo com a sua 
ordem) a uma das variáveis. Portanto, podemos afirmar que o número de soluções inteiras positivas do 
sistema x, + X2 +... + Xp = n é igual ao número de maneiras de escolher p — 1 dentre n — 1 sinais de 
n-1 


p-1 
Mas, e se estivéssemos interessados em determinar a quantidade de soluções naturais de um 
sistema da forma x, + x2 +... + xp = n? Nada que uma troca de variáveis não resolva! Se x1, X2, ..., Xp SãO 
números naturais, então x, > 0, x2 2 0, ..., xp Z 0. Definimos as variáveis y1, y2, ..., Yp da seguinte forma: 
Sir equi ei o Ro = ed 
Substituindo de volta da equação: 
K PGT a 2.60 eia DR S pe] Da Ra poe sta] od fim e ORAR 4 a OD 
Note agora que para cada solução natural da equação xı + x2 + ... + xp = n temos exatamente uma 
solução inteira positiva da equação yı + y2 +... + Yp =n + p e vice-versa. Assim, podemos afirmar que o 
número de soluções naturais da equação x, + X2 +... + xp = N é igual ao número de soluções inteiras 
positivas da equação yı + y2 +... + Yp = n + p. Desta maneira, pela teoria desenvolvida anteriormente, 


n+p-1 
pill 


adição. Assim, temos 


] soluções inteiras positivas para o sistema x, + X2 +... + Xp =N. 


temos que o número de soluções naturais do sistema x, + x2 +... + xp = N é igual a 
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Exemplos: 


1) (FGV-2005) Um fundo de investimentos disponibiliza números inteiros de cotas aos interessados 
nessa aplicação financeira. No primeiro dia de negociação desse fundo, verifica-se que 5 investidores 
compraram cotas, e que foi vendido um total de 9 cotas. Em tais condições, o número de maneiras 
diferentes de alocação das 9 cotas entre os 5 investidores é igual a: 

a)56 b)70 c)86 d)120 e) 126 

Solução: 

Perceba que nesta questão uma forma de distribuir as cotas se diferencia de outra apenas pela quantidade 
de cotas que cada investidor compra. Sendo assim, se x; 1 < i < 5, é a quantidade de cotas compradas 
pelo investidor i, então temos que x, + X2 + x3 + x4 + xs = 9. Como cada variável é maior ou igual a 1, 
estamos interessados no número de soluções inteiras positivas desta equação. Portanto, o número de 


9-1 8 
maneiras de dividir as 9 ações nos 5 compradores é igual a É i = H =70. 


2) (AFA-98) Lançando-se 4 dados, sucessivamente, o número de maneiras de se obter soma 7 é 

a)20 b)24 c)72 d)216 

Solução: 

Seja x; 1 < i < 4, o número que aparece na face superior do dado i. Assim, o que o enunciado pede é 
equivalente à calcular a quantidade de soluções inteiras positivas do sistema x + x2 + x3 + x4 = 7. Deste 


7-1 6 
modo, temos E ] = 5) = 20 maneiras distintas de obter soma 7 quando jogamos 4 dados. 


3) (Escola Naval-97) Um grupo de trabalho na Marinha do Brasil deve ser composto por 20 oficiais 
distribuídos entre o Corpo da Armada, Corpo de Intendentes e Corpo de Fuzileiros Navais. O número de 
diferentes composições onde figure pelo menos dois oficiais de cada corpo é igual a: 

a) 120 b)100 c)60 d)29 e)20 

Solução: 

Repare que um grupo de trabalho se distingue de outro somente pelas quantidades de oficiais de cada 
classe. Sejam: a = nº de oficiais da Armada; i = nº de oficiais Intendentes; f= nº de oficiais Fuzileiros. 
Desta forma, temos que calcular o número de soluções do sistema linear a + i + f = 20, sujeito às 
restrições a 2 2, i > 2 ef> 2. Vamos fazer uma troca simples de variáveis, de modo que as restrições 
passem a ser > 1. Sejam: A=a-1>1; I=i-1l>1; F=f-1>1. 

Substituindo de volta na equação: a +i+f=20 > A+1+I+1+F+1=20 > A+I+F=17. 
Portanto, dividir os oficiais no grupo de trabalho é equivalente a calcular o número de soluções inteiras 


17-1 16 
positivas do sistema A + I + F = 17, onde temos l šal ] = 3 ] = 120 possibilidades. 


4) Calcule o número de soluções inteiras maiores que — 4 da equação x, + X2 +x; +x4=1. 

Solução: 

Como cada x;, 1 < i < 4, é um inteiro maior que — 4, então podemos afirmar que x; > — 3. Vamos fazer 

uma troca de variáveis de modo que a única restrição de todas as variáveis seja > 1. Sejam: 
yi=x+421, y2=x2+42 1, y=x; +421, y4=x4+421 

Substituindo de volta na equação: xı + x2 + x3 +x4=1 > y-4+ty-4+y;-4+y—-4=1 > 

yi + y2 + y3 + y4= 17 

Como o número de soluções inteiras maiores que — 4 da equação x, + x2 + X3 + x4 = 1 é igual ao número 


17-1 16 
de soluções inteiras positivas da equação yı + y2 + y3 + y4 = 17, então temos í Rei ] = : l = 560. 


98 


Capítulo 4 Análise Combinatória 
5) Calcular o número de soluções inteiras naturais da inequação x +y +z< 5. 
1º Solução: 
Sex +y +z < 5, então temos as seguintes possibilidades: 


Dx+y+z=0 = 1solução natural (x=y=z=0) 
z 1+3-1 3 E á 
Dxtytz=1 > = =3 soluções naturais 
3-1 2 
o 2+3-1 4 N 
ii)x+ty+tz=2 > = = 6 soluções naturais 
3-1 2 
3+3-1 5 3 ' 
iv)x+ty+tz=3 > = = 10 soluções naturais 
3-1 2 
4+3-1 6 E : 
VE TIL > = =15 soluções naturais 
3-1 2 
Assim, no total temos 1 + 3 + 6 + 10 + 15 = 35 soluções naturais. 


2° Solução: 

Inicialmente podemos notar que, como estamos trabalhando somente com varáveis naturais, o sistema 
linear x + y + z < 5 é equivalente ao sistema x + y + z < 4. 

Vamos agora definir uma nova variável f, chamada de folga, que é exatamente o que falta para x + y + z 
ficar igual a 4, ou seja, f= 4 — (x + y + z). Como o valor de x + y + z vai desde O até 4, temos que o valor 
de f também vai desde 0 até 4, ou seja, f possui a mesma generalidade de x, y e z. Perceba também que 
uma vez definidos os valores de x, y e z (de modo que x + y + z < 4) temos diretamente o valor de f. 
Assim, podemos concluir que o número de soluções naturais de x + y + z < 4 é igual ao número de 


4+4-1 
soluções naturais de x + y + z + f= 4. Portanto, x + y + z < 5 possui í T ] = 35 soluções naturais. 


6) De quantas maneiras podemos colocar r bolas vermelhas idênticas e w brancas idênticas em n caixas 
de modo que cada caixa contenha ao menos uma bola de cada cor? 

Solução: 

Vamos primeiro distribuir as r bolas vermelhas. Como as bolas vermelhas são idênticas, o que diferencia 
uma forma de distribuir de outra é a quantidade de bolas vermelhas em cada caixa. Por isso, definimos: 
vi = número de bolas vermelhas colocadas na caixa i, 1 <i <n 

Como cada caixa deve possuir pelo menos uma bola vermelha, temos que o número de maneiras de 
distribuir as r bolas vermelhas nas n caixas é igual ao número de soluções inteiras positivas do sistema 
r—1 

] maneiras de distribuir as bolas vermelhas. 


linear vı + v2 +... + Vn =r, OU seja, existem 


Analogamente, calcular o número de maneiras de distribuir as w bolas brancas nas n caixas é 
equivalente a determinar a quantidade de soluções inteiras positivas do sistema bı + bz +... + bn = w, 


. ; ; RY w 
onde b;, 1 < i < n, é o número de bolas brancas na caixa i. Portanto, temos 


] maneiras de distribuir 
n a. 


as bolas brancas. 
EA EM ufa 7 r-l\/w-l 
Como devemos distribuir as bolas vermelhas e as bolas brancas então, no total, temos ii j 
n-lj{ n- 


maneiras de distribuir. 


7) Quantos inteiros entre 1 e 1.000.000 inclusive possuem a soma de seus dígitos igual a 13? 

Solução: 

Como 1.000.000 é o único número da seqüência que possui 7 dígitos e a soma dos seus dígitos não é 
igual a 13, podemos trabalhar com números de até 6 dígitos. Assim, podemos escrever que estamos 
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procurando números da forma (x1x2x3X4XsX6)10 de modo que x, + x2 + x3 + x4 + X5 + x6 = 13, onde O < x; 


<9, x; e IN, 1 <i< 6. Sabemos que a equação x, + x, + x3 + X4 + X5 + x6 = 13 possui E: Y = [5] 
= 8568 soluções naturais. Entretanto, nem todas estas soluções satisfazem 0 < x; < 9, uma vez que (12, 0, 
0, 0, 0, 1) é uma solução natural de x, + X2 + X3 + x4 + X5 + x, = 13 e x, = 12 não é um dígito em base 10. 
Vamos então descontar estas soluções em que algum x; é maior que 9. Perceba que apenas um x; será 
maior que 9, pois se tivéssemos dois termos x; maiores que 9 a soma x, + X2 + X3 + X4 + X5 + x6 Seria 
maior que 18. Inicialmente vamos escolher o termo x; que será maior que 9, para tanto temos 6 
possibilidades. Suponhamos, para efeito de análise, que xç > 9. Vamos separara a análise em casos: 


. 3+5-1 7 r. , 
i) x6 = 10: x + x2 + X3 +x4+tx;=3 > a = j =35 soluções naturais. 


o 2+5-1 6 p ; 
iD)x=1: x+tx +tx +x4 +x; =2 > = í =15 soluções naturais. 


e 1+5-1 5 y f 

iii) x6 = 12: xı + x2 + x3 + x4 +tx;=l1 > Sj = į = 5 soluções naturais. 

iv) x6 = 13: x t+x2 +x3+x4 +x5=0 = 1 solução natural. 

Portanto, existem 8568 — 6 x (35 + 15 + 5 + 1) = 8232 números inteiros entre 1 e 1.000.000 inclusive 
que possuem a soma de seus dígitos igual a 13 


8) (IME-2003) Sejam A e B dois subconjuntos de IN. Por definição, uma função f: A > B é crescente se 
ai >a > f(aı) > f(a2), para quaisquer a; ca € A. 
a) Para A = {1,2} e B = {1, 2, 3, 4}, quantas funções de A para B são crescentes. 


b) Para A = {1, 2, 3} e B = {1, 2, ..., n}, quantas funções de A para B são crescentes, onde n é um 
número inteiro maior que zero? 
Solução: 


a) Sejam a= f(1)- 1, b= f(2)-f(1) e c= 4- f(2). 

Somando estas equações temos que a+b + c= 3, com a2 0, b 2 0 e c2 0. Perceba agora que depois de 
escolhidos os valores de a, b e c os valores de f(1) e f(2) estão unicamente determinados. Em outras 
palavras, o número de funções f crescentes é igual ao número de solução naturais de a + b + c= 3. 
Fazendox=a+1l,y=b+lez=c+ltemosque x-l+y-l+z-1=3 > 
x+tyt+z=6,comx>1,y>1lez>l. Escreva o último sistema da seguinte maneira: 
x+y+z=1+1+1+1+1+1. 

Note que a quantidade de tais solução é igual ao número de maneiras de colocar duas barras nos cinco 


' ; 5 PE p 
espaços entre os 1's. Assim, existem n =10 solução inteiras positivas para x + y + z = 6, fazendo 


com que existam 10 funções f crescentes. 

b) Utilizando o mesmo raciocinio anterior, sejam: 

a=f(1)-1, b=f(2)-f(1), c =f(3)-f(2) e d=n- f3). 

Somando temos que a +b+c+d=n- 1, com aœ 0, b > 0, c> 0ed 0. Fazendo x=a+1, y=b+1, 
z=c+1 e w=d+1 temos x-l+y-l+z-l+w-l=n-1 => x+y+z+w=n +23, onde x,y, 
(n+2)(n + Dn 


; n+ TN p ; ; 
Zz, W > 1. Para este sistema temos í 3 ] soluções inteiras positivas, ou seja, existem 


funções f crescentes. 
Obs: Esta solução permite generalizar o problema proposto. Assim, se A = (1,2,..., m} e B = [1,2,..., 


n+m-l 
n}, pode-se provar que existem l funções f crescentes de A para B. 
m 
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4.14. PRINCÍPIO DA INCLUSAO-EXCLUSAO 

No capítulo 1, quando enunciamos o princípio da adição, colocamos que se uma decisão d; pode 
ser tomada de nı maneiras, a decisão dz poder ser tomada de n) maneiras e as decisões são 
independentes, então o número de maneiras de se tomarem as decisões dı ou dz é nı + n2. Em linguagem 
de conjuntos, se A A B = Ø, então n(A U B) = n(A) + n(B). 

Mas o que ocorre se A A B z Ø? Como dentro de n(A) o valor de n(A A B) é contado uma vez e 
dentro de n(B) o valor de n(A A B) é contado novamente uma vez, então o número n(A) + n(B) possui 
contado duas vezes o valor de n(A ^ B). Como devemos contar apenas uma vez o valor de n(A A B), 
então podemos afirmar que, se An B # Ø, então n(A U B) = n(A) + n(B) -n(A A B). 

Para três conjuntos, disjuntos aos pares, podemos fazer o seguinte: 

n(A U B U C) =n((A U B) U C) = n(AUB) +n(C) — n((AUB)NC) => 
n(AVBUC) =n(A)+n(B) -n(ANB)+n(C)-(n(ANC) +n(BNC) -n(ANBACO) > 
n(AVBUC) =n(A)+n(B) +n(C)—-n(ANB) -n(ANC)-n(BAC) +n(ANBAC) 

Vamos agora generalizar esta idéia. Para 1 < k < n, definimos Ipk = Èa; MNA). 

Isij<...<ip Sn 


n 
Vamos provar, por indução finita, que n(A; U... J Ap) = S~ 


k=1 
para n = 2 e n = 3 já foi demonstrado. Vamos assumir que a fórmula seja válida para um determinado 
valor de n. Então: 
(A V... U Apa) EnA L.OU An nAn anl L.O AOA) 


=n(A; V.U An) +n(An1) 0((Ã O Apa) V.U (An N Ann) 


n,k - O caso em que n = 1 é trivial e 


n n n 
= PCD ak taAa EED EnaA ONA) l ELED nk 
k=1 k=1 k=1 


= Isij<..<ip Sn 


Assim, por indução, segue que a fórmula | n(A; V... UV A,) n,k | é válida. 


Exemplos: 


1) Seja S = {1, 2, ..., 500}. Determine o número de inteiros em S que são divisíveis por 2, 3 ou 5. 
Solução: 

Sejam: A2 = subconjunto de S cujos elementos são divisíveis por 2; A3 = subconjunto de S cujos 
elementos são divisíveis por 3; As = subconjunto de S cujos elementos são divisíveis por 5. 

Inicialmente, podemos notar que a quantidade de números entre 1 e n, inclusive, que são divisíveis por k 


é igual à parte inteira do número E Assim: 


1) Como 500/2 = 250, então entre 1 e 500, inclusive, existem 250 números divisíveis por 2. 
11) Como 500/3 = 166,66..., então entre 1 e 500, inclusive, existem 166 números divisíveis por 3. 
111) Como 500/5 = 100, então entre 1 e 500, inclusive, existem 100 números divisíveis por 5. 
iv) Como 500/6 = 83,33..., então entre 1 e 500, inclusive, existem 83 números divisíveis por 6. 
v) Como 500/10 = 50, então entre 1 e 500, inclusive, existem 50 números divisíveis por 10. 
vi) Como 500/15 = 33,33..., então entre 1 e 500, inclusive, existem 33 números divisíveis por 15. 
vii) Como 500/30 = 16,66..., então entre 1 e 500, inclusive, existem 16 números divisíveis por 30. 
Pelo princípio da Inclusão-Exclusão: 
n(A? U A3 U As) = n(A2) + n(A3) + n(A5) — n(A? O A3) — n(Ão O As) — n(As A As) + n(A? A As A As) 
n(A2 U A3 U A5) = 250 + 166+100-83-50-33 + 16 = 366. 
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2) Quantos números de n algarismos (n > 3) podemos formar com os algarismos 1, 2 ou 3, de modo que 
em cada número figure cada um desses 3 algarismos pelo menos uma vez? 
Solução: 
Sejam: 
A = conjunto de todos os números sem restrição; 
A, = conjunto dos números nos quais não figura o algarismo 1; 
A» = conjunto dos números nos quais não figura o algarismo 2; 
As = conjunto dos números nos quais não figura o algarismo 3. 
Pelo princípio da Inclusão-Exclusão: 
n(A, U A2 U A3) = n(Ay) + n(A2) + n(A3) — n(A; A A2) — n(A; A A3) — n(A? A A3) + n(A; A A2 A A3) 
n(A; U A2 U A3) = 2" + 2” +2"—1-1-1+0=3.2"-3 
Pelo método indireto da contagem o valor pedido é igual a: 
N=n(A)-n(A U A? U A3) = 3°- 3.2" +3 


3) De quantas maneiras podem sentar em uma fila 3 ingleses, 3 franceses e 3 belgas de modo que não 
haja 3 compatriotas juntos? 

Solução: 

Sejam: 

A = conjunto das permutações das 9 pessoas sem restrições; 

A, = conjunto das permutações das 9 pessoas com os 3 ingleses juntos; 

A» = conjunto das permutações das 9 pessoas com os 3 franceses juntos; 

A, = conjunto das permutações das 9 pessoas com os 3 belgas juntos. 

Pelo princípio da Inclusão-Exclusão: 

n(A; U A, U A3) = n(A1) + n(A2) + n(A3) — n(A; O A2) — n(A; O A3) — n(A2 A A3) + n(A O A2 A A3) 
n(A; U A2 U A3) = 31.7! +31.7! +31.7! SLB SLB SLB! + BD = 79056 

Pelo método indireto da contagem o valor pedido é igual a: 

N = n(A) - n(A; U A? U A3) = 9! — 79056 = 283824 


4) Calcular o número de permutações das 8 letras A A B B C C D D, onde duas letras iguais não sejam 
adjacentes. 

Solução: 

Sejam: 

A = conjunto das permutações das 8 letras A A B B C C D D sem restrições; 

A, = conjunto das permutações que têm as duas letras A juntas; 

A» = conjunto das permutações que têm as duas letras B juntas; 

As = conjunto das permutações que têm as duas letras C juntas; 

A4 = conjunto das permutações que têm as duas letras D juntas; 

Pelo princípio da Inclusão-Exclusão: 


4 4 4 
n(A VAU AUA) =J n(A) - 5 n(ANAD+ SANA NA D-n(A NA, NA; NA) 
i=l Isi<j Ixi<j<k 
7! 6! 5! 
n(AUVAUAUA)E4. 6.— +40 41 = 1656 
21.21.21 DA 


Pelo método indireto da contagem o valor pedido é igual a: 


! 
É 1656 — 864. 


a a A E 
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Permutação caótica ou desarranjo de um conjunto é uma permutação no qual nenhum elemento do 
conjunto ocupa a mesma posição que ocupava inicialmente. Por exemplo, uma permutação caótica da 
palavra ESCOLA é o anagrama SEACOL. Vamos agora determinar a expressão que fornece a 
quantidade de permutações caóticas de um conjunto A = fai, a2, ..., an} de n elementos distintos. Para 
l] <i <n, sabemos que a quantidade de permutações em que k elementos de A ocupam a mesma posição 


n 
que ocupavam inicialmente é iguala Ink = NG — k)!. Observe que, na verdade, o valor de In, x fornece 


o valor das permutações dos elementos de A em que pelo menos k elementos ocupam a mesma posição 
que ocupavam inicialmente, uma vez que, para obter o valor de In, k, fixamos k elementos de A na sua 
posição inicial e depois permutamos os demais n — k elementos. Nesta permutação dos n — k demais 
elementos de A teremos casos em que um elemento ocupa a posição inicial. Desta maneira, para calcular 
a quantidade de permutações caóticas de A devemos utilizar o princípio da inclusão-exclusão: 


CIS. 


| e k+1[ 2 e, g k+l 0! n 
D,=n!-5(-1) (n=kK)l=n-5 (DS =nt-n!5 —— =n! 1- 
k=1 k k=1 k! k=1 k! 


ja k p2 
Dea y e ou D, =n! E EA o T D 
k=0 K! OL W A A A N n! 


Exemplos: 


1) (Olimpíada da Bélgica-94) Uma pequena escola possui 4 alunos. Uma professora coletou as provas 

resolvidas pelos alunos e imediatamente repassou para eles mesmos corrigirem. De quantas maneiras é 

possível fazer isto sem que um aluno receba a mesma prova que fez? 

a)6 b)9 c)l14 d)23 24 

Solução: 

O que está se pedindo nesta questão é o número de permutações caóticas de 4 elementos. Assim, temos 
1 1 1 1 1 


Da =al + + J=” possibilidades. 
0111 2 31 4 


2) Suponha que o número de elementos do conjunto A é n. a) Quantas são as funções f: ASA para as 

quais a equação f(x) = x não possui solução? b) Quantas são as funções f: ASA bijetoras para as quais a 

equação f(x) = x não possui solução? 

Solução: 

a) Como a única restrição para a escolha de f(a,) é f(a,) > aj, então temos n — 1 possibilidades para a sua 

escolha. Analogamente, como f(a>) + a2, temos n — 1 possibilidades para a sua escolha. Este raciocínio 

segue até a escolha de f(an), onde temos também n — 1 possibilidades. Assim, existem (n — 1)” funções. 

b) Como as funções devem ser bijetoras, então cada função é igual a uma permutação caótica do 
n 

N + Lol +...+ = funções. 

o r 2 3 n! 


conjunto A. Assim, temos D, = af 


3) Quantas são as permutações de (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) que têm exatamente 3 elementos no seu lugar 
primitivo? 

Solução: 

Inicialmente vamos escolher os 3 elementos que vão ocupar o seu lugar primitivo. Como temos 7 
elementos no total, para tanto existem C7, 3 = 35 possibilidades. Depois disto, temos que permutar 


caoticamente os demais 4 elementos, fato que pode ser feito de D4 -afi + sta)" 


possibilidades. Assim, no total, temos 35 x 9 = 315 permutações. 
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4.16. LEMAS DE KAPLANSKY 
4.16.1. 1º Lema de Kaplansky 

De quantas maneiras podemos formar um subconjunto de 3 elementos a partir do conjunto (1,2,3, 
4, 5, 6} no qual não existam números consecutivos? Enumerando encontramos 4 possibilidades: (1, 3, 
5}, 11,3, 6}, {1, 4, 6} e 12, 4, 6}. Vamos agora organizar um raciocínio para contar o número de 
subconjuntos sem precisar enumerá-los exaustivamente. Sejam: 

x = quantidade de números antes do 1º escolhido; 

y = quantidade de números entre o 1º e o 2º escolhido; 
z = quantidade de números entre o 2º e o 3º escolhido; 
w = quantidade de números depois do 3º escolhido. 

Observe que a soma destas variáveis é igual à quantidade de números não escolhidos. Assim, 

temos que: 
xtytztw=3 (l) 
Como não podemos ter números consecutivos, temos as seguintes restrições entre as variáveis: 
x20, v2l,z2lew20 (2) 

Perceba também que para cada solução natural de (1) respeitando às restrições (2) equivale a um 
subconjunto distinto de 3 elementos sem número consecutivos. Assim, o número de soluções de (1) é 
igual à quantidade de subconjuntos. Vamos agora fazer troca de variáveis para que todas as restrições 
sejam > 1. Assim, sendoa=x + l1 eb =w + 1, teremos: a- 1 +y+z+b-1=3 > a+y+tz+b=s5. 

Deste modo, como o número de soluções inteiras positivas da equação anterior é 


5-1 4 
É | 3) =4, então existem 3 maneiras de formar um subconjunto de 3 elementos a partir do 


conjunto (1, 2, 3, 4,5, 6} no qual não existam números consecutivos. 


Vamos agora generalizar este procedimento. Suponhamos que desejamos determinar de quantas 
maneiras podemos formar subconjuntos de p elementos a partir de (1, 2, 3, ..., n} de modo que nestes 
subconjuntos não existam número consecutivos. Sejam: 
aı = quantidade de números antes do 1º escolhido; 

a = quantidade de números entre o 1º e o 2º escolhido; 
a; = quantidade de números entre o 2º e o 3º escolhido; 


ap = quantidade de números entre o (p — 1)º e o p° escolhido; 
ap + 1 = quantidade de números depois do nº escolhido. 

Obviamente temos que aı + a2 + a3 +... + ap t ap+1 =n -— p, onde a 2 0, a 2 1, az 2 1, ..., ap 2 1, 
ap +1 2 0. Fazendo x =a; + 1 e y = ap+1 + 1, temos que: 
antep teg Teo Tih rip pu = lr Tr ry =l n S 
XTT T e rir y =E n= a A 

Sabemos que o número de soluções inteiras positivas de x + a2 + a3 + ... + ap t y =n-p +2 é igual 


p+1-1 p 
vice-versa), então podemos afirmar que o número de maneiras em que podemos formar subconjuntos de 
p elementos a partir de (1, 2, 3, ..., n} de modo que nestes subconjuntos não existam número 


n-p+2-1 n-p+1 z ; E : dd: 
a = . Como cada solução deste sistema equivale a um subconjunto distinto (e 


, no n-p+1 
consecutivos é iguala F(n,p) = 
p 
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4.16.2. 2º Lema de Kaplansky 
Suponhamos agora que os elementos do conjunto (1, 2, ..., n} estejam dispostos ao longo de um 
círculo, como indica a figura abaixo: 


De quantas maneiras podemos formar um subconjunto com p elementos a 
partir do conjunto A = {1, 2, ..., n}, cujos elementos estão distribuídos ao 
longo de um círculo, de modo que dois elementos do subconjunto não sejam 
números consecutivos? Note que, ao contrário do que ocorre na situação do 
1º Lema de Kaplansky, agora os números 1 e n são consecutivos. 

Vamos separar a contagem em dois casos: 


1) Subconjuntos em que figura o número 1: 

Como os números 2 e n são consecutivos ao número 1, então devemos escolher p — 1 elementos 
(com nenhum par de números consecutivos) do conjunto (3, 4, ..., n — 1). Para tanto podemos aplicar o 
1º Lema de Kaplansky, fazendo n > n — 3 ep > p — 1. Portanto, o número de subconjuntos em que 


-3-(p-D+1 -p-1 
figura o elemento 1 é igual a ra-3p-D=[" ) H ) J-{ n | 
p= p= 


11) Subconjuntos em que não figura o número 1: 
Para formar o subconjunto devemos escolher p elementos de (2, 3, ..., n} sem elementos 


; (n-D-p+l) (n-p pda 
consecutivos. Para tanto temos F(n —1,p) = = possibilidades. 
Pp p 


Desde que os subconjuntos podem ser divididos entre os que o número 1 figura ou os que o 
número 1 não figura, então o total é igual a: 


san 2 E OO 2) LR a o EE 


 (P=D!(n-2p)! pi(n=2p)!  p!(n—2p)! 
E E E a R (op) 


p!(n-2p)!  p!(n-p)! n-p pl(n-2p)! 


Exemplos: 


1) As três provas de um vestibular devem ser realizadas na primeira semana do ano. De quantos modos é 
possível escolher os dias das provas de modo que não haja provas em dias consecutivos? 

1° Solução: 

Claramente se trata de uma questão de aplicação direta do 1° Lema de Kaplansky. Para n = 7 ep=3 


7-3+1 5 
temos í 3 ] = N = 10 possibilidades. 


2° Solução: 

Podemos também utilizar o raciocínio da demonstração do 1º Lema de Kaplansky. Sejam: 

x = quantidade de números antes do 1º escolhido; 

y = quantidade de números entre o 1º e o 2º escolhido; 

z = quantidade de números entre o 2º e o 3º escolhido; 

w = quantidade de números depois do 3º escolhido. 

Evidentemente temos x + y + z + w = 4, onde x 2 0, y 2 1,z > 1 e w 2 0. Fazendoa=x+leb=w+1 


6-1 5 
temosa-l+y+z+b-1=4 > a+y+z+b= 6, onde temos E JG) soluções inteiras 


positivas, cada uma associada a uma forma diferente de escolher os dias de provas. 


2) (Olimpíada da Bulgária-80) Em uma loteria 6 números são escolhidos do conjunto {1, 2, ..., 49}. De 
quantas maneiras isto pode ser feito de modo que no subconjunto escolhido exista ao menos um par de 
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números consecutivos? 
Solução: 
Vamos usar o método indireto de contagem. O número de maneiras de escolher, sem restrições, 6 


49 
diferentes números entre os números {1, 2, ..., 49) é igual a 6 ] . O número de maneiras de escolher 6 


diferentes números, com nenhum par de números consecutivos, entre os números (1, 2, ..., 49! é igual a 
49-6+1 

E 

diferentes números podem ser escolhidos entre os primeiros 49 inteiros positivos de tal forma que dois 


l à 49 44 
deles são consecutivos é igual a 6 H 6 | 


44 
H é | Portanto, pelo método indireto de contagem, o número de formas na qual 6 


3) 5 pessoas devem se sentar em 15 cadeiras colocadas em torno de uma mesa circular. De quantos 
modos isso pode ser feito se não deve haver ocupação simultânea de duas cadeiras adjacentes? 

Solução: 

Inicialmente temos que escolher 5 dentre 15 cadeiras ao longo de um círculo sendo que duas cadeiras 


15-51 5 ) 1015 
Depois disto falta permutar as 5 pessoas nas cadeiras escolhidas. Assim, temos no total 378.5! = 45360 
maneiras de distribuir as pessoas nas cadeiras. 


15-5 10 
não podem ser adjacentes. Pelo 2° Lema de Kaplansky temos G(15,5) = 13 í ] so ] =378. 


4) (IME-85/86) 12 cavaleiros estão sentados em torno de uma mesa redonda. Cada um dos 12 cavaleiros 
considera seus dois vizinhos como rivais. Deseja-se formar um grupo da cinco cavaleiros para libertar 
uma princesa. Nesse grupo não poderá haver cavaleiros rivais. Determine de quantas maneiras é possível 
escolher esse grupo. 

1º Solução: 

Temos que escolher 5 dentre 12 cadeiras que estão ao longo de um círculo sendo que duas não podem 


12 (12-5\ 1207 
ser adjacentes. Pelo segundo Lema de Kaplansky existem Oee a E SE) E =36 


possibilidades. 

2° Solução: 

Devido a esta questão ter sido aplicada em um vestibular cuja banca corretora possui fama de ser 
bastante rigorosa, talvez a solução anterior, que é uma simples aplicação de fórmula, não valesse todos 
os pontos atribuídos a uma solução completa da questão. Vamos proceder de forma diferente, analisando 
como podemos construir as escolhas dos cavaleiros. Observe que todas as formas de selecionar os 
cavaleiros podem ser obtidas por rotação a partir das três seleções de cavaleiros abaixo. 


Situação 1 Situação 2 Situação 3 


Como podemos girar cada uma das 3 situações acima 12 vezes até voltar à situação inicial, então temos 
3.12 = 36 maneiras de escolher os cavaleiros. 
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Exercícios 


1) Uma enciclopédia consiste de 8 volumes, 
numerados de 1 a 8, inicialmente organizados na 
ordem crescente de seus números. 

a) De quantas maneiras podemos colocar estes 
volumes em uma prateleira? 

b) De quantas maneiras podemos colocar estes 
volumes em uma prateleira de modo que ao 
menos um volume não esteja ocupando a mesma 
posição inicial? 

c) De quantas maneiras podemos colocar estes 
volumes em uma prateleira de modo que 
exatamente um volume não esteja colocado em 
ordem crescente? Por exemplo, 2, 1, 3,4,5, 6, 7, 
8 ou 1,2,4,5,3,6, 7,8. 

d) De quantas maneiras podemos selecionar 3 dos 
8 volumes de forma que eles não possuam 
números consecutivos? 


2) Um saco de bombons possui 20 bombons 
pretos, 18 bombons brancos e 16 bombons verdes. 
Todos os bombons da mesma cor são idênticos. 

a) De quantas maneiras é possível retirar do saco 
ao menos um bombom? A ordem da seleção é 
irrelevante 

b) De quantas maneiras os bombons podem ser 
divididos entre duas crianças se cada uma deve 
receber ao menos um bombom? 

c) De quantas maneiras os bombons podem ser 
divididos entre duas crianças se cada uma deve 
receber ao menos dois bombons de cada cor? 

d) De quantas maneiras os bombons podem ser 
divididos entre três crianças se cada uma deve 
receber ao menos um bombom de cada cor? 


3) De quantas maneiras oito estudantes podem ser 
divididos em dois grupos se cada grupo deve 
possuir ao menos um estudante? 


4) Uma pizzaria oferece três tamanhos (família, 
grande e média) e cinco sabores (mussarela, 
calabresa, mixta, portuguesa e frango com 
catupiry). 

a) Quantas pizzas diferentes esta pizzaria pode 
fazer? 

b) Quantas pizzas não família, de dois sabores, 
esta pizzaria pode fazer? 


5) Um exame consiste de 20 questões de múltipla 
escolha, quatro alternativas por questão. 
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a) Se toda questão deve ser respondida, de 
quantas maneiras o cartão resposta pode ser 
preenchido? 

b) Se exatamente 15 questões 
respondidas, de quantas maneiras 
resposta pode ser preenchido? 

c) Se o estudante resolve marcar somente as 
questões que ele tem certeza que resolveu 
corretamente, de quantas maneiras o cartão 
resposta pode ser preenchido? 


devem ser 
o cartão 


6) Foram contratados 7 dançarinas e 9 dançarinos 
para uma festa de casamento. 

a) De quantas maneiras é possível organizar os 
dançarinos e dançarinas aos pares para a valsa se 
toda dançarina deve possuir um parceiro 
dançarino? 

b) De quantas maneiras é possível selecionar um 
par dançarino-dançarina para demonstrar uma 
dança particular para os noivos? 


7) Para este problema suponha o alfabeto 
composto de 5 vogais e 21 consoantes. 

a) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas? 

b) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas se letras adjacentes devem ser 
diferentes? 

c) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas se deve existir alguma repetição de 
letras? 

d) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas se a palavra deve possuir somente A’s e 
Bºs, mas deve existir ao menos uma de cada? 

e) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas consistindo de 3 A'se 7 B's? 

f) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas se a palavra deve consistir de 3 A's e 7 
Bºs, mas nenhum A pode ser adjacente a outro A? 
g) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas consistindo de 2 A's,3 B’s e 5 C’s? 

h) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas se a palavra deve possuir exatamente 3 
ou 4 A's? 

i) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas se exatamente 3 das letras devem 
vogais? (Repetição das letras é permitido) 

j) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas se exatamente 3 das 10 letras são 
vogais, mas repetição das letras não é permitido? 
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8) Em um certo país, os nomes das estações de 
televisão devem possuir 3 ou 4 e devem iniciar 
das letras R ou Y. 

a) Quantos nomes de estação são possíveis com 
este critério? 

b) Quantos nomes de estação são possíveis com 
este critério e terminam com B? 

c) Quantos nomes de estação são possíveis com 
este critério e terminam com B ou N? 

d) Quantos nomes de estação são possíveis com 
este critério e não contém nenhuma letra repetida? 
e) Quantos nomes de estação são possíveis com 
este critério e terminam com B ou N e não 
possuem nenhuma letra repetida? 


9) Existem 4 cachorros e 4 gatos. De quantas 
maneiras diferentes podemos ordenar estes 8 
animais em uma reta de acordo com as seguintes 
condições? 

a) Sem restrições. 

b) Os cachorros e os gatos devem estar alternados. 
c) O primeiro e o último animal deve ser um gato. 
d) Todos os cachorros estejam juntos e todos os 
gatos estejam juntos. 

e) As duas posições do meio sejam ocupadas por 
cachorros. 


10) A partir de um grupo de 4 médicos, 8 
professores e 6 administradores devemos escolher 
duas pessoas para formar um comitê. De quantas 
maneiras este comitê pode ser formado com 
pessoas de diferentes profissões? 


11) Uma família com 5 pessoas possui um 
automóvel de 5 lugares. Sabendo que somente 2 
pessoas sabem dirigir, de quantos modos poderão 
se acomodar para uma viagem? 


12) As retas r e s são distintas e paralelas entre si. 
São dados 5 pontos distintos na reta r e 4 pontos 
distintos sobre a reta s. Quantos são os triângulos 
determinados pelos pontos dados? 


13) De quantas formas são disponíveis 8 alunas 
numa mesa retangular, sendo as cabeceiras 
reservadas a duas alunas insuportáveis, e as seis 
outras alunas ocupando, em número igual, os 
outros lados da mesa? 


14) A guarnição de uma canoa deve ser tripulada 
por 8 marinheiros. Destes apenas um rema do 
lado esquerdo e dois remam somente do lado 
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direito. Calcule os modos pelos quais tal 
guarnição pode ser organizada. 


15) Determine o número de maneiras de escolher 
5 números dentre os primeiros 18 inteiros 
positivos de modo que a mínima diferença entre 
quaisquer dois números escolhidos seja 2. 


16) De quantas maneiras distintas podem tomar 
assento ao redor de uma mesa retangular de seis 
cadeiras, 3 de cada lado, 3 engenheiros e 3 
médicos, permanecendo os engenheiros e os 
médicos sempre juntos? 


17) O presidente p de um grêmio estudantil 
convida 7 membros da diretoria: a, b, c, d, e, f, 2, 
para um almoço em mesa redonda. O presidente 
sabe que o membro a suporta b e c somente 
quando esses dois membros estão juntos; estando 
os membros separados, a não deve permanecer 
junto de nenhum deles. Determinar de quantas 
formas o presidente p pode tomar assento à mesa 
com seus colaboradores. 


18) Das combinações simples n a n de m 
elementos considerados: I) quantas contêm k, 
sendo k < n, determinados de tais elementos? II) 
quantas contêm pelo menos um dos k elementos? 


19) De quantos modos podemos distribuir dez 
cartas de um baralho a dois parceiros, podendo 
receber quantidades desiguais de cartas, sendo 
que cada um deve receber ao menos uma carta? 


20) Quantos embrulhos é possível formar com 
cinco livros de matemática, três de física e dois de 
química, não sendo diferentes os livros da mesma 
matéria? 


21) De quantos modos n pessoas podem sentar-se 
em n cadeiras enfileiradas a) sem restrições? b) 
ficando A e B sempre juntas? c) sem que A e B 
fiquem juntas? d) ficando A, B e C juntas? e) 
ficando A, Be C juntas, e D e E separadas uma da 
outra? 


22) De quantos modos se pode iluminar uma sala 
com n lâmpadas. 


23) Em um congresso de professores há 30 
professores de Física e 30 de Matemática. 
Quantas comissões de oito professores podem ser 
formadas: a) sem restrições; b) havendo pelo 
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menos três professores de Física e três de 
Matemática? 


24) Dados n pontos distintos de uma 
circunferência, quantos são os polígonos que 
podemos formar, convexos, cujos vértices são 
escolhidos entre esses pontos? 


25) Dados n pontos de um plano, não havendo 3 
colineares, quantos são: a) os segmentos de reta 
cujas extremidades são escolhidas entre esses 
pontos? b) os triângulos cujos vértices são 
escolhidos entre esses pontos? c) os quadriláteros 
cujos vértices são escolhidos entre esses pontos? 
d) os polígonos de n lados cujos vértices são esses 
pontos? e) os pontos de interseção das retas 
formadas por esses pontos, excluindo desse 
número os n pontos dados? 


26) São dados m > 1 pontos distintos sobre uma 
reta r, e k > 1 pontos distintos sobre a reta s 
paralela a r. a) quantos triângulos podem ser 
formados com vértices nestes pontos? b) quantos 
quadriláteros convexos podem ser formados com 
vértices nestes pontos? 


27) Um total de 28 apertos de mão foram trocados 
no fim de uma festa. Sabendo que cada pessoa 
cumprimentou todas as outras, pergunta-se o nº de 
pessoas presentes à festa. 


28) De quantos modos se pode preencher um 
cartão da loteria esportiva (13 jogos) com: a) 13 
palpites simples; b) 2 palpites duplos e 11 
simples; c) 3 palpites triplos e 10 simples; d) 3 
palpites duplos e 10 simples; d) 3 palpites duplos, 
2 triplos e 8 simples? 


29) Num jogo de pôquer, usa-se um baralho de 32 
cartas, distribuindo-se cinco cartas a cada um dos 
quatro parceiros. Quantas distribuições diferentes 
podem ocorrer? 


30) De quantos modos 15 jogadores podem ser 
divididos em 3 times de basquetebol de 5 
jogadores cada, denominados esperança, 
confiança e vitória? 


31) Uma fila de cadeiras no cinema tem 20 
poltronas. De quantos modos 6 casais podem se 
sentar nessas poltronas de modo que nenhum 
marido se sente separado de sua mulher? 
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32) De quantos modos diferentes podem ser 
colocados em fila m + h pessoas, sendo m 
mulheres de alturas diferentes e h homens 
também de alturas diferentes, de modo que as 
pessoas do mesmo sexo fiquem em ordem 
crescente de altura? 


33) A figura abaixo representa 17 ruas que se 
cortam perpendicularmente, sendo oito verticais. 
Quantos caminhos mínimos uma pessoa pode 
percorrer para ir do ponto A ao ponto B: 

a) sem restrições? 

b) sem passar por C? 

c) sem passar por C e D? 

d) sem passar por C ou D? 


A 


34) De quantos modos seis casais podem sentar-se 
em torno de uma mesa circular: a) não sentando 
juntos dois homens?; b) não sentando juntos dois 
homens, mas cada homem sentando ao lado de 
sua esposa?; c) não sentando juntos dois homens e 
nem um homem com sua esposa? 


35) Dada a equação x + y + z = 20: a) quantas são 
as soluções inteiras positivas?; b) quantas são as 
soluções inteiras não-negativas? 


36) Afirmamos que um número de telefone 
did>ds-dadsded; é memorável se a sequência de 
números do prefixo dıdzd3 é a mesma seqüência 
de dądsdę ou dsded; (possivelmente ambos). 
Assuma que cada d; pode ser qualquer um dos 10 
dígitos decimais: 0, 1, 2, ..., 9. Determine a 
quantidade de diferentes números de telefones 
memoráveis. 


37) Quantas soluções inteiras da equação x + y + 
z + w = 48 existem, satisfazendo as condições x > 
5,y<6,2>7ew>8? 


38) De quantas maneiras podemos escrever os 
números 21, 31, 41, 51, 61,71 e 81 em série de 
modo que a soma de todos quatro números 
consecutivos é divisível por 3? 
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39) Uma sorveteria tem sorvetes de 11 sabores 
diferentes. De quantos modos uma pessoa pode 
escolher 6 sorvetes, não necessariamente de 
sabores diferentes? 


40) Reduzidos os termos semelhantes, quantos 
termos existem no desenvolvimento de (a + b + c 
+d+e)!”? 


41) Quantos números inteiros entre 1 e 1.000.000 
tem soma de algarismos igual a 5? E soma menor 
do que 5? 


42) Quantos termos possui a expansão de (x + y + 
FA A 


43) Prove que o número de soluções inteiras 
positivas de x, + x2 + x3 + x4 = 9 é igual ao 
número de soluções inteiras positivas de x, + x2 + 
X3 + x4 +x; +x6=9. 


44) Qual o número de soluções inteiras maiores 
do que 7 de x +y +z + w= 100? 


45) Determine o número de soluções inteiras 
positivas de x, + X2 + x3 + x4 + xs = 50 se: a) xs > 


12, b) xs >12 ex4>7. 


46) Determine o número de soluções inteiras não- 
negativas de x + y + z + w = 20 se: a) x 2 6, b) x 
>6ey26. 


47) Das soluções inteiras positivas de x + y + z + 
w = 26, quantas satisfazem x > y? 


48) De quantas maneiras diferentes podemos 
escrever números + 1 e — 1 nas 16 casas de um 
tabuleiro 4x4 de modo que a soma dos números 
em cada linha e em cada coluna seja igual a 0? 


49) Quantos inteiros entre 1 e 1.000.000 inclusive 
possuem a propriedade de apresentarem pelo 
menos 2 dígitos consecutivos iguais? 


50) Considere n retas num plano satisfazendo as 
seguintes condições: 1) não existem duas retas 
paralelas; 2) não existem três retas concorrentes 
no mesmo ponto. Em quantas regiões fica 
dividido o plano pelas n retas? 


51) Se n dados idênticos são jogados, quantos 
resultados distintos são possíveis? (Um resultado 
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é considerado idêntico a outro se apresenta o 
mesmo número de uns, o mesmo número de dois, 
..., O mesmo número de seis). 


52) De quantas formas diferentes três números 
podem ser selecionados entre os números 1,2,3, 
“.., 300 de tal modo que sua soma seja divisível 
por 3? 


53) Permutam-se os algarismos 1, 3, 4, 5, 7 de 
todas as maneiras possíveis. Qual a soma dos 
números formados? 


54) Sobre os lados de um triângulo marcam-se 3, 
5 e 6 pontos, respectivamente. Quantos triângulos 
com vértices nos pontos marcados podemos 
formar? 


55) De quantos modos podemos arrumar 8 torres 
iguais em um tabuleiro de xadrez (8x8) de modo 
que não haja duas torres na mesma linha nem na 
mesma coluna? 


56) De quantas maneiras n + 1 diferentes prêmios 
podem ser distribuídos a n estudantes de modo 
que cada estudante receba pelo menos um 
prêmio? 


57) De um baralho comum (52 cartas) sacam-se 
sucessivamente e sem reposição três cartas. 
Quantas são as extrações nas quais a primeira 
carta é de copas, a segunda é um rei e a terceira 
não é uma dama? 


58) Um vagão de metrô tem 10 bancos 
individuais, sendo 5 na frente e 5 de costas. De 10 
passageiros, 4 preferem sentar na frente, 3 
preferem sentar de costas e os demais não têm 
preferência. De quantos modos os passageiros 
podem se sentar, respeitando as preferências? 


59) O código morse usa “palavras” contendo de 1 
a 4 “letras”, as “letras” sendo ponto ou traço. 
Quantas “palavras” existem no código morse? 


60) No Senado Federal, o Distrito Federal e os 26 
estados da federação têm 3 representantes cada. 
Deve-se formar uma comissão de modo que todos 
os estados e o Distrito Federal estejam 
representados por 1 ou 2 senadores. De quantos 
modos essa comissão pode ser formada? 


61) A figura abaixo mostra um mapa com 4 países 
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a) De quantos modos esse mapa pode ser colorido 
(cada país com uma cor, países com uma linha 
fronteira comum não podem ter a mesma cor) se 
dispomos de À cores diferentes? 

b) Qual o menor valor de À que permite colorir o 
mapa? 


62) Refaça o problema anterior para o mapa 
abaixo: 


63) Quantas são as permutações dos números (1, 
2, ..., 10) nas quais o 5 está situado à direita do 2 
e à esquerda do 3, embora não necessariamente 
em lugares consecutivos? 


64) Delegados de 10 países devem sentar-se em 
10 cadeiras em fila. De quantos modos isso pode 
ser feito se os delegados do Brasil e de Portugal 
devem sentar juntos e do Iraque e dos Estados 
Unidos não podem sentar juntos? 


65) Um cubo de madeira tem uma face de cada 
cor. Quantos dados diferentes podemos formar 
gravando números de 1 a 6 sobre essas faces? 


66) Quantos dados diferentes podemos formar 
gravando números de l a 6 sobre as faces 
indistinguíveis de um cubo de madeira? 


67) Resolva o problema anterior para: 

a) números de 1 a 4, tetraedro regular; 

b) números de 1 a 8, octaedro regular; 

c) números de 1 a 12, dodecaedro regular; 

d) números de 1 a 20, icosaedro regular; 

e) números de 1 a 8, prisma hexagonal regular; 

f) números de 1 a 5, prisma quadrangular regular. 


68) a) Quantos são os números naturais de 7 
dígitos nos quais o dígito 4 figura exatamente 3 
vezes e o dígito 8 exatamente 2 vezes? b) Quantos 
são os números naturais de 7 dígitos nos quais o 
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digito 4 figura pelo menos 3 vezes e o digito 8 
pelo menos 2 vezes? 


69) São dados, no plano, n pontos tais que entre as 
retas por eles determinadas não há duas retas 
paralelas nem três retas concorrentes. Quantos são 
os pontos de interseção dessas retas que são 
distintos dos pontos dados? 


70) Três garotas A, B e C, e nove garotos devem 
colocados em linha. De quantas maneiras isto 
pode ser feito se B deve estar entre A e C e A e B 
devem estar separadas por exatamente quatro 
garotos? 


71) Cinco garotas e onze garotos estão em fila de 
modo que, da esquerda para a direita, as garotas 
estão na ordem: Gi, G2, G3, G4, Gs. De quantas 
maneiras estas 16 pessoas podem ser arrumadas 
de modo que G; e G2 devem ser separadas por ao 
menos 3 garotos e deve existir no máximo um 
garoto entre G4 e Gs? 


72) No quadro abaixo, de quantos modos é 
possível formar a palavra “MATEMÁTICA”, 
partindo de um M e indo sempre para a direita ou 
para baixo? 


M 

M A 

M AT 

M ATE 

M ATEM 

M ATEMA 

M ATEMAT 

M A TEMAT I 

M A TEMAT IC 
MATEMATICA 


73) As casas lotéricas costumam oferecer a seus 
clientes a oportunidade de participarem dos 
chamados jogos com sena fechada, que 
constituem na escolha de um certo número n de 
dezenas (6 < n < 50) e na realização de todos os 
Cn, 6 jogos possíveis com essas n dezenas. 
Considere um apostador que participa de um jogo 
desse tipo realizado com 15 dezenas. Se as seis 
dezenas sorteadas estiverem entre essas 15, além 
de acertar a sena, quantas quadras e quantas 
quinas esse apostador irá acertar? 


74) O mapa de um bairro é dado a seguir. O 
perímetro do parque é uma rua, mas não há rua 
passando por dentro do parque. Quantos distintos 
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caminhos mínimos existem para ir desde o ponto 
A até o ponto B? 


eB 


Ae 


75) Em uma escola, x professores se distribuem 
em 8 bancas examinadoras de modo que cada 
professor participa de exatamente duas bancas e 
cada duas bancas têm exatamente um professor 
em comum. 

a) Calcule x. 

b) Determine quantos professores há em cada 
banca. 


76) De quantos modos n casais podem formar 
uma roda de ciranda de modo que cada homem 
permaneça ao lado de sua mulher? 


77) Quantos são os p-subconjuntos (isto é, 
subconjuntos com p elementos) de far, a2, ..., an} 
nos quais: 

a) aı figura; 

b) a; não figura; 

c) a; e a figuram; 

d) pelo menos um dos elementos a;, az figura; 

e) exatamente um dos elementos a1, az figura. 


78) O conjunto A possui 4 elementos e o conjunto 
B 7 elementos. 

a) Quantas são as funções f: ASB? 

b) Quantas são as funções injetoras f: AB? 


79) O conjunto A possui p elementos e o conjunto 
B possui n elementos. Determine o número de 
funções f: AB sobrejetoras para: a) p = n; b) p = 
n+1l;p=n+2. 


80) Se A é um conjunto de n elementos, quantas 
são as funções f: ASB bijetoras? 


81) Quantas são as permutações simples dos 
números 1, 2, ..., n nas quais o elemento que 
ocupa a k-ésima posição é inferior a k + 4, para 
todo k? 
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82) Sejam Im = (1,2, .., m} e h = (1,2,...,n), 
com m < n. Quantas são as funções f: Ink 
estritamente crescentes”? 


83) Im = {1, 2, ..., m} e h= (1,2,...,n). Quantas 
são as funções f: Inm—>In não decrescentes? 


84) Os números inteiros compreendidos entre 
1000000 e 999999 são divididos em classes de 
modo que dois números diferentes estão na 
mesma classe se e só se eles têm os mesmos 
algarismos, diferindo apenas na ordem. Assim, 
por exemplo, 552221 e 125252 estão na mesma 
classe. Quantas classes são assim formadas? 


85) Quantas permutações de 7 letras A e 7 letras 
B, nas quais não há 3 letras A adjacentes, 
existem? 


86) Quantos inteiros entre 1 e 1000000, inclusive, 
têm a propriedade: “cada dígito é menor ou igual 
ao seu sucessor”? 


87) De quantos modos podemos escolher 3 
números, não necessariamente distintos, no 
conjunto {1, 2, ..., 150) de modo que a soma dos 
números escolhidos seja divisível por 3? E se os 
números devessem ser distintos? 


88) Determine o número de permutações de (1, 2, 
3, 4,5, 6) nas quais nem o 4 ocupa o 4º lugar nem 
o 6 ocupa o 6º lugar. 


89) Quantas são as permutações simples dos 
números 1, 2, ..., n nas quais o elemento que 
ocupa a k-ésima posição é maior que k — 3, para 
todo k? 


90) Com as letras da palavra “ANTENNA”, 
determine a quantidade de anagramas com 4 letras 
que podemos formar. 


91) Hugo deve ter aula de tênis três vezes por 
semana, durante um semestre. Quantos são os 
modos de escolher os dias de aula, se Hugo não 
deseja ter aulas em dias consecutivos? 


92) 5 pessoas devem se sentar em 15 cadeiras 
colocadas em torno de uma mesa circular. De 
quantos modos isso pode ser feito se não deve 
haver ocupação simultânea de duas cadeiras 
adjacentes? 
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93) Quantos são os anagramas da palavra 
MISSISSIPI nos quais não há duas letras S 
consecutivas? 


94) Na Liga Profissional Americana de Basquete 
(NBA) os times campeões das Conferências Leste 
e Oeste fazem a grande final, que é disputada em 
uma melhor de 7 jogos, ou seja, o time que 
primeiro vencer 4 jogos ganha a série. Por 
exemplo, suponha que a série seja decidida em 5 
jogos. Temos as seguintes 8 possibilidades para as 
seqüências de quem vence cada jogo: OLLLL, 
LOLLL, LLOLL, LLLOL, LOOOO, OLOOO, 
OOLOO, OOOLO, onde O significa vitória de um 
time da Conferência Oeste e L significa vitória de 
um time da Conferência Leste. Determine o 
número total de séries possíveis. 


95) Quantos inteiros entre 1000 e 10000 inclusive 
não são divisíveis nem por 2, nem por 3 e nem por 
5? 


96) Quantos são os inteiros de n digitos, que têm 
todos os dígitos pertencentes ao conjunto {1, 2, 
3}? Em quantos deles os inteiros 1, 2 e 3 figuram 
todos? 


97) Dado um decágono, quantos são os triângulos 
cujos vértices são vértices não consecutivos do 
decágono? 


98) De quantos modos podemos formar uma 
seqüência de p elementos iguais a 1 e q elementos 
iguais a 0 se dois elementos iguais a zero não 
podem ser adjacentes? 


99) De quantas maneiras é possível arranjar 5 
bolas vermelhas, 5 verdes e 5 azuis em uma linha 
de modo que não existam duas bolas azuis 
adjacentes? 


100) O Sr. e a Sra. Zeta querem escolher o nome 
de seu filho de modo que a sigla (as iniciais do 
primeiro nome, do nome do meio e do 
sobrenome) estejam em ordem alfabética. De 
quantas maneiras podem fazer isso? (Considere o 
alfabeto com 26 letras) 

a) 276 b) 300 c) 552 d) 600 e) 15600 


101) Nós temos um quadrado 
formado por 4 fileiras cada uma 
com 4 pontos. Quantos triângulos 
existem com vértices nos pontos? 
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(Os três vértices não podem estar em uma mesma 
linha) 


102) No esquema ao lado, de 


quantas formas é possível formar a E o E 
palavra HEXAGON, partindo do X X X 
H e movendo-se de uma letra À A A A 
somente para as letras diretamente E ö e o A 
abaixo na esquerda ou direita. N 


103) Quantas palavras de 6 letras contém ao 
menos uma letra A? 


104) Dado um conjunto de 3n + 1 objetos, assuma 
que existem n idênticos e 2n + 1 que são distintos. 
Prove que você pode escolher n objetos de 2” 
maneiras diferentes. 


105) De quantas maneiras é possível escolher um 
número ímpar de objetos de um conjunto de n 
objetos? 


106) Quantos subconjuntos do conjunto (1, 2, 3, 
..., N} não contém números consecutivos? 


107) Nove pontos são distribuídos ao redor de um 
círculo de maneira que, quando traçamos todos os 
segmentos obtidos ligando dois pontos, não 
existem três destes segmentos que são colineares. 
Quantos pontos de interseção existem no interior 
do círculo? 


108) Existem 3 camas em um quarto, uma cama 
para uma pessoa, uma cama para duas pessoas e 
uma cama para quatro pessoas. De quantas 
maneiras podemos distribuir 7 pessoas nestas 
camas? 


109) Quantos números de 10 dígitos possuem 
pelo menos dois dígitos iguais? 


110) Em uma loteria 6 números são escolhidos do 
conjunto (1, 2, ..., 49). De quantas maneiras isto 
pode ser feito de modo que no subconjunto 
escolhido exista ao menos um par de números 
consecutivos? 


111) De quantas maneiras podemos colocar uma 
torre branca e uma torre preta num tabuleiro de 
xadrez de modo que uma não ameace a outra? 
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112) De quantas maneiras distintas podemos 
colocar num tabuleiro de xadrez um rei branco e 
um preto de modo que um não ataque o outro? 


113) Quantos triângulos podem ser formados com 
os n vértices de um polígono convexo de modo 
que nenhum lado do triângulo possa ser um lado 
do polígono? 


114) De quantos modos se pode repartir 27 livros 
diferentes entre as pessoas A, Be C, de modo que 
A e B, juntas, recebam o dobro de C? 


115) Em uma urna há fichas numeradas de 1 ate 
10. De quantos modos se podem retirar 3 fichas, 
de maneira que a soma dessas fichas não seja 
menor do que 9? 


116) Os números inteiros compreendidos entre 
100.000 e 999.999 são divididos em classes de 
modo que números diferentes estão na mesma 
classe se, e só se, eles têm os mesmos algarismos, 
diferindo apenas na ordem. Assim, por exemplo, 
552.221 e 125.252 estão na mesma classe. 
Quantas são as classes formadas? 


117) Quantos números inteiros maiores que 
53000, com algarismos distintos, podem ser 
formados com os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7? 


118) Formam-se todos os números de seis 
algarismos, sem os repetir, com os algarismos do 
número 786.415. Colocando-os em ordem 
crescente, qual a posição do número dado? 


119) De quantos modos se pode pintar as faces de 
uma pirâmide pentagonal regular, usando seis 
cores diferentes, sendo cada face de uma cor? 


120) Determine a fórmula para o número de 
solução não-negativas de x +y + z+w=m 
satisfazendo: a) x 2a, b)x>a e y>b 


JA 


121) De quantos modos é possível sentar 7 
pessoas em cadeiras em fila de modo que duas 
determinadas pessoas dessas 7 não fiquem juntas? 


122) Uma fábrica de brinquedos produz blocos 
cúbicos de 2 cm de aresta, cujas faces são 
pintadas com uma das cores: azul ou vermelho. 
Alguns blocos são totalmente azuis, alguns são 
completamente vermelhos, e alguns têm uma 
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mistura de faces azuis e faces vermelhas. Quantas 
espécies distintas de cubos podem ser fabricadas? 


123) Determine quantos números de quatro 
dígitos existem com exatamente dois dígitos 
iguais. Por exemplo, 1454, 2800 e 1213 são 
alguns destes números. 


124) As senhas de conta corrente de um banco são 
constituídas de sete caracteres, os três primeiros 
são letras (26 possibilidades para cada letra) e os 
quatro seguintes são dígitos (10 possibilidades 
para cada dígito). Para entrar com uma senha 
deve-se inicialmente digitar as três letras e 
aguardar. Se estiverem corretas aparece um texto 
pedindo para que sejam digitados os quatro 
dígitos, porém, se estiverem erradas, então pede- 
se para digitar novamente as três letras, até que 
estas estejam corretas. João esqueceu a sua senha, 
somente lembrando-se que a primeira letra é M e 
o primeiro dígito é 9. Qual o número máximo de 
tentativas que João pode fazer para acertar a sua 
senha? 


125) Dez cadeiras estão alinhadas em uma sala. 
Sete estudantes devem sentar nas cadeiras, não 
ficando dois estudantes na mesma cadeira. De 
quantas maneiras isto pode ser feito se não devem 
existir duas cadeiras adjacentes vazias? 


126) Quantos números inteiros existem entre 1000 
e 9999 de forma que seus 4 algarismos sejam 
distintos e o módulo da diferença entre o primeiro 
e o último algarismo seja 2? 


127) Uma escada tem 10 degraus. Para subi-la em 
cada passo, pode-se subir de um ou dois degraus 
de cada vez. De quantos modos diferentes se 
poderia subi-la com um número par de passos? 


128) Determine de quantas maneiras podemos 
escolher três elementos do conjunto (1, 2, DR ER 
...., 2”} de modo que estes três elementos formem, 
em alguma ordem, uma progressão geométrica. 


129) Clarita sobe uma escada de um em um ou de 
dois em dois, mas nunca de três em três batentes. 
Se deve subir a escada de dez batentes pisando 
obrigatoriamente no sexto batente, onde há um 
descanso, de quantas maneiras pode fazê-lo? 


130) Tem-se 13 pontos cuja maioria pertence a 
uma reta R e os restantes se acham sobre uma 
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paralela a R. Com estes pontos como vértices, 
constroem-se todos os triângulos e todos os 
quadriláteros convexos possíveis. A razão do 
número de quadriláteros para o número de 


a , 14 
triângulos é PE Quantos dos pontos considerados 


pertencem à reta R? 


131) Uma classe tem a meninas e b meninos. De 
quantas formas eles podem ficar em fila se as 
meninas devem ficar em ordem crescente de peso 
e os meninos também? (Supor que duas pessoas 
quaisquer não tenham o mesmo peso). 


Questões de Vestibulares 


132) (UFP1I-2004) O número de subconjuntos do 
conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, com pelo menos 6 
elementos, é igual a: 

a)33 b)34 c)35 d)36 37 

133) (Puc/SP-2001) Buscando melhorar o 
desempenho de seu time, o técnico de uma 
seleção de futebol decidiu inovar: convocou 
apenas 15 jogadores, 2 dos quais só jogam no gol 
e os demais atuam em quaisquer posições, 
inclusive no gol. De quantos modos ele pode 
selecionar os 11 jogadores que irão compor o time 
titular? 

a)450 b)480 c)550 d)580 e)650 


134) (UFU-99) Considere nove barras de metal 
que medem, respectivamente: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 
e 9 metros. Quantas combinações de cinco barras, 
ordenadas em ordem crescente de comprimento, 
podem ser feitas de tal forma que a barra de 5 
metros ocupe sempre a quarta posição? 

a)32 b)16 c)20 d)18 e)120 


135) (UFU-2000) Considere A, B, C, D, E, F e G 
pontos num mesmo plano, tais que dentre esses 
pontos não existam três que sejam colineares. 
Quantos triângulos podem ser formados com 
vértices dados por esses pontos, de modo que não 
existam triângulos de lado 4B, nem de lado BC? 
a)34 b)35 c)26 d)25 


136) (UFPB-93) As cartelas de um bingo são 
construídas, distribuindo os inteiros 1 a 75, sem 
repetição, em uma tabela de cinco linhas e cinco 
colunas. A primeira, segunda, terceira, quarta e 
quinta colunas são formadas por 5 inteiros, nos 
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intervalos [1, 15], [16, 30], [31, 45], [46, 60] e 
[61, 75], respectivamente. Não será considerada a 
ordem em cada coluna, ou seja, cartelas com os 
mesmos números em ordens diferentes são 
consideradas idênticas. O total de cartelas que se 
podem construir dessa forma é: 

a) 15015 b)5.15! c) 75.15! 

d) 52.75! e) 3003 


137) (UFRN-96) Quantos números de telefones 
com prefixo 231 existem, em Natal, com todos os 
dígitos distintos e o último dígito igual ao dobro 
do penúltimo? LEMBRETE: Considere que os 
telefones de Natal têm números com 7 dígitos. 


138) (UFRN-99) A figura abaixo representa um 
mapa das estradas que interligam as comunidades 
A, B,C, D,E eF. 


Assinale a opção que indica quantos percursos 
diferentes existem para se chegar à comunidade D 
(partindo-se de A), sem que se passe mais de uma 
vez numa mesma comunidade, em cada percurso. 
a) 72 b) 12 c) 18 d) 36 


139) (UFC-2001) Ao adicionarmos todos os 
números inteiros positivos formados a partir das 
permutações simples dos algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, 
obteremos um número M. Determine o algarismo 
das dezenas de M. 


140) (UNIFOR-99) Dispõe-se de 6 cores distintas, 
3 das quais serão escolhidas para pintar as faces 
de um cubo. De quantos modos a pintura poderá 
ser feita se faces opostas devem ter a mesma cor? 


141) (Fatec-2000) Em uma Olimpíada, a 
delegação de um país A se apresentou com 10 
atletas e a de um país B, com 6 atletas. Os 
alojamentos da Vila Olímpica eram para quatro 
pessoas, e um deles foi ocupado por 2 atletas de A 
e 2 atletas de B. O número de maneiras distintas 
de formar esse grupo de 4 atletas era: 
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a)675 b)450 c)270 d)60 e)16 

142) (Fei-2000) Considerando-se todos os valores 
inteiros que podem ser descritos com 3 algarismos 
distintos, quantos são múltiplos de 5? 


a) 136 b)148 c)120 d)169 e) 196 


143) (FGV-2001) Uma senha de uma rede de 
computadores é formada por 5 letras escolhidas 
entre as 26 do alfabeto (a ordem é levada em 
consideração). a) Quantas senhas existem com 
todas as letras distintas, e que comecem pela letra 
S? 

b) Quantas senhas são possiveis, de modo que 
haja pelo menos duas letras iguais? 


144) (UFPE-99) No mapa abaixo estão esboçadas 
as ruas de um bairro. As ruas verticais são 
paralelas entre si e é igual a distância entre ruas 
consecutivas; o mesmo acontece com as ruas 
horizontais. Se N é o número de formas de sair de 
A e chegar até B percorrendo a menor distância 
possivel, determine N. 
B 


A 


145) (UFRJ-93) As antigas placas para 
automóveis, com duas letras seguidas de quatro 
algarismos, estão sendo substituídas por novas 
com três letras seguidas de quatro algarismos. 
Nestas placas, bem como nas antigas, são 
utilizadas as 23 letras do alfabeto português, mais 
as letras K, X e Y. Calcule quantos carros a mais 
podem ser emplacados com o novo sistema. 


146) (UFRJ-97) Um construtor dispõe de quatro 
cores (verde, amarelo, cinza e bege) para pintar 
cinco casas dispostas lado a lado. Ele deseja que 
cada casa seja pintada com apenas uma cor e que 
duas casas consecutivas não possuam a mesma 
cor. Determine o número de possibilidades 
diferentes de pintura. 


147) (UFMG-97) Observe a figura. 


C 


= 
E) 


=> vo en m -y Dao 


r 


2345678910 
Considere os caminhos ligando A a C, passando 
por B, traçados a partir de A, deslocando-se 
sempre, ou 1 unidade para a direita, na horizontal, 
ou 1 unidade para cima, na vertical. 
DETERMINE o número total de caminhos 
distintos obtidos dessa forma. 


148) (UFMG-98) Observe o diagrama. 


O número de ligações distintas entre X e Z é 
a) 39 b)41 c) 35 d) 45 


149) (VUNESP-99) Considere p conjunto A = (1, 
2, 3, 4, 5}. Quantos números de dois algarismos 
distintos é possível formar com os elementos do 
conjunto A, de modo que: 

a) a soma dos algarismos seja ímpar? 

b) a soma dos algarismos seja par? 


150) (Cesupa-2003) Em um concurso realizado 
numa universidade, apresentaram-se 4 candidatos 
para disputar a única vaga existente. A banca 
examinadora é constituída de 3 membros, 
devendo cada examinador escolher um candidato. 
De quantas maneiras diferentes podem ser dados 
os votos desses examinadores? 

a)12 b)24 c)64 d)81 


151) (Cesupa-2004) Um atleta, visando participar 
da corrida do Círio, resolve treinar nas ruas de seu 
bairro. Inicia o treino no cruzamento de duas vias 
e, durante o percurso, em cada cruzamento tem 
opção de direcionar-se no sentido de um dos 
pontos cardeais: norte, sul, leste, oeste. 
Considerando n o número de quarteirões a serem 
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percorridos, a expressão que representa as 
possibilidades de percurso deste atleta é: 
a)4n b)4 on dn/4 


152) (UFPE-2003) Seja S a soma dos números 
formados pelas permutações dos algarismos 1, 3, 
5, 7 e 9. Indique a soma dos dígitos de S. 


153) (UFPE-2003) Um candidato a deputado faz 
3 promessas distintas por comício. Como 
estratégia eleitoral, ele nunca repete em um 
comício as mesmas três promessas já feitas em 
outro comício. Qual o número mínimo de 
promessas que ele deve compor para poder 
realizar 30 comícios? 


154) (ESPM-2000) Uma pessoa precisa de uma 
senha formada por 4 algarismos para seu cartão 
bancário. Decide obtê-la usando 4 algarismos de 
seu número telefônico que é 299-8123. Quantas 
senhas distintas poderá formar dessa maneira? 

a)5 b4! 95432 DS! VT 


155) (ESPM-2005) A quantidade de números 
naturais de 3 algarismos distintos cuja soma dos 
algarismos é 20 é: 

a)30 b)26 c)24 d)20 e) 18 

156) (Fatec-2004) Para realizar operações 
bancárias via Internet, certo “site” exige que se 
apresente uma senha constituída por 4 algarismos. 
Depois de realizada a operação, é necessário 
digitar uma segunda senha, de 3 algarismos. Nos 
dois casos podem ser escolhidos quaisquer 
algarismos de 0 a 9. Suponhamos que alguém que 
não conheça as senhas tente descobri-las fazendo 
tentativas. O número máximo de tentativas será: 
a) 4º 3!º b)10” 0) 11000 d) 10998 e) 120 


157) (FGV-2005) Um fundo de investimento 
disponibiliza números inteiros de cotas aos 
interessados nessa aplicação financeira. No 
primeiro dia de negociação desse fundo, verifica- 
se que 5 investidores compraram cotas, e que foi 
vendido um total de 9 cotas. Em tais condições, o 
número de maneiras diferentes de alocação das 9 
cotas entre os 5 investidores é igual a 

a)56 b)70 c)86 d)120 e) 126. 


158) (PUC/PR-2003) Um técnico dispõe de 10 
Jogadores: 6 homens, Pedro é um deles e 4 
mulheres, Maria é uma delas. Quantas equipes de 
basquete (5 jogadores) podem ser constituídas de 
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modo que Pedro ou Maria ou ambos sempre 

façam parte. 

a) 192 b)194 c)196 d)198 e)252 

159) (PUC/RS-2004) Um tabuleiro de xadrez está 

vazio, conforme figura abaixo. Se uma pessoa 

quiser colocar nesse tabuleiro, simultaneamente, 

um bispo e um cavalo, poderá fazê-lo de 
maneiras diferentes. 

a) 64 

b) 128 

c) 2016 

d) 4032 A à 

e) 8064 


160) (UERJ-2004) Para montar um sanduíche, os 
clientes de uma lanchonete podem escolher: 

- um dentre os tipos de pão: calabresa, orégano e 
queijo; 

- um dentre os tamanhos: pequeno e grande; 

- de um até cinco dentre os tipos de recheio: 
sardinha, atum, queijo, presunto e salame, sem 
possibilidade de repetição de recheio num mesmo 
sanduíche. 

Calcule: 

A) quantos sanduíches distintos podem ser 
montados; 

B) o número de sanduíches distintos que um 
cliente pode montar, se ele não gosta de orégano, 
só come sanduíches pequenos e deseja dois 
recheios em cada sanduíche. 


161) (UFMS-2003) Uma turma tem aulas às 
segundas, quartas e sextas, das 8 às 9 horas e das 
10 às 11 horas. As matérias são Matemática, 
Português e Inglês, cada uma com duas aulas 
semanais, em dias diferentes. De quantos modos 
pode ser feito o horário da turma? 


162) (UFMS-2004) Considere o mapa da região 
formada pelos países A, B, C e D. 


Ao colorir um mapa, pode-se usar uma mesma cor 
mais de uma vez, desde que dois países vizinhos 
tenham cores diferentes. De acordo com essa 
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informação e usando apenas quatro cores, pode-se 
colorir o mapa acima de L maneiras distintas. 
Então, é correto afirmar que L vale: 
a)24 b)36 c)40 d)48 e)32 


163) (UFSCar-2001) Num acampamento, estão 14 
Jovens, sendo 6 paulistas, 4 cariocas e 4 mineiros. 
Para fazer a limpeza do acampamento, será 
formada uma equipe com 2 paulistas, 1 carioca e 
1 mineiro, escolhidos ao acaso. O número de 
maneiras possíveis para se formar essa equipe de 
limpeza é: 
a)96 b)182 c)212 d)240 e) 256 

164) (UFU-98) Na figura abaixo, o maior número 
de triângulos que podem ser formados tendo 
como vértices três dos pontos Po, P1, P2, P3, P4, Ps 
e Pe indicados é: 


P; 
P: 
P, 
Po 
P4 
P; 
Po 
a)33 b)27 c)56 d)I8 35 


165) (UFU-2003) Um sério problema enfrentado 
pelas autoridades de saúde é diagnosticar a 
chamada pneumonia asiática. Atualmente são 
conhecidos 7 sintomas dessa doença. Se em um 
paciente forem detectados 5 ou mais desses 
possíveis sintomas, a doença é diagnosticada. 
Diante disso, pode-se afirmar que o número total 
de combinações distintas dos sintomas possíveis 
para que o diagnóstico da pneumonia asiática seja 
efetivado é igual a 

a)21 b)29 c)147 d)210 


166) (Unesp-2003) O conselho administrativo de 
um sindicato é constituido por doze pessoas, das 
quais uma é o presidente deste conselho. A 
diretoria do sindicato tem quatro cargos a serem 
preenchidos por membros do conselho, sendo que 
o presidente da diretoria e do conselho não devem 
ser a mesma pessoa. De quantas maneiras 
diferentes esta diretoria poderá ser formada? 

a)40 b)7920 c)10890 d)1l1i! e)12! 
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167) (UFPI-2003) De quantas maneiras podem ser 
escolhidos 3 números naturais distintos de 1 a 30, 
de modo que sua soma seja impar? 


168) (UFES-2004) Uma cidade atravessada por 
um rio tem 8 bairros situados em uma das 
margens do rio e 5 bairros situados na outra 
margem. O número de possíveis escolhas de 1 
bairro qualquer situado em qualquer uma das 
margens do rio e 3 bairros quaisquer situados na 
outra margem é 
a)280 b)360 c)480 d)1680 e)2160 

169) (UFBA-2002) Uma empresa de publicidade 
dispõe de 5 modelos femininos e 4 masculinos. 
Determine o número total de grupos formados por 
3 modelos, havendo pelo menos um modelo do 
sexo feminino em cada grupo. 


170) (UFBA-2005) Durante uma reunião, ocorreu 
uma divergência quanto à formação de uma 
comissão gestora, a ser escolhida entre os 
presentes. Um grupo defendia uma comissão com 
três membros, sendo um presidente, um vice- 
presidente e um secretário. Outro grupo queria 
uma comissão com três membros sem cargos 
definidos. A primeira alternativa oferece 280 
possibilidades de escolha a mais que a segunda. 
Determine o número de pessoas presentes à 
reunião, sabendo-se que esse número é maior que 
5. 


171) (UFRJ-99) Um campeonato de futebol foi 
disputado por 10 equipes em um único turno, de 
modo que cada time enfrentou cada um dos outros 
apenas uma vez. O vencedor de uma partida 
ganha 3 pontos e o perdedor não ganha ponto 
algum; em caso de empate, cada equipe ganha 1 
ponto. Ao final do campeonato, tivemos a 
seguinte pontuação: 

Equipe 1: 20 pontos; 
Equipe 3: 14 pontos; 
Equipe 5: 12 pontos; 
Equipe 7: 9 pontos; 


Equipe 2: 10 pontos; 
Equipe 4: 9 pontos; 

Equipe 6: 17 pontos; 
Equipe 8: 13 pontos; 
Equipe 9: 4 pontos; Equipe 10: 10 pontos. 
Determine quantos jogos desse campeonato 
terminaram empatados. 


172) (UFRJ-2000) Em todos os 53 finais de 
semanas do ano 2.000, Júlia irá convidar duas de 
suas amigas para sua casa em Teresópolis, sendo 
que nunca o mesmo par de amigas se repetirá 
durante o ano. 
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a) Determine o maior número possível de amigas 
que Júlia poderá convidar. 

b) Determine o menor número possível de amigas 
que ela poderá convidar. 


173) (Mackenzie-2003) Uma sala tem 5 lâmpadas 
com interruptores independentes. O número de 
formas de iluminá-la, com pelo menos duas 
lâmpadas acesas, é: 

a)26 b)20 c)28 d)40 e) 46 


174) (Mackenzie-2003) Num quadro, as chaves 
de 6 salas e de 2 banheiros, todas distintas, estão 
dispostas em duas filas com quatro chaves cada 
uma. Se as chaves dos banheiros devem ocupar as 
extremidades da primeira fila, o número de 
formas diferentes de se colocar as chaves no 
quadro é: 
a)6! b)6.6! c0)4.6! d)8! 02.6! 

175) (Mackenzie-2003) Considere todos os 
números de cinco algarismos distintos, escritos 
com 1, 2, 3, 4 e 5. Se esses números são 
ordenados em ordem crescente, o algarismo das 
unidades do número que ocupa a trigésima 
posição é: 
a)5 b)l cod)4 d3 œe)2 

176) (Mackenzie-2005) Um professor deve 
ministrar 20 aulas em 3 dias consecutivos, tendo, 
para cada um dos dias, as opções de ministrar 4, 6 
ou 8 aulas. O número de diferentes distribuições 
possíveis dessas aulas, nos 3 dias, é: 


a)7 b)6 c)4 IO e)8 


177) (Unifor-98) Seis pessoas classificadas para a 
etapa final de um concurso concorrem a seis 
prêmios: 2 deles distintos, correspondentes ao 
primeiro e segundo lugares da classificação, e 4 
iguais, como prêmios de consolação aos demais 
classificados. De quantos modos poderá ocorrer a 
premiação dessas pessoas? 
a)120 b)80 c)60 d)40 e)30 

178) (UFRA-2004) Ao programar uma Semana de 
Cinema, o diretório acadêmico da UFRA escolhe 
sete filmes que será exibido um por dia. Na 
elaboração do programa fica decidido que dois 
desses filmes, que são de ficção científica, não 
devem ser exibidos em dias consecutivos. Nesse 
caso, o número de maneiras diferentes de fazer a 
programação dessa semana é: 


a)720 b)960 c)1040 d)3600 e) 4320 
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179) (Cesgranrio-20002) Um brinquedo comum 
em parques de diversões é o “bicho-da-seda”, que 
consiste em um carro com cinco bancos para duas 
pessoas cada e que descreve sobre trilhos, em alta 
velocidade, uma trajetória circular. Suponha que 
haja cinco adultos, cada um deles acompanhado 
de uma criança, e que, em cada banco do carro, 
devam acomodar-se uma criança e o seu 
responsável. De quantos modos podem as dez 
pessoas ocupar os cinco bancos? 
a)120 b)240 c)1680 d)3840 e) 14400 
180) (IBMEC-2002) De quantos modos se pode 
iluminar um palco que possui 8 lâmpadas? 


a)8 b)l6 c)64 d)255 127 
181) (IBMEC-2002) Em uma empresa, À 
administradores se distribuem em 8 


departamentos de modo que cada administrador 
participa de exatamente dois departamentos e 
cada dois departamentos tem exatamente um 
administrador em comum. Dessa forma, À é igual 
a: 

a)20 b)22 c)24 d)26 e)28 


182) (IBMEC-2001) Nove economistas trabalham 
em um projeto sigiloso. Por motivo de segurança, 
os planos são guardados em um cofre protegido 
por “chaves eletrônicas” de modo que só é 
possível destravá-las se houver pelo menos 5 
economistas presentes. Logo, o número mínimo 
possível de “chaves eletrônicas” é de: 

a)9! b)5! c)4! d)70 e) 126 


183) (IBMEC-2004) Numa empresa há 4 
diretores. Cada projeto realizado nesta empresa 
deve ser comandado por uma comissão formada 
por dois diretores. Se 7 projetos estiverem 
programados para o próximo ano, então 

a) todos os diretores participarão da comissão de 
algum projeto. 

b) pelo menos um diretor participará das 
comissões de 4 projetos. 

c) dois diretores irão participar das comissões de 3 
projetos e os outros dois irão participar das 
comissões de 4 projetos. 

d) pelo menos um projeto terá uma comissão de 3 
diretores. 

e) nenhum diretor deverá participar das comissões 
de mais de 4 projetos. 
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184) (IBMEC-2004) Uma agência de turismo 
oferece, dentro de um pacote de 8 dias de viagem 
para a Europa, as seguintes opções para cada par 
de dias: 


1ºe2º dias | Coimbra, Lisboa, Madri, 
Barcelona 

3ºe 4º dias | Paris, Bruxelas, Amsterdã 

5ºe 6º dias | Roma, Florença, Veneza, Nápoles, 
Palermo 

7"e8º dias | Berlim, Munique, Viena, Praga, 
Copenhagen 


Dessa forma, quem adquirir este pacote terá que 
fazer um roteiro de viagem escolhendo apenas 
uma das cidades de cada linha da tabela acima, 
para cada par de dias em que estiver viajando. 

a) Determine o número de roteiros possíveis para 
o pacote descrito acima. 

b) Qualquer que seja o roteiro escolhido no pacote 
de 8 dias, quem adquiri-lo pode ainda comprar de 
la 10 dias opcionais, na configuração um dia por 
cidade, escolhendo entre: Frankfurt, Oslo, 
Estocolmo, Varsóvia, Cracóvia, Bucareste, 
Budapeste, Sófia, Istambul, Atenas. Considerando 
irrelevante a ordem de visita às cidades opcionais, 
caso alguma(s) dela(s) seja(m) adicionada (s) ao 
pacote de 8 dias, calcule o número de pacotes 
diferentes que podem ser montados considerando 
todas as alternativas para os 8 dias e todas as 
possibilidades de escolha de dias opcionais. 


185) (I[BMEC-2003) Considere 8 pontos distintos 
sobre uma circunferência. Suponha que 

* À é o número de triângulos que podem ser 
formados com vértices sobre quaisquer três desses 
pontos; 

* B é o número de quadriláteros que podem ser 
formados com vértices sobre quaisquer quatro 
desses pontos; 

e C é o número de pentágonos que podem ser 
formados com vértices sobre quaisquer cinco 
desses pontos; 

* D é o número de hexágonos que podem ser 
formados com vértices sobre quaisquer seis desses 
pontos e 

* E é o número de heptágonos que podem ser 
formados com vértices sobre quaisquer sete 
desses pontos. 

Então A+B+C+D+E éiguala 

a) 28-37 b)2'-38 28-38 

d)2'-37 28-27 


186) (UEL-2005) Patrícia, Bruna, Tiago, Vitor, 
Rosa e Maria vão juntos ao cinema. As meninas 
querem se sentar juntas, uma ao lado da outra. De 
quantas maneiras este grupo pode se sentar, 
sabendo-se que vão sentar todos numa mesma 
fileira? 
a)26 b)48 c)78 d)96 e) 144 

187) (UEL-2005) Um professor entrega 08 
questões aos alunos para que, em uma prova, 
escolham 05 questões para resolver, sendo que 
duas destas questões são obrigatórias. Ao analisar 
as provas, o professor percebeu que não havia 
provas com as mesmas 05 questões. Assim, é 
correto afirmar que o número máximo de alunos 
que entregou a prova é: 

a)6 b)20 c)56 d)120 e) 336 

188) (UEL-2004) Marcam-se 5 pontos sobre uma 
reta r e 8 pontos sobre uma reta s, paralela a r. 
Quantos triângulos distintos existem com vértices 
em 3 desses pontos? 

a)220 b)230 c)274 d)286 e)294 

189) (UEL-2004) Numa competição 
internacional, um país obteve, no total, 10 
medalhas dentre as de ouro, prata e bronze. 
Sabendo-se que este país recebeu pelo menos uma 
medalha de ouro, uma de prata e uma de bronze, 
quantas são as possibilidades de composição do 
quadro de medalhas deste país? 
a)10 b)30 c)36 d)120 e) 132 

190) (UFC-2003) O número de maneiras segundo 
as quais podemos dispor 3 homens e 3 mulheres 
em três bancos fixos, de tal forma que em cada 
banco fique um casal, sem levar em conta a 
posição do casal no banco, é: 
a)9 b)18 c)24 d)32 e)36 

191) (UECE-2004) Dos 21 vereadores de uma 
Câmara Municipal, 12 são homens e 9 são 
mulheres. O número de Comissões de vereadores, 
constituídas com 5 membros, de forma a manter- 
se sempre 3 participantes de um sexo e 2 do outro, 
é igual a: 

a) 10.364 b)11.404 c)12.436 d)13.464 
192) (UECE-2003) O número de modos 
diferentes de escolher quatro elementos (números) 
distintos no conjunto {—6, —5, —4, —3, —2, —1, 1, 
2, 3, 4, 5, 6} de tal forma que o produto destes 
números seja positivo, é: 
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a)324 b)255 c) 225 d) 216 

193) (UECE-2003) Os casais José e Maria, João e 
Isabel, Pedro e Luiza, ao procurarem assentos na 
sala de exibição do Cine ORION encontraram 
dois lugares vizinhos em cinco filas diferentes. 
Sem separar os integrantes de cada casal, o 
número de formas distintas de tomarem assento 
naquele recinto é: 
a) 150 b)300 c)480 d)950 

194) (UFAC-2003) A quantidade de números 
inteiros múltiplos de 5, formados por três 
algarismos distintos, é: 

a) 120 b)150 c)180 d)136 e) 144 

195) (PUC/RJ-97) Para cadastrar placas de 
automóveis, um computador gera todas as 
possíveis combinações de duas letras e três 
algarismos em uma hora. Para gerar combinações 
de três letras e quatro algarismos, este mesmo 
computador, trabalhando vinte e quatro horas por 
dia e sete dias por semana, gastaria: 

a) dois dias. 

b) mais de um mês. 

c) entre duas semanas e um mês. 

d) de quatro a cinco dias. 

e) entre uma semana e duas. 


196) (UFES-2003) Um cubo, com todas as faces 
uniformemente brancas, será decorado, usando-se 


os símbolos da figura 1. | 


(+) (5) E © ) 

A) ~ A 

Fig. 1 Fig. 2 

Sabendo-se que em cada face poderá ser 
colocado, no máximo, um desses símbolos, 
conforme a figura 2, quantos possiveis cubos 
decorados poderão ser obtidos se forem 
escolhidos 
a) somente dois símbolos distintos quaisquer e 
colocados em um par de faces opostas? 
b) todos os seis símbolos e colocados nas faces? 
c) somente cinco simbolos distintos quaisquer e 
colocados, de modo que um deles seja repetido 
em um par de faces opostas? 


197) (UFLA-2004) Uma fita de DNA pode ser 
representada por uma seqüência de letras, e cada 
uma pode ser A, C, G ou T, correspondentes às 
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bases adenina, citosina, guanina e timina, 
respectivamente. O número de fitas diferentes que 
podem existir com cinco bases, sendo duas delas 
G, duas delas C e uma delas, A, é 

a)120 b)60 c)15 d)30 œ)5 


198) (UFLA-2004) O número de caminhos entre 
os pontos A e B, obtidos ligando-se por retas os 
pontos da figura, sempre da esquerda para a 
direita, é: 


a) Combinação de 6 tomados 4 a 4 
b) Arranjo de 6 tomados 4 a 4 

c) 6! 

d) 5! 

e) 32 


199) (UFMA-2000) A senha dos clientes de um 
banco é formada por 4 digitos dentre: 1, 2, 3, ..., 
6. A fim de minimizar as chances de um individuo 
descobrir a senha de algum de seus clientes, o 
banco pretende aumentar a quantidade de digitos 
de 4 para 5, ou então disponibilizar mais 3 dígitos 
(7, 8 e 9) para formara senha. Qual dessas é a 
melhor opção? 


200) (UFMA-2003) Determine, usando análise 
combinatória, o número de diagonais de um 
decágono convexo. 


201) (UFMA-2003) De quantas maneiras podem 
ser escolhidos 3 números naturais distintos de 1 a 
30, de modo que sua soma seja ímpar ? 


202) (UFMG-2005) A partir de um grupo de 14 
pessoas, quer-se formar uma comissão de oito 
integrantes, composta de um presidente, um vice- 
presidente, um secretário, um tesoureiro e quatro 
conselheiros. Nessa situação, de quantas maneiras 
distintas se pode compor essa comissão? 

a) 14!/4!.6! b) 141417 

c) 141/6!.8! d) 141/4110! 


Capítulo 4. Análise Combinatória 


203) (UFMG-2002) Em uma lanchonete, os 
sorvetes são divididos em três grupos: o 
vermelho, com 5 sabores; o amarelo, com 3 
sabores; e o verde, com 2 sabores. Pode-se pedir 
uma casquinha com 1, 2 ou 3 bolas, mas cada 
casquinha não pode conter 2 bolas de um mesmo 
grupo. O número de maneiras distintas de se pedir 
uma casquinha é 
a)71 b)86 c)131 d)61 

204) (UFMS-98) Em uma classe há 7 alunos e a 
professora dispõe de 5 livros iguais para distribuir 
como prêmios aos alunos. Então é correto afirmar 
que: 

(01) a professora tem 21 possibilidades distintas 
de distribuir os livros, de modo que cada aluno 
receba no máximo um livro. 

(02) a professora tem 140 possibilidades distintas 
de premiar os alunos, de modo que 4 alunos, e 
apenas 4 , recebam os prêmios. 

(04) a professora tem 280 possibilidades distintas 
de premiar os alunos, de modo que um deles 
nunca seja premiado e cada aluno receba no 
máximo um livro. 

(08) a professora tem 42 possibilidades distintas 
de premiar os alunos, de modo que um deles 
sempre seja premiado e cada aluno receba no 
máximo um livro. 

(16) se todos os livros fossem diferentes, a 
professora teria 560 possibilidades distintas de 
premiar os alunos, de modo que cada aluno 
recebesse no máximo um livro. 


205) (UFMS-99) Na cidade de Campo 
Grande/MS, os telefones são identificados por um 
número constituído de sete algarismos. Os três 
primeiros algarismos constituem um número 
denominado prefixo. Na região próxima ao 
Campus da UFMS o prefixo é 787. Nessa região, 
é correto afirmar que 

(01) o número máximo possível de telefones é 
igual a 10º. 

(02) o número máximo de telefones que terminam 
por um algarismo par é igual a 3600. 

(04) o número máximo de telefones que, exceto 
os algarismos do prefixo, têm todos os algarismos 


eo Ee 10! 
distintos é igual a i 


| 
(08) é possível ter telefones que não possuem 


o algarismo zero. 
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(16) é possível ter 1000 (mil) telefones que, 
exceto o prefixo, têm o número com o primeiro 
algarismo igual a 2 e o último algarismo par. 


206) (UFMS-2001) Seja N o número de 
possibilidades de se formar números usando os 
algarismos 0, 1, 2,3, 4 e 5. Se for exigido que os 
números tenham 4 algarismos, sejam ímpares e 
não tenham zeros consecutivos, determinar N/7. 


207) (UFMT-99) Um determinado código é 
constituído de duas vogais, seguidas de três 
algarismos distintos. Sendo N o número de 


códigos distintos gerados, calcule ix : 


208) (UFOP-2001) Numa assembléia, de que 
participam 5 matemáticos e 5 físicos, são 
constituídas comissões formadas por três 
membros, incluindo, no mínimo, um matemático. 
Podemos afirmar que o número de comissões que 
podem ser formadas é: 

a)15 b)20 c)50 d)100 e) 110 

209) (UFRR-2005) Cada um dos municípios de 
Alto Alegre, Bonfim,  Cantá, Iracema, 
Rorainópolis e  Uiramutãá vai enviar um 
representante para participar de uma reunião em 
Brasília. Deverão ficar hospedados em um hotel 
em quartos de duas pessoas. O número de 
maneiras possível de organizar as duplas é: 

a)3 b)12 cœ)15 d)30 e)36 


210) (UFRR-2004) Três equipes, com 4 
participantes cada uma, estão disputando uma 
gincana. A camiseta de cada equipe é de uma cor: 
amarela, azul, vermelha. O número de posições 
distintas em que os componentes podem se 
perfilar para uma foto, de tal maneira que os 
componentes de uma mesma equipe fiquem 


juntos, é: 
a) 80 310; b) 82 944; c) 83 710; 
d) 90 020; e) 91 320. 


211) (UFPel-98) Uma fábrica de sucos de frutas 
utiliza laranjas, uvas, maçãs, abacaxis e kiwis, 
para produzir seus produtos, que são sucos com 
um único tipo de fruta ou sucos com a mistura de 
dois tipos de frutas. Os sucos produzidos podem 
conter açúcar ou aspartame. A quantidade de 
sucos diferentes que essa fábrica produz é: 

a)30. b)10. c)20. d)25. e)50. 
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212) (UFPel-99) Uma academia levou para um 
concurso 12 alunas para participarem das 
modalidades de dança A, Be C. Duas das alunas 
da modalidade A não poderiam participar das 
modalidades B e C e duas das alunas da 
modalidade B não poderiam participar da 
modalidade C. Sabendo que cada grupo contou 
com 8 alunas, podemos afirmar que o número 
máximo de grupos com que a professora pôde 
contar, em cada modalidade, foi de: 

a) 45 grupos na modalidade A, 495 na modalidade 
B e 8 na modalidade C. 

b) 495 grupos na modalidade 
modalidade B e 8 na modalidade C. 
c) 45 grupos na modalidade A, 45 na modalidade 
B e 1 na modalidade C. 

d) 495 grupos na modalidade 
modalidade B e 45 na modalidade C. 
e) 495 grupos na modalidade A, 45 na modalidade 
B e 1 na modalidade C. 


A, 45 na 


A, 45 na 


213) (Unifor-2004) Para compor a comissão de 
formatura dos alunos e alguns cursos da 
Universidade de Fortaleza, candidataram-se 20 
alunos: 12 garotas e 8 rapazes. Se a comissão 
deverá ser composta de pelo menos 4 rapazes, de 
quantos modos distintos poderão ser 
aleatoriamente selecionadas as 6 pessoas que 
deverão compô-la? 
a) 5320 b)2660 c)532 d)266 e)154 

214) (Unifor-2003) Considerando-se os 
anagramas da palavra FERIMENTO, sejam: X o 
conjunto dos que começam pela letra E e Y o 
conjunto dos que terminam pela letra E. O 
número de elementos do conjunto XAY é igual a 

a)7! b)8! c)2.8! d)5.8! e)5.7! 


215) (Unifor-2002) Considere todos os números 
naturais de cinco algarismos distintos, sendo A o 
algarismo dos milhares e B o das centenas. Em 
quantos desses números tem-se A — B = 2? 

a)878 b)1197 c)2394 d)2432 e)2555 


216) (Unifor-2001) Quantos são os anagramas da 
palavra VOLUME que começam por vogal e 
terminam por vogal? 
a)216 b)192 c)144 d)72 24 
217) (Unifor-2000) Considere todos os anagramas 
da palavra DIPLOMATA que começam e 
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terminam pela letra A. Quantos desses anagramas 
têm todas as consoantes juntas? 

a) 180 b)360 c)720 d)1080 e) 1440 

218) (Unifor-2000) A montanha russa de um 
parque de diversões é composta de três carros, 
cada um com 4 bancos de 2 lugares. De quantos 
modos pode-se acomodar 4 casais em um mesmo 
carro, de modo que cada casal ocupe o mesmo 
banco? 

a)72 b)216 c)384 d)864 e)1152 

219) (UFRRJ-2004) Deseja-se formar comissões 
de 5 pessoas de um grupo de 5 homens e 6 
mulheres. Quantas comissões serão formadas se, 
em cada uma, haverá, no máximo, uma mulher? 


220) (Escola Naval-80) O número de anagramas 
da palavra “castelo” nos quais as letras “C” e “A” 
não são adjacentes é: 

a) 1420 b)2840 c)3600 d)4320 e) 5040 
221) (Escola Naval-81) Se o conjunto A tem 6 
elementos e B tem 8 elementos, o número de 
funções de A em B que podem ser definidas: 

a) 10160. b)218. c)28. d)3003. e)56. 


222) (Escola Naval-83/84) Considere todos os 
números inteiros com 4 algarismos significativos 
distintos. Quantos, destes números, têm a soma de 
seus algarismos par? 

a)384 b)1104 c)1584 d)5904 e)3024 
223) (Escola Naval-86) Determine o número de 
anagramas da palavra ESCOLA de modo que 
nenhuma letra ocupe o seu lugar primitivo. 


224) (Escola Naval-91) A partir de um conjunto 
de 19 atletas, formam 57 times de 4 atletas cada. 
Todos os atletas participam de um mesmo número 
de times e cada par de atletas fica junto no mesmo 
time um mesmo numero x de vezes. O valor de x 
é: 
a)l b)2 œ©)3 d)4 os 

225) (Escola Naval-93) Um grupo de 8 jovens 
pretende sair para um passeio em dois carros 
(cada um com capacidade para 4 pessoas). Apenas 
4 delas dirigem. O número de modos deles 
escolherem seus lugares nos dois carros é igual a: 


a) 10080 b)8640 c)4320 d)1440 e)720 
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226) (Fuvest-80) O número de anagramas da 
palavra FUVEST que começam e terminam por 
vogal é: 
a)24 b)48 c)96 d)120 e)144 

227) (Fuvest-92) A escrita Braille para cegos é 
um sistema de símbolos onde cada caractere é 
formado por uma matriz de 6 pontos dos quais 
pelo menos um se destaca em relação aos outros. 
Assim, por exemplo: 


e 
Qual o número máximo de caracteres distintos 
que podem ser representados neste sistema de 
escrita? 
a) 63 


b) 83 c)25 d)720 36 

228) (Fuvest-93) A figura ao lado representa parte 
do mapa de uma cidade onde estão assinalados as 
casas de João (A), de Maria (B), a escola (C) e um 
possível caminho que João percorre para, 
passando pela casa de Maria, chegar à escola. 
Qual o número total de caminhos distintos que 
João poderá percorrer, caminhando somente para 
Norte ou Leste, para ir de sua casa à escola, 


passando pela casa se Maria? 


229) (Fuvest-94) O jogo da sena consiste no 
sorteio de 6 números distintos as acaso, entre os 
números 1, 2, 3, ..., até 50. Uma aposta consiste 
na escolha (pelo apostador) de 6 números 
distintos entre os 50 possíveis, sendo premiadas 
aquelas que acertarem 4 (quadras), 5 (quina) ou 
todos os 6 (sena) números sorteados. Um 
apostador, que dispõe de muito dinheiro para 
jogar, escolhe 20 números e faz todos os C20, 6 = 
38760 jogos possíveis de serem realizados com 
esses 20 números. Realizado o sorteio, ele verifica 
que todos os seis números sorteados estão entre os 
20 que ele escolheu. Além de uma aposta 
premiada com a sena, 

a) Quantas apostas premiadas com a quina este 
apostador conseguiu? 

b) Quantas apostas premiadas com a quadra ele 
conseguiu? 
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230) (FUVEST-96) Considere todas as trinta e 
duas sequências, com cinco elementos cada uma, 
que podem ser formadas com os algarismos 0 e 1. 
Quantas dessas sequências possuem pelo menos 
três zeros em posições consecutivas? 
a) 3 b)5 c) 8 d) 12 e) 16 

231) (FUVEST-97) Os trabalhos da diretoria de 
um clube são realizados por seis comissões. Cada 
diretor participa exatamente de duas comissões e 
cada duas comissões têm exatamente um diretor 
comum. Quantos diretores têm o clube? 


232) (FUVEST-98) Com as 6 letras da palavra 
FUVEST podem ser formadas 6! 720 
“palavras” (anagramas) de 6 letras distintas cada 
uma. Se essas palavras forem colocadas em ordem 
alfabética, como num dicionário, a 250º “palavra” 
começa com: 

a) EV b) FU 


c) FV d) SE e) SF 
233) (FUVEST-2005) Participam de um torneio 
de voleibol, 20 times distribuídos em 4 chaves, de 
5 times cada. Na 1° fase do torneio, os times 
jogam entre si uma única vez (um único turno), 
todos contra todos em cada chave, sendo que os 2 
melhores de cada chave passam para a 2° fase. 

Na 2° fase, os jogos são eliminatórios; depois de 
cada partida, apenas o vencedor permanece no 
torneio. Logo, o número de jogos necessários até 
que se apure o campeão do torneio é 


a)39 b)41 c)43 d)45 e)47 
234) (UNICAMP-93) De quantas maneiras 
podem ser escolhidos 3 números naturais 


distintos, de 1 a 30, de modo que sua soma seja 
par? Justifique sua resposta. 


235) (UNICAMP-98) De quantas maneiras é 
possível distribuir 20 bolas iguais entre 3 crianças 
de modo que cada uma delas receba, pelo menos, 
5 bolas? 


236) (AFA-94) A quantidade de números 
distintos, com 4 algarismos, sem repetição que 
pode ser obtida com os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, e 
5é. 

a) 66 b) 240 c) 300 d) 360 


237) (ITA-57) Uma uma contém 12 bolas das 
quais 7 são pretas e 5 brancas. De quantos modos 
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podemos tirar 6 bolas da urna, das quais duas são 
brancas? 


238) (ITA-58) São dados 10 pontos num plano 
dos quais 8 sobre uma mesma reta r, os outros 2 
não alinhados com qualquer um dos 8 na reta r. 
Quantos triângulos podem ser formados usando os 
pontos dados como vértices? 


239) (ITA-71) Dispomos de seis cores diferentes. 
Cada face de um cubo será pintada com uma cor 
diferente, de forma que as seis cores sejam 
utilizadas. De quantas maneiras diferentes isto 
pode ser feito, se uma maneira é considerada 
idêntica a outra, desde que possa ser obtida a 
partir desta por rotação do cubo? 

a) 30 b) 12 c) 36 d) 18 e) N.d.r.a 
240) (ITA-71) Qual o maior número de partes em 
que um plano pode ser dividido por n linhas retas? 
(Sugestão: usar indução finita). 

a)n; bn(n+1) Jn(n+ 12 

d) (n? +n +2)/2; eNdra. 


241) (ITA-72) Sejam A um conjunto finito com m 
elementos e In = (1, 2, ..., n}. O número de todas 
as funções definidas em I, com valores em A é: 

a) Cù) bmn gr dm e) n.d.a 
242) (ITA-72) Sejam m < n, Im = {1, 2, ..., M} eh 
= {1, 2, ..., n}. O número de funções biunívocas 
definidas em Im com valores em I é: 
a AL DC omna! dmn enda 
243) (ITA-77) Consideremos m elementos 
distintos. Destaquemos k dentre eles. Quantos 
arranjos simples daqueles m elementos tomados n 
a n (Am, n) podemos formar, de modo que em cada 
arranjo haja sempre, contiguos e em qualquer 
ordem de colocação, r (r < n) dos k elementos 
destacados? 

a) (n = 1)Ak, sAm-kn-r 

b) (n — rF 1)Akx, rAm-r,n-k 

c) (n — E— 1)Ak, ʻAm-r,n-k 

d) (n — rm DA rAm-kn-r 

e) nenhuma das anteriores 


244) (ITA-80) O número de soluções inteiras e 
não negativas da equação x +y +z + w=5 é: 
a) 36 b) 48 c) 52 d) 54 e) 56 
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245) (ITA-81) Se pi, P2, ..., Pn forem fatores 
primos de um número inteiro positivo p e se 
p=p,'p,”..p,” , então o número de divisores 


positivos de p será: 
a) s1 + s2 +... + Sn 


b) siso... Sn 

C) S1S2 ... Sn — l 

d) (sı + 1)X(s2 + 1) ... (S1 + 1)— 1 
e) (sı + 1)(s2 + 1) ... (Sn + 1) 


246) (ITA-83) Um general possui n soldados para 
tomar uma posição inimiga. Desejando efetuar um 
ataque com dois grupos, um frontal com r 
soldados e outro da retaguarda com s soldados (r 
+s = n), ele poderá dispor seus homens de: 

a) n!/(r + s)! maneiras distintas neste ataque. 

b) n!/r!s! maneiras distintas neste ataque. 

c) n!/(rs)! maneiras distintas neste ataque. 

d) 2(n!)/(r + s)! maneiras distintas neste ataque. 

e) 2(n!)/r!s! maneiras distintas neste ataque. 


247) (ITA-87) Quantos números de 3 algarismos 
distintos podemos formar, empregando caracteres 
1,3, 5, 6, 8 e 9? 
a) 60 b) 120 c) 240 d) 40 e) 80 
248) (ITA-88) Considere (P) um poligono regular 
de n lados. Suponha que os vértices de (P) 
determinem 2n triângulos, cujos lados não são 
lados de (P). O valor de n é: 

a)6 b)8 c)l10 d)20 

e) Não existe este polígono 


249) (ITA-93) Possuo 3 vasos idênticos e desejo 
ornamentá-los com 18 rosas, sendo 10 vermelhas 
e 8 amarelas. Desejo que um dos vasos tenha 7 
rosas e os outros dois no mínimo 5. Cada um 
deverá ter 2 rosas vermelhas e 1 amarela, pelo 
menos. Quantos arranjos distintos poderei fazer 
usando as 18 rosas? 
a) 10 b) 11 c) 12 d) 13 e) 14 

250) (IME-65) Dados 20 pontos do espaço, dos 
quais não existem 4 coplanares, quantos planos 


ficam definidos? 


251) (IME-69/70) Determine quantos números de 
4 algarismos diferentes podem ser formados com 
os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5. 

Obs: Considere os números iniciados com o 
algarismo 0 (por exemplo, 0123), número de 3 
algarismos. 
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252) (IME-71/72) Num sistema de numeração 
duodecimal, quantos números de 3 algarismos 
diferentes existem, cuja soma desses 3 algarismos 
seja ímpar? Considerar 012, 014, 016, etc, 
números de 3 algarismos. 


253) (IME-71/72) 5 rapazes e 5 moças devem 
posar para fotografia, ocupando 5 degraus de uma 
escadaria, de forma que em cada degrau fique um 
rapaz e uma moça. De quantas maneiras 
diferentes podemos arrumar este grupo? 


254) (IME-71/72) Com 10 espécies de frutas, 
quantos tipos de saladas contendo 6 espécies 
diferentes podem ser formadas? 


255) (IME-74/75) Determine quantos números M 
existem satisfazendo simultaneamente as 
seguintes condições: 

i)10f<M< 10; 

ii) o algarismo 4 aparece pelo menos 2 vezes em 
M; 

iii) o algarismo 8 aparece pelo menos 3 vezes em 
M. 

Obs: Os números M são inteiros escritos na base 
10. 


256) (IME-75/76) Considere uma turma com n 
alunos, numerados de 1 a n. Deseja-se organizar 
uma comissão de 3 alunos. De quantas maneiras 
pode ser formada esta comissão de modo que não 
façam parte da mesma dois ou três alunos 
designados por números consecutivos? 


257) (IME-76/77) São dados n pontos em um 
plano, supondo-se: 

a) Cada três pontos quaisquer não pertencem a 
uma mesma reta; 

b) Cada par de retas por eles determinados não é 
constituído por retas paralelas; 

c) Cada três retas por eles determinadas não 
passam por um mesmo ponto. 

Pede-se o número de interseções das retas 
determinadas por esses pontos distintos dos 
pontos dados. 


258) (IME-77) Quatro rapazes e três moças 
formam uma comissão de três pessoas. De 
quantas maneiras pode ser formada a comissão de 
forma a contar pelo menos uma moça? 
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259) (IME-78/79) Um elevador com 7 pessoas 
parte do andar térreo de um prédio e faz 4 paradas 
em andares diferentes. Determinar de quantas 
maneiras diferentes todas aquelas 7 pessoas 
podem desembarcar até a 4º parada, inclusive. 


260) (IME-81/82) Dado o número m = 2º.3º.52, 
determine quantos números inteiros positivos não 
maiores que m são primos com m. 


261) (IME-81/82) Deseja-se transmitir sinais 
luminosos de um farol, representado pela figura 
abaixo. Em cada um dos seis pontos de luz do 
farol existem uma lâmpada branca e uma 
vermelha. Sabe-se que em cada ponto de luz não 
pode haver mais que uma lâmpada acesa e que 
pelo menos três pontos de luz devem ficar 


iluminados. Determine o número total de 
configurações que podem ser obtidas. 
262) (IME-82/83) Uma rua possui um 


estacionamento em fila com N vagas demarcadas 
junto ao meio-fio de um dos lados. N automóveis, 
numerados de 1 a N, devem ser acomodados, 
sucessivamente, pela ordem numérica no 
estacionamento. Cada carro deve justapor-se a um 
carro já estacionado, ou seja, uma vez estacionado 
o carro 1 em qualquer uma das vagas, os seguintes 
se vão colocando imediatamente à frente do carro 
mais avançado ou atrás do carro mais recuado. 
Quantas configurações distintas podem ser 
obtidas desta maneira? A figura abaixo mostra 
uma das disposições possíveis. 


Epp a EEE 


263) (IME-83/84) Determine a soma de todos os 
números inteiros que são obtidos permutando-se, 
sem repetição, os algarismos 1,2,3,4€e5. 


264) (IME-84/85) Dois clubes do Rio de Janeiro 
participaram de um campeonato nacional de 
futebol de salão onde cada vitória valia um ponto, 
cada empate meio ponto e cada derrota zero 
ponto. Sabendo que cada participante enfrentou 
todos os outros apenas uma vez, que os clubes do 
Rio de Janeiro totalizaram, em conjunto, oito 
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pontos e que cada um dos outros clubes alcançou 
a mesma quantidade k de pontos, determine a 
quantidade de clubes que participou do torneio. 


265) (IME-84/85) Um exame vestibular se 
constituiu de 10 provas distintas, 3 das quais da 
área de Matemática. Determine de quantas formas 
é possível programar a sequência das 10 provas, 
de maneira que duas da área de Matemática não 
se sucedam. 


266) (IME-87/88) Considere um conjunto de 12 
letras distintas, sendo 8 consoantes e 4 vogais; 

a) quantas palavras podem ser formadas contendo 
3 consoantes e 2 vogais sem repetição?; b) em 
quantas destas palavras as vogais não estão 
juntas? 


267) (IME-88/89) Em cada uma das faces de um 
cubo constrói-se um círculo e, em cada círculo 
marcam-se n pontos. Unindo-se esses pontos, 

a) quantas retas, não contidas numa mesma face 
do cubo, podem ser formadas; 

b) quantos triângulos, não contidos numa mesma 
face do cubo, podem ser formados; 

c) quantos tetraedros, com base numa das faces do 
cubo, podem ser formados; 

d) quantos tetraedros, com todos os vértices em 
faces diferentes, podem ser formados. 


Questões de Olimpíadas 


268) (Rio Grande do Norte-94) Num programa 
transmitido diariamente, uma emissora de rádio 
toca sempre as mesmas 10 músicas, mas nunca na 
mesma ordem. Para esgotar todas as possíveis 
sequências dessas músicas serão necessários 
aproximadamente: 

a) 100 dias b) 10 anos 

d) 10 séculos e) 100 séculos 


c) 1 século 


269) (São Paulo -2000) Numa festa, há 100 
garotas e alguns garotos. Cada garota conhece 
exatamente 4 garotos e 11 garotos conhecem 5 
garotas cada, 16 garotos conhecem 4 garotas cada, 
25 garotos conhecem 3 garotas cada, e os demais 
conhecem 2 garotas cada. Quantos garotos há na 
festa? 


270) (Rio Grande do Norte-95) Num tabuleiro 3 x 
3, contando os retângulos existentes, em diversas 
posições, chegamos a um total que: 

a) é maior do que 40 b) é menor do que 30 
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c) é exatamente igual a 30 d) está entre 30 e 40 
e) é exatamente igual a 40 


271) (Rio Grande do Norte-97) Em cada quadrado 
de um tabuleiro 8 x 8 se pode colocar uma ficha. 
Dizemos que uma ficha vê a outra se ambos estão 
na mesma fila ou na mesma coluna e se nos 
quadrados intermediários entre eles dessa fila ou 
coluna, se existem, estejam sem fichas (vazios). 
Qual é o número máximo de fichas que se pode 
colocar de maneira tal que cada ficha veja 
exatamente duas fichas? 

a)8 b)l6 c)20 d)46 e) 18 


272) (OBM-2003) Num tabuleiro 2 x 2, como o 
mostrado a seguir, escreveremos números inteiros 
de 1 a 9 obedecendo à seguinte regra: A > B, C > 
D, A4>CeB>D. 


B 


C D 


a) Quantos tabuleiros diferentes existem tais que 
B=C? 
b) Quantos tabuleiros diferentes existem no total? 


273) (Rio de Janeiro-98) Em um condomínio 
serão construídas 6 casas de um mesmo lado de 
uma rua. As casas podem ser de tijolo ou de 
madeira, mas como medida de segurança contra 
incêndio, duas casas de madeira não podem ser 
vizinhas. De quantas maneiras se pode planejar a 
construção das casas desse condomínio? 


274) (México-88) De quantas formas podem ser 
acomodadas em linha reta sete bolas brancas e 
cinco negras, de tal maneira que não existam duas 
bolas negras juntas? 


275) (Bélgica-91) O alfabeto alemão consiste de 6 
vogais e 20 consoantes. Assuma que uma palavra 
de 3 caracteres possui ao menos 1 vogal e ao 
menos 1 consoante. Determine o maior número de 
palavras de 3 caracteres que é possível escrever. 


a) 2880 b)3120 c)8640 d)9360 e) 18000 


276) (Bélgica-93) Um número inteiro não- 
negativo é dito palíndromo se ele lido da esquerda 
para a direita é igual quando lido da direita para a 
esquerda. Por exemplo, 121, 0, 2002 e 4 são 
palíndromos. O número de palíndromos que são 
menores que 1.000.000 é: 
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a)900 b)1991 c)1993 d)1999 e)2220 

277) (OBM-2004) De quantos modos podemos 
sombrear quatro casas do tabuleiro 4 x 4 abaixo 
de modo que em cada linha e em cada coluna 


exista uma única casa sombreada? 


278) (AIME-98) Determine o número de 
quádruplas ordenadas (a, b, c, d) de inteiros 
positivos ímpares com soma 98. 


279) (AIME-2002) Seja S = (1, 2, ... , 10). 
Determine o número de pares não-ordenados A e 
B, onde A e B são subconjuntos disjuntos não- 
nulos de S. 


280) (OBM-98) O alfabeto usado no planeta X 
tem somente duas letras: X e x. O sobrenome 
(nome de família) de cada um de seus habitantes é 
uma sequência formada por 4 letras. Por exemplo, 
xXxx é um possível sobrenome utilizado nesse 
planeta. O maior número de sobrenomes 
diferentes que podem ser dados no planeta X é: 
A)12 B)14 C)15 D)16 E)18 


281) (AIME-2002) D é um polígono regular de 12 
lados. Quantos quadrados (no plano de D) 
possuem dois ou mais de seus vértices como 
vértices de D? 


282) (AIME-2003) Quantos inteiros de quatro 
dígitos possuem a soma dos dois primeiros dígitos 
igual à soma dos dois últimos dígitos? 


283) (OBM-99) Quantos números inteiros entre 
10 e 1000 possuem seus dígitos em ordem 
estritamente crescente? (Por exemplo, 47 e 126 
são números deste tipo; 52 e 566 não). 

A)90 B)98 C)112D) 118E) 120 


284) (OBM-2003) Cinco amigos, Arnaldo, 
Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ernaldo, devem 
formar uma fila com outras 30 pessoas. De 
quantas maneiras podemos formar esta fila de 
modo que Arnaldo fique na frente de seus 4 
amigos? 

(Obs.: Os amigos não precisam ficar em posições 
consecutivas.) 
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! | 35 a 
a) 35! Ds = 95) aee 


285) (Brasil Preparação Cone Sul-2004) Um 
comandante de uma companhia convocou 
voluntários para a constituição de 11 patrulhas. 
Todas as patrulhas são formadas por um mesmo 
número de homens. Por outro lado, cada homem 
participa de exatamente duas patrulhas e cada 
duas patrulhas têm exatamente um homem em 
comum. Determine o número de voluntários e o 
de integrantes de uma patrulha. 


286) (Brasil Preparação Cone Sul-95) Quinze 
problemas, numerados de 1 a 15, foram propostos 
em um certo exame. Nenhum estudante resolveu 
dois problemas consecutivos corretamente. Se 
1600 candidatos fizeram o teste, é verdade que 
necessariamente no mínimo dois estudantes 
preencheram o gabarito de forma idêntica? 
(Assuma que cada questão tem somente duas 
respostas possíveis, certo ou errado, e que 
nenhum estudante deixou qualquer questão em 
branco). 


287) (Brasil Preparação Cone Sul-2000) Quantos 
números de quatro dígitos existem formados 
apenas por algarismos ímpares? E somente por 
algarismos pares? 


288) (Brasil Preparação Cone Sul-2002) Seja n € 
IN. Quatro naturais diferentes a, b, c, d são 
escolhidos do conjunto (1, 2, ..., n} de tal modo 
que a +c=b+ d. Mostre que o número de 
maneiras de fazermos tais escolhas é exatamente 
n(n — 2)(2n — 5)/24. 


289) (Excalibur) Quantos subconjuntos de 3 
elementos do conjunto X = (1,2, 3, ..., 20) 
existem de modo que o produto dos 3 números no 
subconjunto seja divisível por 4? 


290) (Argentina-97) Sejam s e t duas retas 
paralelas. São marcados k pontos na reta s e n 
pontos na reta t (k > n). Sabendo que a quantidade 
total de triângulos que tem seus três vértices em 
pontos marcados é 220, achar todos os possíveis 
valores de k e n. 


291) (Argentina-97) Daniella, Ivan, Laura e 
Matias escrevem números naturais de cinco 
dígitos distintos formados pelos dígitos 1, 2, 3,4, 
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e 5. Daniella escreve uma lista de todos os que 
tem a primeira cifra igual a 1. Ivan escreve uma 
lista de todos os que tem as duas primeiras cifras 
formadas pelos dígitos 1 e 2 em qualquer ordem. 
Laura escreve uma lista de todos os que tem as 
três primeiras cifras formadas pelos dígitos 1, 2 e 
3, em qualquer ordem. Matias escreve uma lista 
de todos os que tem as quatro primeiras cifras 
formadas pelos dígitos 1, 2, 3 e 4, em qualquer 
ordem. Existem números naturais de cinco cifras 
distintas, formados pelos dígitos 1, 2,3, 4 e 5, que 
não figuram em nenhuma das quatro listas. 
Quantos são os números que não figuram em 
nenhuma lista? 


292) (Suécia-86) De quantas maneiras 11 maçãs e 
9 pêras podem ser divididas entre 4 crianças de 
modo que cada criança receba cinco frutas? (As 
maças são idênticas, tal qual as pêras) 


293) (Nandú-97) Com os dígitos 5, 4, 3, 2 e 1, 
deseja-se formar números de cinco cifras 
distintas. Se 3 deve ocupar o lugar das centenas 
ou o das dezenas, quantos números distintos 
podem ser formados? 


294) (Nandú-97) Com os dígitos: 1-2-3-4-5e 
0, quantos números de quatro cifras que são 
múltiplos de 5 e tem todas as cifras distintas pode- 
se formar? Explica por que. 


295) (Nandú-98) Com vértices nos pontos que são 
dados, quantos quadriláteros podem ser traçados? 


À B T D 
+ d + e 
E E G 
+ + + 


296) (Nandú-98) Com os dígitos 1-2 -3-4e5 
armam-se números de 4 dígitos que são múltiplos 
de 3 e de 5. Se é possível repetir dígitos, quantos 
números podem ser formados? 


297) (Nandú-98) Em um tabuleiro de 5 filas e 3 
colunas deseja-se pintar de azul 6 casas de modo 
que, em cada coluna existam exatamente 2 casas 
pintadas e em cada fila exista ao menos uma casa 
pintada. De quantas maneiras pode-se fazer isto? 


298) (Nandú-2001) Um tenista treina nas quadras 
de seu clube. Cada semana, treina 2 dias de 
manhã e tarde e 4 dias somente pela tarde. Nunca 
treina manhã e tarde dois dias consecutivos da 
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semana. Pode utilizar as quadras para treinar de 
segunda a domingo. De quantas maneiras distintas 
o tenista pode planejar seu treinamento durante 
uma semana? 


299) (Nandú-2001) Luís tem um novo trabalho. 
Deve trabalhar 14 horas por semana, de segunda a 
sexta, não menos de 2 horas por dia e sempre um 
número inteiro de horas. De quantas maneiras 
distintas pode organizar suas horas de trabalho 
durante a semana? 


300) (Rioplatense-95) Mostre que existe tantas 
maneiras de repartir n moedas em p pilhas, como 
maneiras de repartir n — p moedas em pilhas com 
p ou menos que p moedas em cada uma. 


301) (Irlanda-94) Considere um tabuleiro m x n 
que deve ser preenchido completamente pelos 
números O ou 1. Determine o número de tais 
tabuleiros com a propriedade que o número de 
“Ts” em cada linha e em cada coluna é par. 


302) (Noruega-96) Quantas contas de banco de 11 
dígitos existem usando apenas os dígitos 1 e 2, 
tais que não ocorram dois 1ºs consecutivos? 


303) (Grécia-96) Determine o número de funções 
f: (1, 2, ..., ni> (1995,1996! que satisfaz a 
condição que f(1) + f(2) +... + f(n) é ímpar. 


304) (Espanha-98) Um subconjunto A c M= 11, 
2, 3, .., 11} é bom se possui a seguinte 
propriedade: 

“Se 2k e A, então 2k- 1 e Ae2k+1 e A”. 
Considerando que o conjunto vazio e M são bons, 
determine quantos subconjuntos bons possui M. 


305) (St. Petersburg-96) Considere um poligono 
convexo de 1996 lados que não possui três 
diagonais concorrentes. Determine o número de 
triângulos, pertencentes ao interior do poligono, 
possuindo seus lados nas diagonais do poligono. 


306) (Ucrânia-96) Seja M o número de todos os 
inteiros positivos que possuem n dígitos 1, n 
digitos 2 e nenhum outro dígito em sua 
representação decimal. Seja N o número de todos 
os inteiros positivos de n dígitos possuindo 
somente os dígitos 1, 2, 3 e 4 em sua 
representação decimal onde o número de 1’s é 
igual ao número de 2’s. Prove que M =N. 
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307) (China-86) Considere a equação 2x, + x2 + 


X3 + X4 + X5 4 Xo + X10 = 3. Quantas 


X6 t X7 + Xg t 


soluções inteiras não-negativas possui esta 
equação? 
308) (China-89) Dois times possuem seus 


jogadores numerados de 1 a 7. No primeiro jogo, 
os dois jogadores numerados com 1 jogam um 
contra o outro. O perdedor é eliminado e o 
trocado pelo próximo jogador do mesmo time, até 
que todos os jogadores de um mesmo time sejam 
eliminados. Determine o número de seqüências 
possíveis de jogos. 


309) (China-90) Quantos subconjuntos fai, a2, a3} 
de (1,2,..., 14} satisfazem a — aı 2 3 e a; — a > 
3? 


310) (China-91) Em uma mesa circular estão 
sentados 8 mulheres e 25 homens, com ao menos 
2 homens entre todo par de mulheres 
consecutivas. De quantas maneiras as pessoas 
podem sentar na mesa se duas configurações são 
consideradas iguais se uma pode ser obtidas por 
rotação da outra. 


311) (Vietnã-96) Determine o número de 
permutações do conjunto {1, 2, ..., n} tal que não 
apareçam três elementos de 1, 2, 3, 4 
consecutivamente. 


312) (Polônia-95) Determine o número de 
subconjuntos de {1, 2, 3, ..., 2n} em que a 
equação x + y = 2n + 1 não possua solução. 


313) (Math Counts-85) Existem 15 maneiras de 
inserir dois ou menos y’s em uma linha de 3 x’s: 


XXX, YXXX, XYXX, XXYX, XXXY, YYXXX, XyYXX, 
XXYYX, XXXYY, YXYXX, YXXYX, YXXXY, XYXYX, 
XYXXY, XXYXY. 


De quantas maneiras podemos inserir r ou menos 
y’s em uma linha de n xºs? 


314) (Nórdica-2000) De quantas maneiras pode o 
número 2000 ser escrito como a soma de três 
inteiros positivos, não | necessariamente 
diferentes? (Somas como 1 +2+3€e3+1+2, 
etc. são consideradas iguais) 


315) (Maio-98) Com seis varetas se constrói uma 
peça como a da figura. As três varetas exteriores 
são iguais entre si. As três varetas interiores são 
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iguais entre si. Deseja-se pintar cada vareta de 
uma cor só de modo que em cada ponto de união, 
as três varetas que chegam tenham cores 
diferentes. As varetas só podem ser pintadas de 
azul, branco, vermelho ou verde. De quantas 
maneiras pode-se pintar a peça? 


316) (International Mathematical Talent Search) 
Uma empresa multinacional possui 250 
empregados, cada qual falando várias línguas. 
Para cada par de empregados (A, B), existe uma 
língua falada por A e não por B, e existe uma 
língua falada por B e não por A. Ao menos 
quantas línguas devem ser faladas na empresa? 


317) (Cone Sul-95) Existem dez pontos marcados 
sobre uma circunferência. Aos números de 1 à 10 
traço todos os segmentos que estes pontos 
determinam. Colori-se os segmentos, uns com 
roxo e outros com azul. Sem mudar as cores dos 
segmentos, renumera-se todos os pontos de 1 à 
10. Será possível colorir os segmentos e 
renumerar os pontos de modo que aqueles 
números que estavam unidos com roxo ficam 
agora unidos com azul e os números que estavam 
unidos com azul ficam agora unidos com roxo? 


318) (AIME-86) Em uma determinada sequência 
de arremessos de moedas deve-se anotar o 
número de ocasiões em que uma coroa (C) é 
imediatamente seguida de uma cara (K), uma cara 
é imediatamente seguida de uma cara, etc. 
Denotamos isto por CK, KK, etc. Por exemplo, na 
sequência  KKCCKKKKCKKCCCC de 15 
arremessos de moedas nós observamos que 
existem cinco KK, três KC, dois CK e quatro CC. 
Quantas segiiências distintas de 15 arremessos 
existem que contém exatamente dois KK, três 
KC, quatro CK e cinco CC subsegiiências? 


319) (Áustria/Polônia-99) Sejam n um inteiro 
positivo e M = (1,2, ..., n}. Determine o número 
de maneiras de formar seis subconjuntos As, As, 
As, A4, As e As (não necessariamente disjuntos) 
de M, de modo que cada elemento de M pertença 
a 0,3 ou 6 dos conjuntos A,, A2, As, A4, As e As. 


E Capítulo 5. Binômio de Newton 
BINOMIO DE NEWTON 


5.1. INTRODUÇÃO 

Neste capítulo estudaremos as propriedades do desenvolvimento de (x + y)”, n e IN, x E IR, y € 
IR, como soma de parcelas, onde cada parcela é o produto de potências de x e y. Por ter sido estudado 
inicialmente por Isaac Newton e se tratar da potência de um binômio (dois termos algébricos), o nome 
desse desenvolvimento é Binóômio de Newton. Posteriormente veremos que o Binômio de Newton possui 
uma importante participação no estudo das probabilidades. 


5.2. O DESENVOLVIMENTO EM BINÔMIO DE NEWTON 
Para alguns valores relativamente pequenos de n podemos determinar rapidamente o 
desenvolvimento em Binômio de Newton de (x + y)”,n e IN: 
)n=0: (x+y)'=1 
i)n=1: (x+y)/=x+y 
ii) n=2: (x+y) = (ty) ty) =x" + xy + xy +y 


x +2xy +y 
ivy)n=3: K+y=(x+y+2xy+y)=x)+2x)y 2 + x? 


Xy rX ya 


À medida que aumentamos o valor de n vai ficando cada mais demorado o cálculo na “força bruta” 
do desenvolvimento em Binômio de Newton de (x + y)". Vamos agora determinar a expressão geral. 
Para tanto vamos escrever (x + y)” como o produto de n termos (x + y): 


CEE E E EEE) 
n termos 

Assim, para determinarmos cada parcela de (x + y)? devemos realizar a multiplicação dos n termos 
(x + y), ou seja, cada parcela de (x + y)” é obtida escolhendo x ou y em cada um dos n termos (x + y) e 
multiplicando estes elementos. Assim, nesta multiplicação surgirão parcelas do tipo x*y" 2 ou x" ~ °y’. 
Por outro lado note que neste procedimento de multiplicação aparecerão parcelas iguais. Neste caso 
devemos somar estas parcelas idênticas e o coeficiente de cada parcela distinta vai ser exatamente igual 
à quantidade de maneiras de obter cada parcela na multiplicação dos n termos (x + y). Assim, na 
obtenção de x” Py’ (p e IN, p < n) devemos escolher n — p elementos x (dentre n no total) e p elementos 
y (dentre n no total). Note que para isto ocorrer basta indicarmos de quais termos (x + y) vão sair os p 
elementos y (automaticamente os elementos x sairão dos demais n — p termos). Claramente esta escolha 


n! 


p) pi(n-p)! 
desenvolvimento em Binômio de Newton de (x + y)”. Assim, a combinação de n elementos tomados p a 
p também recebe o nome de coeficiente binomial. Uma vez que podemos escolher desde nenhum 


PaP 


maneiras, sendo este valor o coeficiente da parcela x” Py 


pode ser feita de no 


; : SOS n n 
elemento y até n elementos y na parcela, os coeficientes binomiais são: | | sN í ] e as 


2 n 


n n n n 
parcelas sad) e e ty, | ey, a 
0 l 2 n 


Desta forma, o desenvolvimento em Binômio de Newton de (x + y)” é igual a: 


(x+y) = a bens |? pa 5 ge E GR e E y” 
0 1 2 p n 
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Podemos observar alguns detalhes nesta expressão: 
i) O número de parcelas distintas no binômio (x + y)” é sempre igual an + 1; 


n 
ii) O termo geral de cada parcela (x + y)” é igual a [Ty =| x PyApelIN,0<p<n. 
p 


iii) Se estivéssemos interessados no desenvolvimento em Binômio de Newton de (x — y), basta 


P 


n E 
x! PyP, 


escrevermos o desenvolvimento de (x + (— y))”, cujo termo geral é Ton = ef 
iv) Cada parcela se divide em parte literal e coeficiente. No desenvolvimento de (x + y)”, considerando 


o . . r = . r n 
x e y variáveis, a parte literal do termo geral é x" PyP e o coeficiente é ) Entretanto, se x e/ou y 


p 
possuírem números em suas expressões, estes números passam para o coeficiente em cada parcela. Por 
exemplo, no desenvolvimento de (2x + 3)”, o termo geral pode ser calculado da seguinte maneira: 


Town = Peo GP > T+ = (2) O 


n 
Neste caso, a parte literal do termo geral é iguala x” Pe o coeficiente é (2)" P(3)P ] 
p 


v) Em qualquer desenvolvimento binomial a soma dos coeficientes é obtida fazendo as partes literais 
iguais a 1. Por exemplo, fazendo x = y = 1 no desenvolvimento binomial (3x + 5y)* encontramos que a 
soma dos coeficientes é igual a (3 + 5) = 8º = 2!2 Por outro lado, no desenvolvimento binomial de 
(x— y)'º, fazendo x = y = 1 encontramos que a soma dos coeficientes vale (1 — 1)'º=0, 

vi) Em um Binômio de Newton algumas parcelas podem não possuir uma das variáveis. Neste caso elas 
são denominadas independentes destas variáveis. Por exemplo, no desenvolvimento de (x + y)? a parcela 


n ; F 
í y é independente da variável x. 
n 
vii) Em um desenvolvimento binomial os coeficientes binomiais aparecem simétricos em relação à(s) 
f n n E : 
parcela(s) central(is). Em outras palavras, temos que J-{ | fato já demonstrado no capítulo 
p n-p 


sobre Combinações e que recebe o nome de complementariedade dos números binomiais. 


Exemplos: 


4 
1) (UFPI-2003) O valor de a para que o coeficiente de x? no desenvolvimento binomial de [e -2) 


seja igual a 1/2 é: 
a)l b1I2 c)-1 d)-32 e)-2 
Solução: 


4 p P(4 
O termo geral do desenvolvimento proposto é Tp, = (D? Je JP [5] = [- 3 je a 
Pp 


No caso do termo em x” temos: 2 = 2(4 — p) > p-3. 


3 

4 

E TNE EE a? > =-1 > a=-1 
2 2) 13 


2) (AFA-99) No desenvolvimento de (x + 2)"x*, o coeficiente de x"! é 
au, b) os CC 9mn-D. dan(n-1) 
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Solução: 


n n 
O termo geral do desenvolvimento de (x + 2)"x? é Ton = A hr Rei DR = a 
P p 


Assim, devemostern-p+3=n+1 > p=2. 
n(n—1) 
2 


n 
O coeficiente, para p = 2, vale n =4 =2n(n-1). 


3) (AFA-2000) Se, no desenvolvimento do binômio (x + y)™ * >, ordenado segundo as potências 
decrescentes de x, o quociente entre os termos que ocupam as posições (m + 3) e(m + 1) é yo? y 
então o valor de m é 

a) par. b)primo. c)ímpar. d)múltiplo de 3. 

Solução: 

A posição (m + 3) ocorre para p =m +2 e a posição (m + 1) ocorre para p = m. Portanto: 


M+5 | (m+5){(m+2), m2 (M+5 
X y 
Lis m+2 m+2) 55 
= X 


Tra E F j (m+5)-(m),,m [” A `) 
X y 
m m 


NE 
` 2 m+2 m+5 m+5 
Então, podemos escrever que: — = os =3 
3 m+5 m m+2 
m 
2.(m +5).(m + 4).(m +3).(m + 2).(m +1) _ 3.(m + 5).(m + 4).(m +3) 


120 6 
m+3m-28=0 > m+7m-4)=0 > m=4 > mépar 


> (m+2Xm+1)=30 > 


4) (AFA-2000) Os coeficientes do quinto, sexto e sétimo termos do desenvolvimento de (1 + x)” estão 


em progressão aritmética. Se n < 13, então o valor de 2n + 1 é 
a)7 bI3 cœ)15 d)27 
Solução: 


E 7 n ; ; 
O termo geral do desenvolvimento de (1 + x)" é Tou al je - Deste modo, os coeficientes do quinto, 
Pp 


4 5 6 


E x n n n 
progressão aritmética: 2 = + => 


2 n(n-l)(n-2)(m-3)(n-4) _ n(n—D(n — 2)(n —3) x n(n—-D(n-2)(n —-3(n —4)(n —5) 
120 24 720 
12(n-4)=30+(n-4(n-5) > 12n-48=30+12-90+20 > n-21n+98=0 > 
(n-Nn-149)=0 > n=7oun=14 
Desde que n < 13, a única solução én=7 > 2n+1=15. 


; “(mn n n , 
sexto e sétimos termos são í ] E ] e | ] , respectivamente. Portanto, para estes termos estarem em 


š nj, 
5) Demonstrar que se n é par então o valor máximo de í ] é encontrado para n = p/2. 


p 
Solução: 
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| | 
Inicialmente vamos resolver a inequação i > a > E 2 
p-1 p!(n — p (p-)!(n-p+1! 
n! n! e n! E l [zo e 
pt Din =p)! (p-1)!(n-p+1)(n-p)! (p-D!'m-p)!|p n-p+1 
| E 
n! n-2p+1 Sd es T, n! 
(p-D!-p)! p(n -p+1) p!(n — pD 
| 
Uma vez que — 2 > 0 > n-2p+120 > paa 
p!'n-p+!1)! 2 


; n SOOS: l n ; 
Como n é par e p é natural, a inequação acima é equivalente a p < 2 Desta forma, desde p = 0 até 


n E : nj, ; ; ; 
p= podemos afirmar que cada termo binomial é maior ou igual ao seu antecessor, implicando 
p 


; : n n 
assim que o maior valor de l ocorre para p = 2 


p 


6) (UFPE-2000) Analise as afirmações seguintes acerca da expansão binomial de (3x + 5)", 
1) Existem exatamente dois termos com coeficientes que não são divisíveis por 13. 

2) A soma dos coeficientes é 2*º 

3) O maior coeficiente é 37.58.11.13 

4) O menor coeficiente é 3! 

5) A soma dos coeficientes das potências de x com expoentes ímpares é 2º — 2!2 

Solução: 


13 13 
1) CERTO. O termo geral de (3x + 5)” é igual a Tom [ fest (5)P = e ne , fazendo 
Pp p 


com que os coeficientes sejam iguais a ma = 3137P 5P E ça atras ss 

p p!(13- p)! p!(13-p)! 
Como 13 é primo, cada coeficiente binomial não será divisível por 13 se p! ou (13 — p)! forem divisíveis 
por 13. Como 0 < p < 13, estes fatos ocorrem somente para p = 13 ou p = 0. Desta forma, existem 
exatamente dois termos (Tı e T14) com coeficientes que não são divisíveis por 13. 
2) CERTO. A soma dos coeficientes pode ser obtida fazendo x = 1: S = (3 + 5)? = 8” = 2°, 


13 
3) CERTO. Seja Cp =3°, sf 


] a expressão geral dos coeficientes do termo geral T, + 1. Vamos 
Pp 


13 13 
resolver a inequação Cp+1 2 Cp > a ] > Pue ] 
P P 


-1 
| | | | 
go SE am 13! o 13! : 13! Si 
p!(13-p)!  (p-D!(14-p)! pp -1)!03-p)!  (p-D!04-p)03-p)! 
| | = 
13! E 3 fu x 13! 0-8 0) > 3 o-sp>o 
(p-DIQ3-p)!lp 14-p (p-D!Q3-p)! p(4—p) p!(14- p)! 
! 
o —————— > 0 temos que 70- 8p2 0 => p<8,75 
BA p) qu p p 


Como p é natural, a última inequação é equivalente a p < 8. Assim, desde p = O até p = 8 podemos 
afirmar que C, + 1 > Cp, implicando que o maior dos coeficientes ocorre para p = 8. 


13! 13.12.11.10. 
Deste modo. seu valor é Cy ap ul casas ADA A LOS os tap ja sai a 
81.5! 1.2.3.4.5 
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4) CERTO. No item anterior demonstramos que de p = 0 até p = 8 os coeficientes binomiais aumentam. 
Analogamente, se resolvêssemos a inequação Cp + 1 > Cp, chegariamos a solução p > 8,75, ou seja, p > 9. 
Assim, desde p = 9 até p = 13 teremos que os coeficientes binomiais decrescem. Desta maneira, os 
candidatos a menor coeficiente são os termos Tı e Ti4. Como Cı = 3}? e Cu = 55, então o menor 
coeficiente é 3”. 


5) CERTO. Observemos que (3x +5)! =C,x2 +C,x2 +C3.x!! +C4.x! +... +C413.x +C]4 
Fazendo x = 1 obtemos: Cı +C + C; + C4 +... + Ciz + C4 = 2° 

Fazendo x =— 1 obtemos: — C1 + C - CG + C4 — ... — Cs + C14 = 2" 

Subtraindo estas duas expressões: 2(Cı + Cs +... + C13) = 2º 98 Ci +C; +... + Ciz = Jag 


f 7 
7) (Olimpíada de São Paulo-2000) a) Escreva o termo geral do desenvolvimento de (1/5 + 13) f 
b) Determine os termos racionais no desenvolvimento do binômio anterior. 
Solução: 


7 7 Ip p 
a) Tui [eari [0 2 133, 


b) Para que Tp + 1 seja racional devemos ter 7 — p par e p múltiplo de 3. Para que 7 — p seja par temos p = 
1,3,5 ou 7. Para que p seja múltiplo de 3 devemos ter p = 0, 3 ou 6. Portanto, a única possibilidade é p 


7 
=3. Assim, o único termo racional é T, = Wo =11375. 


8) (ITA-90) Sejam os números reais a e x onde O < a < 7/2 e x * 0. Se no desenvolvimento de 


seno 
[cos a)x + 


X 


a) 1/6 b) 7/3 c) 1/12 d) 7/4 e) nda 
Solução: 


) o termo independente de x vale 35/8, então o valor de a é: 


. ; 8 s-p| sena |? (8 8- 8-2 
O termo geral do desenvolvimento é Tp; =| |(cosa)x]P | =| (cosa)? P (sena)? x. 
p X p 


O termo independente ocorre quando: 8-2p =0 > p=4. 
8 
Deste modo: T; = 5 = Leo a) (sena) = 5 > (sena.cos o)! = E = 


1 O<a<r/2 
sena. cosa = 5 > 2.sena.cosa=1 > sen2a=1 = 2a = 


10 
2 
9) (ITA-94) No desenvolvimento de A = E + am) , a razão entre a parcela contendo o fator alm e 


A gi a SAR ; a ; 
m` é igual a 9/16. Se a e m são números reais positivos tais que 


a parcela contendo o fator a! 
A= (m? + 4) então: 

a) a .m = 2/3 bam=1/3 c)a+m= 5/2 
d)at+m=5 eJa-m=5/2 

Solução: 


10-p z 10-2 
10 2 P (10)310-p 2P 10 p 
Termo geral: Tom -Í ] Ja” (=) | Ega? = G) q20-2Pp mP 
PA? 3 p/2!0-Pap p2 
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Tog 459 2a fm 7a 3a? 


Portanto: =— = => 2m=32 > m= 
T4 16 12026 3f alm? 32m 2 
10 
2 10 10 2 2 
5 
Substituindo em A: (222m) [me] (E) = (m2 +4) = 5 m =m? +4 > 
3 


ea 42 a20 

4=m| — => |=m > m=32 > 2=1 > a=l > a+m=]+3/2=5/2 

3 

10) (ITA-97) Sejam m e Nen e R] comm >10ex e Rž. Seja D o desenvolvimento do binômio (a + 
2 

b)”, ordenado segundo as potências crescentes de b. Quando a = x” e b=x™ , o sexto termo de D fica 


1 
independente de x. Quando a =x e b=x A, o oitavo termo de D se torna independente de x. Então m 


é igual a 
a)l0 b)12 c)l4 d)l6 œ)18 
Solução: 
2 2 
Na situação inicial: Ts (5 Jarra j5 (5 +(m-5)n 


Termo independente: - 5n?+(m-5)n=0 > n(m-5-5n)=0 > n= = 


7 
m m) -—+m-7 
Posteriormente: Tg (Sor (RAE -Í k É 


Termo independente: RR > — +m-7=0 > -35+m?-12m+35=0 > 


n m — 


m>l0 
m-12m=0 > m=12 


3 
11) (ITA -2004) O termo independente de x no desenvolvimento do binômio (Es —3 | 
X \ 3x 


a) 7293/45 b) 9723/15 9814 REA e) 1653/75 


Solução: 


12 
é: 


k 


12 B) ( my IPA MS ER o ti 
X X E i a 
raffy a E] =tu=[4) z) É) ET O 
~ 12-k k 1 k 
12\ 13 [5 Edo 
Tem 05] - | x 3 6 


Para obtermos o termo independente, temos que ter: -q2 -k)+ - k=0>k=8 

IVA EA Ra CA 12-11:10:9 9 25 (BÝ 
Substituindo k = 8, temos: Ty = = “É >T = ENE 

8 5 3 4.3.2 25 9 3 
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O termo geral de um binômio (a + b)” é dado por Tk; = rot 


Capítulo 5. Binômio de Newton 


2 2 3 3 
n=495 E o n=45 das -495 E >T = 165/75 


2 5 
12) (IME-89) Determine o coeficiente de x~’ no desenvolvimento de: [e + =) (x + =) 
X X 
Solução: 
2 5 
de AE os DP a aa O Aa 
RES DS code 5 4 =a 
X X X X X 
(o 7 
Desta forma, o termo geral do desenvolvimento é T,,, = Po = di 
x P 
. OE: -9 
Assim: 19- 7p=-9 > 7p=28 > p=4 > T;= j x “=35x 
65 
13) (IME-97) Determine o termo máximo do desenvolvimento da expressão: í + 5) 
Solução: 
65 P (65 
O termo geral do desenvolvimento é Tp41 -Í (5) -Í a . 
PAS p 
l N One 65 ia 
Vamos agora resolver a inequação Tp+1ı 2 Tp > Em : op e S 
p p= 
| ! E 
65! >3 65! z dis 3 = 9l 3 ER 66- 4p >0 
pp -1)!(65-p)!  (p-1)!(66-p)(65-p)! p 66-p p 66-p p(66-p) 


Como p(66 — p) > 0, temos que 66 -4p 2 0 > p<16,5 
Desta maneira, como p é inteiro, desde p = O até p = 16 temos que os coeficientes vão crescendo, 


65 
fazendo com que o maior deles ocorra para p= 16 => Tmax = Ti7 = np 


14) (Olimpíada de São Paulo-2002) Mostre que 46” + 48% é divisível por 47°. 
Solução: 
Note que podemos escrever 46” + 48% como a soma de dois desenvolvimentos binomiais: 


47 47 47 47 
(47=1) "(dg =47" a : hr Faot Hg ATE! + hr sm Ai +1 > 


47 47 47 47 47 
46% +48" =247" 4| CA UCA) O 47 t. APH 7 
2 4 6 44 46 


47 i . pa 47 47 = 47 47-2k x 
Como 46 = 47 , então todos os termos binomiais de 46 * + 48”, que são da forma 2 A 47 , são 
divisíveis por 47”, fazendo com que 46” + 48” seja divisível por 472. 
15) (AIME-2000) Os números inteiros positivos m e n são primos entre si. Os coeficientes de x ex? na 


expansão de (mx + n)º"º são iguais. Determine o valor de m + n. 
Solução: 
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2000 2000 
p p 


p 
2000 m2n!??8x2 e Tae 2000 mon: 
1998 1997 


2 2 

EN 000 m?n!8 = 000 mn!” = (20001999)  (2000)(1999)(1998) 
1998 1997 2 2.3 

Como mdc (m, n) = 1 temos quen = 1 em =666 > m+n= 667. 


Deste modo, temos que: Tj999 -Í 


m > n= 666.m 


16) (IME-73) Prove, aplicando o Princípio da Indução, que se n e IN“ e p € Z. é um número primo, 
então nº -—n é divisível por p. 
Solução: 
i) Para n = 1 temos que 1º — 1 = 0, que é divisível por qualquer primo p. 
ii) Suponhamos que exista um natural n tal que n? — n é divisível por p. 


HD (n+1P -a+n=[p h [eap tal p bn = 
0 1 2 p-l p 
(n +1)? - (n +1) = (n? o (o Er tua j | 
1 2 p-1 


| —1)! 
Uma vez que Posto ag E 
k) k!(p-k)!  k!(p-k)! 


e p é primo, então para 1 < k < p — 1 temos que E é 
Php2,..4) P In é divisível por p, 
2 p-1 


então temos que (n + 1}? — (n + 1) é divisível por p, que completa a indução. 


divisível por p. Desde que (n? — n) é visível por p e Wa [ 


17) (IME-82) Calcule o coeficiente do termo em xº, no desenvolvimento de (2x — 3)(x + 2)". 
Solução: 

Esquematicamente podemos escrever: 

(2x — 3x + 2 = (Cix* + Cox + Cox? + Cox + CAD H Dx’ H Dx” H Dax’ + Dsx + D6) 
Desta forma, o coeficiente do termo em x? é: CDs + C3D; + C4D14 + C;D3 


Pelos termos gerais dos desenvolvimentos concluímos que: C p+ = (—1)P tes e D p+ = Ná , 


R . 31. 
Assim, o coeficiente do termo em x” é igual a: 


TOTER 
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5.3. RELAÇÃO DE STIFEL 


n n n+1 
Sen e IN ep € IN, eno | Jef H |. 
p=) \p p 


1º Demonstração: 
n! n! n! n! 


n n l 
L “-Dia-p+D pa-p! P-Dim-p+Da-p! PMP-D!m-p! 


R n! l 1 Hl- n! | n+1 |- (n+ Dn! a 
(p-1)!(n-p)!|n-p+1 p| (p-D!@-p!|p@-p+D] (p= Dlih=p+DE=p)! 


o (+! E pn 
“plo-p+D | p 


2* Demonstração: 
Vamos lançar mão de um argumento combinatório para demonstrar a relação de Stifel. Suponha que 
você tem n + 1 objetos distintos para escolher p deles, sendo que dentre os n + 1 objetos distintos está o 


? ' E: n+1 , s À 
objeto x. Evidentemente você pode escolher os p objetos de ] maneiras. Outra maneira contar é 
p 


escolhendo os p objetos considerando que o objeto x deve estar na escolha e depois escolher os p objetos 
considerando que o objeto x agora não será escolhido. Escolhendo p objetos, sendo um deles o objeto x, 


n n 
temos í | possibilidades. Para escolher p objetos, sem o objeto x ser escolhido, temos ] 
p- p 


possibilidades. Como se tratam de duas maneiras diferentes de contar a mesma situação, temos que as 


n n n+1 
quantidades calculadas para cada método de contagem devem ser iguais, ou seja: | + ] = ] ; 
P> p p 


5.4. TRIÂNGULO DE PASCAL 
A relação de Stifel permite que se monte uma tabela relacionando os valores dos coeficientes 


+ 


P p 
consecutivamente os valores de n (iniciando de 0) e na horizontal apareçam consecutivamente os valores 


À az n n n+1 R f 
binomiais. Como í i l ] -Í | então se montarmos uma tabela em que na vertical apareçam 
p — 


Ria E : ra n nj x 
de p (também iniciando de 0), teremos que os números binomiais í i e í ] são dois elementos 
Pp— 


p 


; i . {n+l 
consecutivos em uma mesma linha da tabela, enquanto que o número binomial í ] é o elemento da 


n 
tabela exatamente abaixo de l . Esquematicamente: 
p 


139 


Capítulo 5. Binômio de Newton 


d dig montar a seguinte tabela: 
2 3 4 5 b 4 8 


T 

lol G 

lo) O G 

H |) G G 
OEGE 

(o) (o) EAE 

s lo) (3) E) (o) (9) (5) (9 

o G O G A E C 
00000000E 


Observe que a soma de dois números consecutivos em uma mesma linha é igual ao elemento da 
6 6 7 
tabela imediatamente abaixo no último elemento da soma. Por exemplo, p + 5) =15+20=35= q f 


Substituindo os coeficientes binomiais pelos seus valores numéricos obtemos o seguinte triângulo: 


15 20 15 6 1 
21 35 35 21 7 1 
26 56 70 56 da 5 1 


1 

1 1 

1 2 1 
13 3 1 
l4 é 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 é 

1 7 

18 


Este triângulo é denominado de Triângulo de Pascal e os elementos na linha n (iniciando de n = 0) 
são iguais aos coeficientes binomiais i p e IN, 0 < p <n. Portanto, para determinar o 
p 


desenvolvimento binomial (x + y)º é suficiente tomarmos como coeficientes das parcelas os números na 
linha n = 6 do Triângulo de Pascal. Assim: (x + y)º = xf + 6xy + 15x!y? + 20x°y? + 15x?y" + 6xyº + yº. 
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5.4.1. Propriedades do Triângulo de Pascal 
5.4.1.1. Teorema das Linhas 
A soma dos números binomiais em uma linha do Triângulo de Pascal é igual a uma potência de 2 
cujo expoente é a ordem da linha. 
Observe os casos seguintes: 


Linha 0: 1 soma: 2º 
Linhal: 1 1 soma: 2! 
Linha2: 1 2 1 soma: 2? 
Linha3: 1 3 3 1 soma: 2º 
Linha4: 1 4 6 1 soma: 2º 
Linha5: 1 5 10 10 5 1 soma:? 


Algebricamente podemos escrever esta propriedade como: 


oleo 


1º Demonstração: 


Sabemos que (x + y)” = EE + 


n 
Fazendo x = 1 e y = 1 temos diretamente que (1+1)” = Co)" + 


rt» 


2º Demonstração: 
Vamos usar um argumento combinatório para demonstrar o Teorema das Linhas. Suponha que você 
possui uma urna com n objetos todos distintos. Suponha que você deseja calcular o número de maneiras 


n 
de escolher uma quantidade qualquer de objetos. Se você quiser escolher nenhum objeto existem E 


sas a A ; À n Tu A ; 
possibilidades, se você quiser escolher um objeto existem [1 possibilidades, se você quiser escolher 


: : : n qd : ; : : ; n 
dois objetos existem É possibilidades, assim por diante, até escolher n objetos, onde existem ] 
n 


1 2 


objetos dentre n distintos. Uma outra forma de contar a mesma situação é analisar se cada objeto vai 
figurar ou não na escolha. Para o 1° objeto temos duas possibilidades: figura ou não na escolha. Para o 2° 
objeto temos também duas possibilidades, assim por diante, até o n° objeto, onde temos novamente duas 
possibilidades. Desta forma, o número de possibilidades é igual a 2.2...2 = 2º. Como temos duas 


objetos. Assim, existem PERREN possibilidades de escolher alguma quantidade de 
n 


; ANTE E n n n n 
maneiras de contar a mesma situação, então podemos afirmar que (o + í ] + E +... + ] Sarr 
n 
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5.4.1.2. Teorema das Colunas 
A soma dos números binomiais de uma mesma coluna, iniciando do primeiro elemento e 
terminando em um elemento qualquer de uma mesma coluna, é igual ao número binomial que fica 
diagonalmente abaixo, à direita, do último número binomial da soma. 


Observe o esquema seguinte: 
1 


i pi pi pi pi pi pi fuel 


Esta propriedade pode ser expressa algebricamente por: 
n n+1 n+2 n+p n+p+1 
+ + +.+ = 
n n n n n+1 
1º Demonstração: 
Vamos escrever algumas relações de Stifel: 


n+1 n+1 n+2 
RR 
n+2 n+2 n+3 
o 
n+3 n+3 n+4 
E 
n+p- n+p-l n+p 
ea ins 
n+p n+p n+p+1 
E ae Es 
Somando todas estas expressões e cortando os termos iguais que aparecem dos dois lados da igualdade: 


n+1 n+1 n+2 n+3 n+p n+p+1 
+ + +... + = 
n+1 n n n n+1 


n+1 n n n+1 n+2 n+3 n+p n+p+1 
Uma vez que = =], temos: + AE + SAR = 
n+1 n n n n n n n+1 


2* Demonstração: 
Considere a seguinte progressão geométrica: x(1 + x)", x(1 + x)?" sx +) +, 
Sabemos que a soma dos seus termos é igual a: 


atp _ X(+ x)" [1 +x)P* —1] 
(1+x)-1 
Igualando os coeficiente de x" * ! nos dois lados da igualdade acima: 


Et 


n+l 


ada) sda) +...+x(1+x) de Rj Pre de 
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3º Demonstração: 

À : à : n+p+1 
Considere o seguinte conjunto: A = (1,2,3,...,n +p + 1}. Sabemos que existem exatamente a ) 
subconjuntos de A com n + 1 elementos. Vamos organizar outra forma de contar de quantas maneiras 
podemos formar subconjuntos de A com n + 1 elementos. Seja M o maior elemento de cada um destes 
subconjuntos. Podemos observar que M varia desde n + 1 até n + p + 1. Analisemos caso a caso: 


. n 
e M=n+ 1: existem exatamente 


] subconjuntos; 
n 


n 


É n + 
e M=n +2: existem exatamente 


1 
| subconjuntos; 


f n+ 
e M=n+ 3: existem exatamente 


2 ) 
| subconjuntos; 
n 


, n+p ! 
e M=n+p+ 1: existem i subconjuntos. 
n+ 


Portanto, outro modo de contar o número de subconjuntos de A com exatamente n + 1 elementos é 


n n+1 n+2 n+p : de 
+ + +..+ . Como se tratam de duas maneiras distintas de contar a mesma 
n n n n 


EN n n+1 n+2 n+p n+p+1 
situação, temos que +F JF AF opa SF = : 
n n n n n+1 
5.4.1.3. Teorema das Diagonais 
A soma dos números binomiais, situados na mesma diagonal, iniciando de um elemento na 


primeira coluna, é igual ao número binomial imediatamente abaixo do último elemento do somatório. 
Observe o esquema abaixo: 


Esta propriedade pode ser expressa algebricamente por: 


(tre 
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1º Demonstração: 


n n+1 n+2 n+p n+p+1 Ee 
Pelo Teorema das Colunas temos + + +..+ = . Substituindo cada 
n n n n n+1 


uma destas parcelas número binomial complementar: 


n n+1 n+2 n+p n+p+1 
+ + +...+ = 
-n n+l-n n+2-n n+p-n (n+p+D-(n+1) 
n n+1 n+2 n+p n+p+1 
+ + +... + = 
0 1 2 p p 


2* Demonstração: 
Considere a seguinte progressão geométrica: (1 + x)"x®, (1 +)" xl (1 +x)”, com n + 1 termos e 


E l+x À AR 
razão igual a —— , cuja soma dos elementos é igual a: 
x 


Geg a es = =a q) RM 
Igualando os coeficientes dos termos de x” nos dois lados da igualdade acima temos diretamente que: 
n n+1 n+2 n+p n+p+1 
+ + +... + = 
0 l 2 p p 


Exemplos: 


-1 


1) (FGV-2005) Se P - ] n [ 
5 6 


n? -n Ria Das 
J= eno né igual a: 


a)4 b)6 c)9 d)5 eœe)8 
Solução: 


x : n-—1 n-—1 n n?-n fn 7 
Pela relação de Stifel temos que $ + E = Hi Por outro lado, como 3 = | então 


n n : E . . na 
temos a equação PRBI que somente possui solução se os coeficientes binomiais forem 


complementares: n = 6 + 2 = 8. 


2) (UFPR-80) Sejam n e p números inteiros positivos, tais que n — 1 > p. Então: 


Son 
+ + é igual a: 
poi p p+l 

f — ) B [ + Y P + | P + ] 
a) b) c) d) e) 

p-1 p p pl p+1 
Solução: 


; n-—1 n-—1 n 
Pela relação de Stifel Jf H | 
p-1 p p 


; f n n n+1 
Mais uma vez pela relação de Stifel ] d ] = l . 
p p+1 p+1 
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a m 
3) (AFA-99) O valor de m que satisfaz a expressão z a = 1024 é 
k=0 
a)2. b)3. c)4. d)5. 
Solução: 


m m m/m 
Observe que a S ou seja, podemos encarar a soma dada como um 
k=0 k=0 


3 BD vd E q k| M m m 5 
desenvolvimento em binômio de Newton. Assim: b2 3 =(1+3) =4"=1024=4º > m=5. 
k=0 


4) Demonstre que o coeficiente de x” na expansão da expressão: (1 +) + (1 +)! +. +(1+x é 


: n+1 k 
igual a — É 
E + Í F + ] 


Solução: 
O coeficiente de x™ em (1 +x) +(1+x)!+..+(1+x) é igual à soma dos coeficientes de x” em 
cada desenvolvimento (1 + x)”, k < m < n. Portanto, o coeficiente de x” é: 


+ + +. + ; 
m m m m m 
Pelo teorema das colunas podemos afirmar que: 
H o E) o E E Pa E 
+ + +. + + + ++ 
m m m m m m m m 
+ + +... + = 
m m m m m+1 
i k k+1 k+2 n-1 n n+1 k 
Subtraindo estas duas expressões: + + +. + + = — 
m m m m m m+1 m+1 


5) (IME-00) Determine o polinômio em n, com no máximo 4 termos, que representa o somatório dos 


+ 
ERR 
B B 
o RES A 

II 
HE EN 
B B 
+ + 
pata 
Ne o EA 


n 
quadrados dos n primeiros números naturais Fk f 


k=1 
Solução: 
Note que: S= 1° +2? +3? +. tn =1.2-1)+2.8-1)+3.(4-1)+..+tn[@+1)-1] > 
S=1.2+23+34+..+n(n+D-(1+2+3+..+n) > 


s=22423, 34, netd Mati AP e ee 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 


Pelo Teorema das Colunas: 
s= [05] n(n+1)_ (n+2(n+1)n (n+Dn (n+Dn 


204403] 3 g = Ca + DG + Dn 
3 2 3 2 6 6 


6) Demonstrar a identidade: [1 + fn] + (5) +...+ (5) = n.25 
n 


Solução: 
Vamos desenvolver o termo geral do somatório: 


pE a p a-p 0i)! afp 
k) kn k(k-D!(n-k)!  (k-)!m-k)! (cl 
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Portanto, podemos reescrever o somatório proposto da seguinte maneira: 


selo Je el edad OS) 


Pelo Teorema das Linhas temos que: S = n.2""!. 


n) (n n 
7) Verificar que, quando n é ímpar: qa Jef ] +... + l 
n 


Solução: 
Considere o seguinte desenvolvimento binomial: 


a 
(d+x) = +| is O Do qua A RI: 
0 l 2 n-—l n 


Fazendo x = 1 ex =— 1 obtemos (lembre-se que n é ímpar): 


e lo lola) e Selo (+ la)o-+2)- 5) 


Somando estas duas expressões: 


talo) = elos) 


8) Prove que: 1.2.3+234+345+..+n(n+ 1)\(n + 2) = (n + 3)(n + 2)(n + Dn/4. 
Solução: 


S =1.2.3 + 2.3.4 +3.4.5+...+ n(n +1)(n +2) = a( 


3 4 5 n+2 
S=3! +| |+| |+.. 
Aplicando o Teorema das Colunas obtemos: 


ssa seee atn  ş-@tA0 +3 + 2+1) 
ta 24 E 4 


23: DAM 94 n(e+ Da +2) 
+ + ++ 
3! 3! 3! 3! 


2 n 

9) Calcule 3 k(k- of p 
k=0 k 

Solução: 

Vamos desenvolver o termo geral do somatório: 


eq prsiqieno É een O cgi 
k k(n-k)! k(k-I(k-2)!(n-k)! 


iai 2 e me dk E e 
K=D(n=k)! k-2 


Desta forma, o somatório pode ser reescrito da seguinte maneira: 


Ss Aah Ss (0-2) E k-2 
Br RE UN; E ofe aP = 4n(n DK -3P 


nf{n-2\ k- nfn mE nE "E 
Por outro lado: Bo 2 = o o KE? = (1+2)? =30-2 
k 


5 N 


Conseqüentemente: S = ŞS kk- dh 
k=0 


p =4n(n-1)3"2 
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2 2 2 2 
n n n n 2n 
10) Demonstrar que: + + FaF = 
0 l 2 n n 


1º Solução: 
Vamos lançar mão de um argumento combinatório para demonstrar a expressão. Suponha que você tem 


r ENa . 2n j 
2n objetos distintos e quer escolher n. Claramente esta escolha pode ser feita de l ] maneiras. Separe 
n 


agora aleatoriamente os 2n objetos em duas urnas, cada uma com n objetos. Neste caso, as escolhas dos 
n objetos podem ser feitas escolhendo 0 objetos da uma 1 e n objetos na urna 2 ou 1 objeto da urna 1 e 
n — 1 objetos da urna 2 ou 2 objetos da urna 1 en — 2 objetos da urna 2, assim sucessivamente, até n 
objetos da urna 1 e O objetos da urna 2. Portanto, outra forma de contar o número de maneiras de 


n\n ny n ny n n\n n n 
escolher os n objetos é + + ++ . Lembrando que = ; 
0n IAn-1 2An-2 nÃO k n-k 


2 2 2 2 
l a n n n n 
podemos reescrever esta última expressão como [o f (5) tal l . Como se tratam de 
n 


duas maneiras de contar a mesma situação, os dois números calculados são iguais, ou seja, podemos 
2 2 2 2 
n n n n 2n 
afirmar que + + +...+ = 
0 l 2 n n 
2° Solução: 


Considere a seguinte expressão polinomial: (x + 1)” = (x + 1)°& + 1)". 
Desenvolvendo em binômio de Newton: 


2n 
Repare que no lado esquerdo da igualdade o coeficiente de x” é igual a ) No lado direito da 
n 
n 
igualdade podemos obter uma parcela x” multiplicando um termo Eee da 1º expressão com um 


n s See > ka 
termo í Je da 2º expressão. Deste modo, o coeficiente de x” no lado direito da igualdade é igual a 
n — 


EE E cm 3) em er 


2 2 
idêntica a [o + N 5 E (5 Como o coeficiente de x” nos dois lados da igualdade há de 


n 2 n n n a 2n 
ser o mesmo, concluímos que + ++ = 3 
0 1 2 n n 


11) (IME-93) Prove, por indução, que (a +b)" =C? a” + Cla”! b+...+C? b” para n e INÄ. 
Solução: 
i) Para n = 1 temos que (a + b)! = C?a! + cib! 
ii) Suponhamos que exista n e IN” tal que (a +b)? = c? a” + cl Du Ch b”. 
iii) Vamos agora desenvolver a expressão de (a + b)"*!: 
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(a+b)"™! =(a+b)(a +b)” = (a +b)(C? ea bp o b”) > 
(abnt = Clara (c? +c! hrb + (c! + c2 h20? +... (c27 + c2 hb” +c2p! 
Desde que C? =C =1, Ch=Chij=1 e CP +CP*! =CP* (relação de Stifel), então podemos 


n+l =C? 


afirmar que (a+b) 0 ja”t! +C}, ja”b+ C2, a" Ip? +...+C2 jab” +C2Hb""!, que completa a 


demonstração por indução. 


12) (AIME-2000) Determine o valor da soma + : +...+ f . 
21171 3116! 91.10! 
Solução: 
Vamos fazer algumas transformações no somatório de modo que apareçam coeficientes binomiais. 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 
= + +..+ = 255 + +... + + +..+ + 
MIT! 3.16! 91.10! 217 3116! 91.10! 101.9! 161.31 1712! 
| | | | | | 
2.19! S = 19 + a ++ 1 + A +...+ EE + 12 
217 3116! 9110! 101.9! 161.31 1712! 


sims [eco (She 2)e(9 
oas HAHAHAHA A 


18 
Portanto, pelo Teorema das Linhas: 2.19!.S +40=2º > S= E — 
n n n n afn 
(1) 
0 l 2 3 n 
13) Calcule o valor da soma + +... + , 
1 2 3 4 n+1 
Solução: 
Vamos desenvolver o termo geral do somatório: 
! ! ! 
(DP 1 [n -pP l n! “(IP l (n+l1).n! “(IP l (n+))! _ 
p+lpl(n-p)! n+1(p+Dep!.(n—p)! n+1(p+Dl(n-—p)! 
+1 
p+1 
Deste modo: 
n n+1 n+1 
nº DP 1P < 
2a ) lo)”: a ) e e ) a 


1 [RE sr Ro pu Ha 
a NN DA aE +CD" 

n+1 1 2 3 4 1 
Por outro lado: 0 = (1-1)"*! aP E een 

1 2 3 4 n+1 
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n 1 /n 1 
= E pnn = p = 

Ro aa 
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14) (Olimpíada da Espanha-93) Observe o triângulo aritmético: 


0 1 2 3 A E E 1991 1992 1993 
1 3 5 é E E E T 3983 3985 
4 8 DO e aaae eda i 7968 


onde cada número é a soma dos dois que estão imediatamente acima (cada fila possui um número a 
menos e na última somente existe um número). Demonstrar que o último número é múltiplo de 1993. 
Solução: 

Note que se representamos os elementos da primeira fila por ao, a1, a2, ..., a1994, OS elementos da segunda 
serão ay + aj, aj + a2, a2 + as, ..., 41993 + 1994, OS da terceira serão: ag + 2a, + a, a + 2a, + as, ..., a1999 + 
2a1993 + a1994, para a quarta: ao + 3a, + 3a; + aj, a + 3a2 + 3a3 + a4, ..., a1991 + 31992 + 341993 + A1994, 
assim sucessivamente. 

Observando o padrão apresentado pelas 4 primeiras filas, podemos conjecturar que o primeiro elemento 


da fil >1 4 1 lab = + + + ; 
a illa p, p 2 1, sera igual a a Aj Puis: ap- 
P. P 8 p,0 0 0 1 1 1 p-1 


Vamos demonstrar isto por indução: 
i) Para p = 1 temos que o primeiro elemento da 1º fila é iguala bjo = Lopes =aq; 
ii) Suponhamos que exista p tal que o primeiro elemento da fila p é igual a 


p-1 pl p-1 
bro=[ E hos j [Ra pr 


iii) Observe que pela construção do triângulo aritmético se o k-ésimo elemento da fila p é igual a 
box = Ckãk +Ckâk +. + Cktp-1âãk+p- então o (k + 1)-ésimo elemento da mesma fila p é igual a 


bpk- = Cia + Cyan Essa Ck+p-1ãk+p . 


-1 -1 -1 
Portanto, se o primeiro elemento da fila p é igual a bpo = E hs + E h Poust e Pea , então 
td p Raso 


jo p=! p=1 p-1 
o segundo elemento desta fila é igual a by, = aj + i ao +... + i ap: 


Assim, o primeiro elemento da fila (p + 1) será: bp+1,0 = bp,o + bp => 


pl p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 
baio =| r hof í Jate peal i aj + À az +...+ Jai ap > 
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 
bp+1,0 = P ao + p + p aj + p + p az +...+ E + É Ap + E ap 
É 0 l 0 2 l p-l p-2 p-1 
-1 -1 -1 -1 
Desde que E aE =], k Ee =le pe + £ = E (relação de Stifel), para 1 < 1 < 
0 0 p-1 p 1 i-l i 


p — 1, então podemos afirmar que bp41,0 = (ho + Ph Hart Phe que concluiu a demonstração. 
' p 


Repare agora que a última fila possui somente um elemento. Deste modo, o primeiro (e único) elemento 


å E 1993 1993 1993 nar 1993. 
da 1994º fila é igual a bj994 = É 0+ i fadas + 1993 1993. Como 1993 é primo, k JÉ 


múltiplo de 1993 para todo k tal que 1 < k < 1992 e portanto bi994 é múltiplo de 1993. 
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5.5. O DESENVOLVIMENTO MULTINOMIAL 
Todo o procedimento desenvolvido para o Binômio de Newton pode ser generalizado para o caso 


do desenvolvimento de uma expressão da forma (x, + x2 +... + xr)”. Evidentemente as parcelas deste 


E X aj„a A 
desenvolvimento serão da forma x,!x52...x," onde a; + a +... +a =n, com a; € IN. Mas como será a 


forma geral dos coeficientes? Vamos analisar um caso especifico para depois generalizarmos. Seja o 
desenvolvimento (x + y + z)º, onde estamos interessados em determinar o seu termo geral. Claramente 
cada parcela é da forma xºy"zº, onde a + b + c = 6, com a, b, c € IN. Vamos escrever (x + y + z)º como 
sendo a multiplicação de seis termos (x + y + z): 


(x+y +z = +y +z). +y +z) +y +z). +y +z) ya +y+2) 


Cada parcela de (x + y + z)Í é obtida escolhendo x, y ou z em cada termo (x + y + z) e 
multiplicando estes elementos escolhidos. O coeficiente de cada parcela é igual ao número de 
multiplicações distintas que podemos fazer resultando na mesma parcela. Assim, na obtenção da parcela 
x'y?z devemos escolher três elementos x, dois elementos y e um elemento z, um em cada termo (x + y + 
z). Podemos organizar esta escolha da seguinte maneira, debaixo de cada um dos seis termos (x + y + z) 
podemos escrever o elemento que vai sair na multiplicação de cada parcela. Por exemplo, na obtenção 
da parcela x*y?z poderemos ter: 


(x+y+z) (x+y+2) (x+ry+z) (x+ty+z) (xty+z) (xty+z) 
X X xX y y Z 


Desta maneira, o número de vezes que podemos obter a parcela x yz é igual à permutação simples 
dos elementos x x x y y z debaixo dos termos (x + y + z). Como se trata de permutação com repetição, 
6! 


3 5 7 maneiras distintas de obter a parcela x°y°z na multiplicação dos seis termos (x + y + z). 


temos 


Portanto, o coeficiente da parcela x*y?z é igual a . Generalizando este procedimento, podemos 


31.211! 
; ; ne 6! 
afirmar que no desenvolvimento de (x + y + z)º o coeficiente de xºy"zº é igual a E Escrevendo sob 
a!.b!.c! 
a+b+c=6 
nus 6 6! ab, 
a forma de somatório: (x +y +z)” = ba TE X yz 
a!.b!.c! 
a,b,ceIN 


De um modo geral, o coeficiente de x/!x52..x;", com ai + az +... + ar = n, no desenvolvimento 


| 


n! 
(aj!)(a5!)...(a,!) 


multinomial (x, + x2 +... +x,) é igual a . Sob forma de somatório, podemos escrever: 


ajt+ag+...+ar=n 


n! 
(xı +x +...+Xx,) = al yà2 


a 
r 
X 


ECA) Srila 


Observe que o desenvolvimento do binômio de Newton é um caso particular do desenvolvimento 


ay,39,...,4,€IN 


n/n a+b=n n! 
multinomial, uma vez que podemos afirmar que (x + y)” = o ai q ' ayb | 


| (É 
p=0 a,beIN a!b! 
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Exemplos: 


3 
1) (Mackenzie-74) O termo independente de x em í +x + 2) €: 
x 


a)13 b)l0 c)ll d)12 œ)15 
Solução: 


3 a+b+c=3 3! 2 c a+b+c=3 3! 
Sabemos que (1+2) = o ot) = o o eU 
x a,b ceIN a!.b!.c! x Sbc a!.b!.c! 
No caso de termo independente de x temos b = c. Vamos analisar os possíveis valores de b (ou c): 
| 
Db=c=0 > 3=a+b+c=a = coeficiente igual a 3 k TA =] 


! 
ii)b=c=1 > 3=a+b+c=a+2 > a=1 > coeficiente igual a 2! =12 


Desta maneira, o termo independente de x é igual a 1 + 12 = 13. 


2) (PUC/SP-76) O coeficiente de xº no desenvolvimento de (1 + x? — x”) é: 


SH) O BP) GA afim 


Solução: 
a+b+c=9 9! a+b+c=9 9! 

Note que: (1+x? -x° = $ — Da xy = 3 (nado 
a,b ceIN a!.b!.c! a,b ceIN atblc! 


Assim, a, b e c devemsatisfazer:a+tb+c=9 e 2b+3c=8 
Vamos analisar as possibilidades de soluções do sistema formado pelas equações anteriores: 


; A f 9! o (9 
Db=-4ec=0 > a=5 > coeficiente igual a —D = 
) guala grao 1) 


| ! 9 
i)b=lec=2 > a=6 > coeficiente igual a 2: =D? E Ea =3 
6!.1!.2! 6!.3! 3 


9 9 
Portanto, o coeficiente de xê é igual a E + G : 


3) (UFRJ-69) Determine o coeficiente de x no desenvolvimento de (x? + 2x2 + x — 1). 
Solução: 


3,9%? 4 E A 3 2b LE E E., 3a+2b+ 
dos x) = — (x>)? (2x]) (9) = Dº2 ERA 
; ) ia able VAE EARD dt ) alblcld! 


Os valores de a, b, c e d devem satisfazer: a+b+c+d=4 e 3a+2b+c=4. 
Vamos analisar todas as soluções naturais do sistema linear formado pelas duas equações anteriores: 
4! 


i)sec=4 > a=b=d=0 = coeficiente igual a ( neo = 
0!.01.41.0! 
| 
ii)sea=1 > c=1, b=0ed=2 = coeficiente igual a ( 1)72° T = A =12 
| 
ni)seb=2 > a=c=0ed=2 = coeficiente igual a ( 172? ? =24 
0121.01.21 
! 
iv)seb=1 > a=0,c=2ed=1 = coeficiente igual a o a ca 
0!.1!.21.1! 
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a+b+c+d=4 


Como temos somente estes quatro casos de soluções naturais para o sistema linear É > a? 
a+2b+c= 


então o coeficiente de xf é iguala 1 +12+24-24=13. 


4) (UFRJ-66) Calcule o número de termos do desenvolvimento de (x + y + z). 
Solução: 
a+b+c=5 5 


xºyPzº. Repare que para cada terno distinto (a, b, c) 


Sabemos que (x+y+2) = E 
a,b cern à! bl! 
satisfazendo a + b + c = 5 (a, b, c e IN) teremos um termo distinto do desenvolvimento de (x + y + z). 


X A . 5. $ a À 
Assim, o número de termos no desenvolvimento de (x + y + z)” é igual ao número de soluções naturais 


5+3-1 7 
de a +b + c = 5, que vale = El 
3-1 2 


5) (Olimpíada de São Paulo-99) Em Terra Brasilis ocorre um importante campeonato de futebol 
envolvendo 22 clubes. 
Cada equipe enfrenta uma vez cada uma das demais, recebendo 


e 5 pontos por vitória quando esta for por diferença superior a dois gols; 
e 3 pontos por vitória quando esta for por diferença de um ou dois gols; 
E 1 ponto por empate; 
e 0 ponto por derrota. 


a) De quantas maneiras distintas uma equipe pode pontuar em seus 21 jogos? 

Observação: obter 1 ponto na primeira partida e 5 na segunda e obter 5 pontos na primeira partida e 1 na 
segunda são maneiras distintas de se pontuar nas duas primeiras partidas. 

b) Mostre que o número de maneiras distintas de, ao final do campeonato, uma equipe totalizar k pontos, 


k e IN, é igual ao coeficiente de x“ no desenvolvimento de (x° +x! +x? +x? 4 ; 
c) Calcule a diferença entre o total de maneiras de um clube obter um número par de pontos e o total de 
maneiras de obter um número ímpar de pontos. 
d) Encontre o total de maneiras de um clube obter um número ímpar de pontos. 
Solução: 
a) Como cada time joga 21 vezes e em cada jogo existem 4 maneiras de pontuar (0, 1, 3 ou 5 pontos) 
então existem 4?! maneiras distintas de cada time pontuar nos seus 21 jogos. 
b) Inicialmente podemos observar que: 
q a+b+c+d=21 21! a+b+c+d=21 21! 

(x° PES E sf = E = bs, 

abedein A! blcld! abcdein aLblcld! 


b+3c+5d 


Portanto, para calcularmos o coeficiente de x“ devemos determinar as soluções naturais do sistema linear 


RR . 21! 
e para estas soluções (a, b, c, d) calcular a soma dos coeficientes ——— —. 
b+3c+5d=k a!.b!.c!.d! 
Vamos agora calcular o número de maneiras de um time fazer k pontos no campeonato. Sejam: 
a = n° de jogos em que o time foi derrotado (D); 
b = n° de jogos em que o time empatou (E); 
c = n° de jogos em que o time ganhou por um ou dois gols de vantagem (V1); 
d= n° de jogos em que o time ganhou por mais de dois gols de vantagem (V3). 
Como o time fez k pontos, devemos ter 0.a + 1.b + 3.c + 5.d = k (1). 
Por outro lado, como o time jogou 21 vezes, então a+b+c+d=21 (2). 
Para cada solução natural do sistema formado pelas equações (1) e (2) devemos distribuir os resultados 
nos 21 jogos realizados. Esta distribuição dos resultados corresponde à permutação de a letras D, b letras 
E, c letras V; e d letras V2 (onde a + b + c + d = 21). Como se trata de permutação com repetição, temos 
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l! mori TE . 
ET possibilidades de distribuir os resultados nos 21 jogos, para cada solução natural (a, b, c, d) do 
alblcld! 


. a+b+c+d=2] , ; E Ee 
sistema AR RN ok Assim, acabamos de demonstrar que o número de maneiras distintas de, ao 
+3c+5d = 


final do campeonato, uma equipe totalizar k pontos, ke IN, é igual ao coeficiente de x“ no 


o RR PRENDE: RR 
desenvolvimento de |x +x +x” +x ; 
c) Perceba que podemos representar resumidamente o desenvolvimento binomial da seguinte maneira: 


1 sea i f ; 
(x° +x! +x? + x = Yaz" , onde o coeficiente Cy indica o número de maneiras de um time fazer k 


pontos no campeonato. Se substituirmos x = — 1 na última expressão, os termos com expoente de x par 
se transformam em + Ck e os termos com expoente de x ímpar ficam da forma — Cx. Desta forma, 
substituindo x =— 1 obtemos: 


1 
E st + =D Cor Cipa > 2! Cor Cima (3) 
Deste modo, a diferença entre o total de maneiras de um clube obter um número par de pontos e o total 


de maneiras de obter um número ímpar de pontos é igual a — 2?! 
d) Substituindo x = 1 no desenvolvimento: 


1 
nº ++ + PP =D Co + E Cipa > 225 Cor + E Cipa (4) 
Fazendo a subtração das equações (4) — (3) obtemos: 
je IAS Cia) S X Cr = 2020 
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Questões de Vestibulares 


1) (MACK-SP) Os 3 primeiros coeficientes no 
desenvolvimento de (x? + 1/(2x))" estão em 
progressão aritmética. O valor de n é: 
a) 4 b) 6 c) 8 d) 10 e) 12 

2) (UFJF-99) Sejam p(x) = (x + b) e q(x) = 
(x— 1º A fim de que o coeficiente do termo x 
na soma p(x) + q(x) seja zero, o valor de b 
deverá ser: 

a) 5; b)1; 


c)-1; d)—s5. 


3) (UNIFOR-98) Se o termo médio do 
desenvolvimento do binômio (4x + ky)! é 
8064x5 y5, então k é igual a: 


a) 1/4 b)1/⁄2 OI d)2 e)4 


4) (UNIFOR-99) Sejam A e B, 
respectivamente, o quarto e o quinto termos do 


desenvolvimento do binômio (2 + 1) segundo 
X 


as potências decrescentes de x. Se À - x2, então 
B 
o número natural n é igual a 
5) (UFPB-92) Sendo t o termo independente de x 
18 
no desenvolvimento de [x +4) , qual o valor 
x 


de 4/1792 


6) (UFPB-96) Usando o desenvolvimento do 
Binômio de Newton, calcule o valor de n na 


No () | fo) tá [2] 25 


7) (UFPB-98) O desenvolvimento de (4) , 


X 
independente de x 


neN, tem um termo 
qualquer que seja: 

a) n par 

c) n múltiplo de 3 

e) n diferente de zero 


b) n impar 
d) n múltiplo de 5 


8) (UFPB-99) que o 
desenvolvimento de (a+b+c)" é a soma de 


Sabendo-se 


n! ij 
todos os termos da forma E a'bic!, 
ilj!k! 
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i+j+k=n, então o coeficiente de x'y'z? no 


desenvolvimento de (x +y +z} é igual a: 
a) 10080  b)3/8 c)l d) 9 e) 1260 
9) (PUC/MG-97) No 


desenvolvimento de 


7 

(x-2) , com a > 0, o coeficiente do termo 
X 

em x° é 84. O valor de a é: 

a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6 

10) (UFC-99) Sejam números reais. 

5 


aep 


Suponha que ao desenvolvermos (ax + By) 
os coeficientes dos monômios x*y e x*y” sejam 
iguais a 240 e 720, respectivamente. Nestas 
condições, assinale a opção que contém o valor 
de a/ß. 
a) 1/2 b)3/2 c) 1/3 d) 3 e)2/3 
11) (UFPE-99) Para qual valor de p temos o 


maior termo na expansão de 
Ú + 5) = b? Rs ? 
5 po\ P/5P 


12) (UFPE-99) Qual o termo independente de x 


8 
1 

x +— |? 
+) 


13) (IBMEC-2004) Se n é um número natural 
não nulo, então: 


2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 
+ + ++ + 
0 1 2 n—1 n 


é igual a: 
a) pen b) pen +1 c) eis 1 d) on e) on+ 1 


na expansão de É 


14) (Unifor-2005) A soma 

n n nl, n: er i io 
+| B+ 3 +...+ 3™ +| B 

0 1 2 n-1 n 

é igual a 

a)n” b)4n! 92” DI e)2” 


15) (Unifor-2003) Para que o coeficiente do 
termo médio do desenvolvimento do binômio 


x? k N: 
Ex +— | segundo as potências crescentes de x 
X 


seja igual a 160, o valor da constante k deve ser 
a)l b)2 c)4 d)5 e8 


16) (Unifor-2003) Por uma das propriedades do 
Triângulo de Pascal, a soma 


E E A a = 
+ + + é igual a 
20) (21) 22] 03 
Ge RO E 52) (51 51 
D (93) Doi) Ooo) Doi) Px 


17) (Unifor-2003) Relativamente ao 
nº nº 

desenvolvimento de [x + 1) [x = 1) ; 
x x 


segundo as potências decrescentes de x, é 
verdade que 

a) a soma dos coeficientes é igual a 2”. 

b) o coeficiente do termo central é igual a — 210. 
c) o termo central é independente de x. 

d) o número de parcelas é igual a 21. 

e) o termo independente de x é igual a 252. 


18) (Unifor-2000) O valor da soma 


o(s): 

+ |+| |+ é: 

2) |3) l4) 5 

a)455 b)462 c)575 d)584 e)642 


19) (Unifor-2000) A soma 


š + j + 3 +... + ai la: 

o R Ta é igual a: 

12 b) 13 ) 13 d) 15 ) 65 

c e 

10 9 10 9 10 
20) (UFES-2003) Sejam m e n inteiros positivos. 
O termo geral do desenvolvimento binomial de 
( E 1 i i 2003! a 1 T 

x” + — é - — X 

x” j!(2003- 5)! x” 

O referido desenvolvimento binomial possuirá o 
termo independente de x se 


a) m=4n b)n=4m c)n=2003m 
d)m=2-n e n=2003-m 


21) (UFRR-2004) O coeficiente do termo em x? 
no desenvolvimento da expressão 


5 
1 1 
IE efa +) é um número pertencente ao 
X X 


intervalo: 
a) ]0,5] 
d) ]11,14] 


b) ]5,8[ 
e) 114,20] 


c) [8,11] 
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22) (UECE-2005) O número 30 aparece n vezes 
no triângulo de Pascal abaixo apresentado 


10 3 1 


onde os pontinhos indicam que as linhas 
horizontais seguintes do triângulo seguem a 
lógica construtiva das linhas superiores. 

O número n é: 

a)l b)2 cœ)3 d)4 


23) (UECE-2005) No desenvolvimento do 
binômio (2x + 3y)? há oito parcelas (ou termos). 
A soma dos coeficientes destes termos é igual a: 
a) 71.825 b)72.185 c)72.815 d)78.125 


24) (UFPB-2001) Sabe-se que dois monômios 
são semelhantes quando têm a mesma parte 
literal. Qual o número de monômios não 
semelhantes que aparecem no desenvolvimento 


de (x; +x3 +... +X2000) ? 


25) (UFPB-2001) Calcule o valor da expressão 
3 n n/n 3 n-k 2 k 

3+| = +5 — — | onde n e N. 
5 ks 5 

26) (ESPM-2004) O desenvolvimento do 


TEREE 12 
binômio Rx +x] apresenta n termos com 


radical. O valor de n é: 


a)8 b)9 c)10 d)11 ON 


27) (UFAL-2003) Determine os termos racionais 
no desenvolvimento de fz +43 e 


28) (UFAM-2005) O termo independente de x, 


no desenvolvimento do binômio 
4 
[2 GRE 
x+— |x-— é: 
x x 

a)-1 b)-10 c)6 d5 7 
Ta 3x 

29) (PUC/PR-2004) Sabendo que =—"— 
Ls 12y 


no desenvolvimento do binômio (x + 3y)™ * 5. 


Calcular m: 
a)l b)2 


c)3 d)4 œ)5 


30) (PUC/PR-2001) O valor da expressão: 

103º — 4.103?.3 + 6.1032.32 — 4.103.3? + 3º é 
igual a: 

a) 104 b)10°? 10! da) 108 e 10 


31) (EPCAR-2002) Seja 


e + [o Jerar 4), 


p=0 
Então, para todo n > 0 tem-se 
a) A, =0 c) A, =n 


b) A, =2"3" -4° dA- Eli) 
2)3) l4 


É 6 
32) (EPCAR-98) O valor de > ) é igual a: 
p=2 
a)13  b)27 c)43 d)57 
33) (EPCAR-2003) No desenvolvimento de 
(a + b), segundo as potências decrescentes de a, 
a razão do coeficiente binomial de certo termo 
para o termo seguinte é 4/3. Então, a posição do 
primeiro desses termos é 


a)l? b2º JF d4 


34) (AFA-2005) Analise as afirmativas abaixo e 
classifique-as em (V) verdadeiras ou (F) falsas. 

( ) No desenvolvimento de (2x+k)”, k e IN*, o 
coeficiente numérico do termo em xf é quatro 
vezes o coeficiente numérico do termo em x. 


Então k vale - 


( ) Sejam m e p números inteiros positivos, tais 
Š m-1 m-1 m). 
que m-1>p. Então, J e(o) é igual a 


p-2 p-1 


( )Se PaE) i). o valor de n é 


iguala 10 

A seqüência correta é 

a) V, V, V c) V, F, F 
b) F, F, V d) F, V, V 


35) (AFA-2004)  Sabendo-se que no 
desenvolvimento de (1 + x)” os coeficientes 
dos termos de ordem (2r + 1) e (r + 3) são 
iguais, pode-se afirmar que r é igual a 

a)80u4 b)80u2 c)40u2 d)20ul 
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36) (AFA-2003) No desenvolvimento de (x” + 
x 9º, ordenado pelas potências decrescentes de x, 
sendo r > 0 e n natural, o coeficiente do 5º termo 
que é independente de x é igual a 

a)252 b)70 cI10 d) 8 


37) (Escola Naval-2006) Os coeficientes dos três 
primeiros termos do desenvolvimento de 
z s) coincidem com os três primeiros 
x 

termos de uma progressão aritmética (PA). O 
valor do 11° termo da PA é: 
a)27 b)29 c)31 d)33 35 

38) (ESPCEX-2002) No desenvolvimento do 


9 
binômio [é + , O termo independente de x 


X 
é igual a 672. Então k é um número. 
a) primo. b) divisível por 3. 
c) múltiplo de 5. d) inteiro quadrado perfeito. 


e) inteiro cubo perfeito. 


39) (ESPCEX-95) No desenvolvimento de 
(2x — y)(2x + y), a soma dos coeficientes 
numéricos vale: 
a) 3 b)27 c) 81 


d)243  e)729 


40) (ESPCEX-99) O termo independente de x no 


. 1 18 ; 
desenvolvimento de e = Yx) é: 
X 


a) 149 b)261 c)153 d)457 œe)361 
41) (AMAN-86) O coeficiente de x” em 
(x? + 3x)? vale: 


a)65325 b)70214 c)40095 d)427229 e)nra 


42) (AMAN-87) O termo independente de x no 


4 12 
desenvolvimento de =H é: 
X 
a) ímpar b) par 
d) imaginário 


c) um quadrado perfeito 
e) inexistente 
43) (AMAN-90) 


O desenvolvimento de 


n 
[x + =) tem um termo independente de x se: 
X 


a) n é par 
d)n#0 


b)n é ímpar c)n = 3p onde p e IN 
e) não existe valor de n que satisfaça. 


44) (Bombeiros-89) O termo independente de 


12 
“x” no desenvolvimento de G z | é igual 
2 
X 
a: 
a) -0 )2? D-2 o (2 
d) (5).2º e) (19).2ºº 


45) (Escola Naval-80) 


TEF Arg 


2” btl Dx DI” e4 


46) (Escola Naval-81) A soma dos coeficientes 
dos termos de ordem ímpar do desenvolvimento 


de [e — =| é 21º. O coeficiente do termo do 2º 
X 


grau deste desenvolvimento é: 
a)-136 b)136 c)-17 d)680 e)-2380. 
47) (Escola Naval-84) A soma dos coeficientes 


1 
—)" é 1024. O 
Jx 
termo independente de x deste desenvolvimento 
é: 
a)-1 b)405 c)504 d)-240 e)360 


48) (POLI-67) Sendo: afola 


n n n 2 2 n 
b= 2 —..., provar que a^ + b = 2", a 
CEO memo 


partir de (1 + 7)”. 


do desenvolvimento de (3x? — 


49) (UNICAMP-92) A desigualdade (1 + x)" > 1 
+ nx é válida para x > — 1 e n inteiro positivo. 
Faça a demonstração dessa desigualdade, apenas 
para o caso mais simples em que x > 0 en é um 
número inteiro positivo. 


50) (UNICAMP-97) O símbolo Cn, p é definido 
por n!/p!(n — p)! para n > p com O! = 1. Estes 
números são inteiros e aparecem como 
coeficientes no desenvolvimento de (a + b)”. 

a) Mostre que Cn, p-1 + Cn, p = Cn+1, p- 

b) Seja S = Cn, o + Cn, 1 +... + Cn. Calcule 
log2S 


51) (ITA-63) Demonstrar a relação de Euler: 
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EFE 


10 10 
52) (ITA-67 J£ é igual a: 
)( ) 3 o g 
2" b)2®-1 œ3®-1 IT ga 
53) (ITA-67) Qual o coeficiente de x!” no 
desenvolvimento de (1 +x% + x^”? 
a)0 b)1210 c)3000 d)3420 e) 4000 
54) (ITA-68) Sejam a e b dois números reais 
quaisquer e p um número primo. A igualdade 
(a +b) =a + b é verificada se: 

a)a=b=1 b)a eb são primos entre si 
c)b=P.A. d) x.p = 0 para todo número real x 
e) nenhuma das respostas acima 


55) (ITA-69) A soma 


N A 2] Eu tatafe) é igual a: 


a) n.2"7] b) 2” c) n2” 
d) (n+1)2"+! nr! 


56) (ITA-71) Seja n um número inteiro n > 1 e x 
e (0, 7/2). Qual das afirmações abaixo é sempre 
verdadeira? 

a)(1-senx)">1-nsenx; 

b) ( 1 — sen x)” > 1 -n sen x para apenas n par; 
c) ( 1 — sen x)” < 1 — n sen x; 

d) ( 1 — sen x)” < 1 — n cos x; 

e) N.d.r.a. 


57) (ITA-73) O coeficiente de a” * “Pb? no 
k k 
produto de a* Ate Jarron 
P 
por (a + b), se k =n, vale: 


(O PGI E) oC 


58) (ITA-73) Sejam n € Nº,p e N onde N = {0, 


a 


e) nda 


pa 


l, 2 so NO = {1, 2, 3, ...}. Então 
Sereno (0) vale: 

p=0 p 

a)- 1 b) 0 c) 1 d) 2 e) nda 


X 


36 
59) (ITA-70) Considere o binômio = + ax?) , 


Esse binômio possui um certo termo T 


independente de x. Se elevarmos ax” a uma certa 
potência a, o termo independente do novo 
binômio será o quinto termo. Então: 

a) Téo 12º termo e o valor de a é 4. 

b) Téo 12º termo e o valor de o é 3. 

c) Téo 13º termo e o valor de o é 3. 

d) Téo 13º termo e o valor de a é 4. 

e) Téo 13º termo e o valor de o é 5. 


60) (ITA-84) O valor de m, tal que 
m/m , 

$| P =729, é: 

p=0 p 

a) 14 b)9 c) 6 d) 7 e) 8 


61) (ITA-86) Os valores de x e R, x + n/2 + kr, 
k e Zeden e N para os quais a igualdade 


DNS -tan x) : Es 
i 


El (sec x + tan x)' E (sec x + tan x)” 
se verifica são: 

a) V x e R, x e (7/2, TnT/2)en=5. 
b)YxeR,x#n2+tkr,keZYneN. 

c) V x e R, x+ n/2 + kr, x #n/4+kr,keZen 
=6. 
d) Yx eR, x#n/2+kr,keZen=}8. 

e) Não existe n e N tal que a igualdade seja 
verdadeira. 


62) (ITA-87) No desenvolvimento de (x? + 3x)”, 
o coeficiente de x” é: 

a) 3x55  b)3x 110 
d)3x110 55 


c) 3x 55 


63) (ITA-88) No desenvolvimento de (1 + 3x)”, 
a razão entre os coeficientes dos termos de 
terceiro e primeiros graus em x é 6(m — 1). O 
valor de m é: 
a) 3 b)4 c) 6 d) 8 e) 10 

64) (ITA-89) Considere o desenvolvimento 
(e + y)! = Ax + Amy + ..., onde x e y são 
números reais. A oitava parcela do lado direito é 


igual a ES log, 2), para algum k > 1, 


so Pi log, 2 . Neste caso: 
og 2 2log, k 


a K =2 b K=3 ci =) 
ddk =7 e)k =5 


2log, k é yE 


65) (ITA-89) Escreva e desenvolvimento do 
binômio (tg'x — cosec?x)”, onde m é um número 
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inteiro maior que zero, em termos de potências 
inteiras de sen x e cos x. Para determinados 
valores do expoente, este desenvolvimento 
possuirá uma parcela P, que não conterá a função 
sen x. Seja m o menor valor para o qual isto 
ocorre. Então P = — 64/9 quando x for igual a: 

a) x = 1/3 + 2kr, k inteiro 

b)x=+7/3 + kr, k inteiro 

c) c = 7/4 + kr, k inteiro 

d) x = +7/6 + 2k7, k inteiro 

e) não existe x satisfazendo a igualdade desejada. 


66) (IME-65) Determinar a soma dos 
coeficientes numéricos do desenvolvimento de 


&-y)". 


67) (IME-69/70) Seja n um número inteiro 
positivo tal que os coeficientes dos 5°, 6° e 7° 
termos, em relação a x, do desenvolvimento de 


log, V2 -+x |.» segundo as potências 
log, n.log, 2 
decrescentes de x, estão em progressão 


aritmética. Determinar n. Obs: e é a base do 
sistema de logaritmos neperianos. 


68) (IME-70/71) Calcule o coeficiente de xº no 
desenvolvimento de (1 + x + x?) 


69) (IME-71/72) Calcular o termo de maior grau 


$ 10 
no desenvolvimento de (Vx + y?) , 


70) (IME-80/81) Prove a seguinte identidade: 


n+1 n(n-k/ k 4 
53 , onde n e m são 
2m+1) om Am 


| 
inteiros positivos e PE para n > m 
m) (n-m)!m! 
n 
e í Jo para n < m. 
m 
71) (IME-83/84) Seja o desenvolvimento 


n 
E X+ 2) onde n é um número inteiro positivo. 


Determine n sabendo-se que o maior dos 
y É —9 
coeficientes é o do termo em x” 


72) (IME-85/86) Sabendo-se que x é um número 
real, —1 < x < 1, O < arc cosx <men é um 


número inteiro positivo, mostre que a expressão 
falx) = cos(n arc cos x) pode ser desenvolvida 
como um polinômio em x, de grau n, cujo 
coeficiente do termo de maior grau é iguala 2"! 


73) (IME-94/95) Determine a condição que o 
inteiro m deve satisfazer para que exista termo 
independente de x no desenvolvimento de 


z =] | 
X 
74) (IME-89/90) Os coeficientes dos 5°, 6° e 7° 


termos do desenvolvimento (x + 1)” estão, nesta 
ordem em PA. Determine n. 


Exercícios 


15 
1) Provar que: S= E E [6] 


p=5 


2) Provar que: s= ai j `) = E 
5 7 


p= 


3) Mostrar que o termo independente de x de 


1 15 
(+x) é 455. 
X 


4) Determinar a, b e n sabendo que dois termos 
consecutivos do desenvolvimento de (ax + by)” 
são 4860x'y” e 4320x*y”. 


+ 1 


5) Demonstrar que o coeficiente de x” no 


desenvolvimento de (x + 2)”.x? é 2n(n-— 1). 


6) Demonstrar que o coeficiente de x” no 
desenvolvimento de (1 +x +x)? é 1452. 


4 


7) Demonstrar que o coeficiente de x' no 


desenvolvimento de (1 — x — x°\(1 —x)* é 98. 


8) Prove que: 1.2.3 + 2.3.4 + 3.4.5 + ... + n(n + 
Dn +2)= (n +3) +2)(n + Dn/4 


9) Demonstrar que a soma dos quadrados dos n 
primeiros termos da progressão aritmética (2, 5, 
8, 11, ...) é dada por S = n(6nº + 3n — 1)/2. 


10) Se (3x? — 2x — Di = agx? + azx' +... + ajx + 
ao, então determine ag + as + a4 + ap. 


159 


Capítulo 5. Binômio de Newton 


n 2PH n 
11) Calcule a soma: x E 
p= p Zu 1 p 


12) Provar que + á H á ) 
p+1 p p+1 p-1 


13) Empregando as propriedades do triângulo de 
Pascal, provar que: 
n+p+2 j 
n+1 


Hélio) 


14) Mostrar que o coeficiente de x 
desenvolvimento de (1 + 3x + 2x?)!º é 3780. 


3 
no 


15) Demonstrar que o termo em x? de 
(a-— bx — cx)a + bx) é —5a°b’ (b° + 3ac)x”. 


16) Demonstrar que o coeficiente de x4 de: 
(+x +x +A ++. d+) é 
1330. 


17) Mostrar que o coeficiente de x” de 
(1+x+x°®(1-x)” é — 2093. 


18) Demonstrar que, se os coeficientes de x” nos 
desenvolvimentos de (ax + b)” e (bx + a)! 
são iguais, a = (n + D/(2n + 1). 


19) Demonstrar que o coeficiente de x? no 


desenvolvimento de (1 + x + 2x? +... + nx), 
n > p é dado por (p° + 11p)/6. 


20) Da igualdade (1 + x)? = (1 + +x)" 7?, 


deduza que: (AS 
r r r-l r—2 


21) Verificar que, quando n é ímpar: 
“optar 
2 + Past 
0 2 n-l 
22) Calcule o valor de Yep EA 
pal p+1 
2k ñ = 
23) Calcule o valor de Sem | | 
p=0 p 2k — p 


24) Prove que: 


E 4 
1/n 1/n 1/n De na 
+ dei sen — 
313) 915) 2717 o 6 


26) Determine o coeficiente de x 


desenvolvimento de (1 + x? — x°}. 


no 


27) Calcule o valor de: 
WF (WF (WF (wF 21 Y nY 
- + - — + 
0 1 2 3 2n-1 2n 


28) Na expansão, pela fórmula binomial, da 


a 10 ; ; : 
expressão [x x+— | O coeficiente binomial 
X 


do terceiro termo é 44 unidades maior que o 
segundo coeficiente. Determine o termo que não 
contem x. 


10 
29) Na expansão da expressão (1+x+6) 
X 


determine o termo que não contem x. 


30) Determine para qual valor de k, o (k + 1) 
ésimo termo da expansão, pela fórmula binomial, 
da expressão (1+43 ig é simultaneamente maior 
que o precedente e subsegiente termos da 
expansão. 


31) a) Determine a condição sobre a qual a 
expansão de (1 + a)” em potências de a (onde n é 
um inteiro e a * 0) contem dois termos 
consecutivos iguais. b) Pode a expressão possuir 
três termos consecutivos iguais? 
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32) Prove que se cada coeficiente na expansão da 
expressão x(1 + x)” em potências de x é dividido 
pelo expoente da correspondente potência, então 


. . re n+l = 
a soma dos quocientes obtidos é iguala 2 1, 


n+1 
33) Determine o coeficiente de x? no 
desenvolvimento de (x + 2)º.(x? — 1). 
34) Determine o coeficiente de x” no 


desenvolvimento de (1 — x) (1 + x)". 


35) Calcule o termo máximo e o termo mínimo 
do desenvolvimento de (1 + 1/2)'?º. 


36) Calcule: So | 


k=0 
37) Determine o coeficiente de xê no 
3 3 
desenvolvimento de (x5) [e ++) f 
x’ 2x 
38) Calcule o coeficiente de x* no 
desenvolvimento de (4x? — 2x + 3). 
a n 
39) Calcule ef z 
AM 
n (nY? (Qn-D! 
40) Demonstre que: ZE ei E 
ra AT (n — 1)! 


Capítulo 6._Probahilidade 
PROBABILIDADE 


6.1. INTRODUÇÃO 

Desde que o homem passou a apostar dinheiro em jogos de azar ou participar de todo tipo de 
sorteio de prêmios (bingo, loterias, etc) existe o desejo de proceder da melhor forma possível nestes 
jogos com o intuito de aumentar as possibilidades de ganhar. Durante vários séculos matemáticos 
dedicaram parte de suas carreiras no objetivo de desenvolver uma teoria que desse suporte à análise das 
chances de um jogador ganhar em jogos de azar. Neste capítulo desenvolveremos a Teoria das 
Probabilidades que, apesar do objetivo inicial de analisar os jogos de azar, atualmente possuem um papel 
importantíssimo em outras áreas das ciências, tais como a Genética, Administração e Economia. 


6.2. RESULTADO E EXPERIMENTO ALEATÓRIO 

Quando jogamos um dado podemos esperar que na sua face superior apareçam os números 1, 2,3, 
4, 5 ou 6. Da mesma forma, se jogarmos uma moeda sabemos que podem aparecer na sua face superior 
cara ou coroa. A tudo que pode ocorrer quando realizamos determinado experimento chamamos de 
resultado. 

Experimentos aleatórios são experimentos que, quando realizados nas mesmas condições, não 
apresentam nenhuma previsibilidade quanto aos seus resultados. Assim, a variabilidade dos diferentes 
resultados de um experimento aleatório é creditada somente ao acaso. Por exemplo, quando sorteamos 
um número em um bingo, supondo que o método de sorteio é honesto, qualquer um dos números pode 
ser sorteado e não existe nenhum motivo que leve alguém a prever qual número será sorteado na 
próxima extração. Deste modo, o sorteio de um número em um bingo pode ser considerado um 
experimento aleatório. Da mesma forma, quando arremessamos uma moeda, qualquer um dos 
resultados, cara ou coroa, é possível. Portanto, o experimento de arremessar uma moeda também pode 
ser considerado um experimento aleatório. 

Você deve agora estar se perguntando quando que um experimento não é aleatório? Por exemplo, 
tome um cubo e escreva nas suas seis faces o número 1. Quando você arremessar o cubo o resultado do 
experimento (número na face superior do dado) é previsível: vai aparecer o número 1. Este é um 
exemplo de experimento não aleatório. Na verdade, qualquer experimento que apresente um único 
resultado possível é um experimento não aleatório. 


6.3. ESPAÇO AMOSTRAL 

Espaço amostral é o conjunto formado por todos os resultados possíveis de um experimento 
aleatório. Representamos o conjunto espaço amostral pelo símbolo Q. Observe os exemplos abaixo: 

1) quando arremessamos um dado: O = {1, 2, 3, 4, 5, 6}; 

ii) quando arremessamos duas moedas, onde A = cara e B = coroa: O = ((A, A), (A, B), (B, A), (B, B)); 
iii) quando tiramos uma carta de um baralho e anotamos o seu naipe: Q = fpaus, copas, espada, ouro}; 
iv) quando arremessamos uma moeda até que apareça cara pela primeira vez, onde A = cara e B = coroa: 
Q = {(A), (B, A), (B, B, A), (B, B, B, A), ...} 

Dizemos que um espaço amostral é finito se n(Q) = N, onde N e IN“. Os exemplos 1), ii) e iii) 
acima representam espaços amostrais finitos. Um espaço amostral é infinito quando Q possuir infinitos 
elementos. O exemplo iv) representa um caso de espaço amostral infinito. 


6.4. EVENTO 

Evento é qualquer subconjunto do espaço amostral. Deste modo, quando arremessamos um dado, 
podemos definir como evento A o conjunto formado pelos números pares que podem aparecer na face 
superior do dado, ou seja, A = (2, 4, 6}. Observe que A é um subconjunto de O = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
Outro exemplo de evento é sortear um número primo de uma urna que contém bolas numeradas de 1 a 
10. Neste caso o evento citado é o conjunto A = (2,3,5, 7) e o espaço amostral é o conjunto Q = 11,2, 
3,4, 5, 6, 7, 8,9, 10}. Mais uma vez temos um caso em que A é subconjunto de O. 
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O conjunto Ø é denominado de evento impossível e o próprio espaço amostral Q é um evento, 
denominado de evento certo. Um exemplo de evento impossível no caso de arremessar um dado é o 
conjunto A formado pelos números maiores que 6 na face superior do dado. Um exemplo de evento 
certo, para este mesmo espaço amostral, é o conjunto A formado pelos números naturais de 1 a 6. 

Os subconjuntos unitários de Q são denominados de eventos elementares. No caso de 
arremessarmos um dado os eventos elementares são {1}, {2}, {3}, {4}, 15) e {6}. Por outro lado, 
quando arremessamos duas moedas, onde A = cara e B = coroa, e olhamos para as duas faces superiores, 
os eventos elementares são (A, A), (A, B), (B, A) e (B, B). 


6.4.1. Evento Complementar 

Suponha que A é um evento associado ao espaço amostral Q. Defini-se evento complementar de 
A, simbolizado por AS (lê-se “A complementar”), como o evento que ocorre se e somente se o evento A 
não ocorrer. Em linguagem de conjuntos temos que AC = Q — A. Por exemplo, se retirarmos uma carta 
de um baralho e anotamos seu naipe, o espaço amostral é Q = fpaus, copas, espada, ouro}. Se 
definirmos o evento A como A = fpaus, copas, ouro), o evento complementar é AC= Q — A = {espada}. 


6.4.2. União de Dois Eventos 

Suponha que A e B são dois eventos associados ao espaço amostral Q. Definimos A U B como um 
evento que ocorre se e somente se o evento A ocorrer ou o evento B ocorrer. Denominamos A U B 
como a união dos eventos 4 e B ou como o evento união de A e B. Por exemplo, se arremessamos um 
dado e definimos os eventos A = {1, 6} e B = (3,4, 6! então a união dos eventos A e B é igual ao 
evento A U B= (1,3,4,6). 


6.4.3. Eventos Mutuamente Exclusivos 

Se A e B são dois eventos associados ao espaço amostral Q, definimos A ^ B como um evento 
que ocorre se e somente o evento A e o evento B ocorrem. Chamamos A A B de interseção dos eventos 
A e B ou evento interseção de A e B. Usando o mesmo exemplo do item anterior, se O = {1, 2, 3, 4, 5, 
6, A= {1,6} e B= {3, 4, 6}, então A QCB= {6}. 

Se A A B = Ø afirmamos que os eventos A e B são mutuamente exclusivos. 


6.5. FREQÜÊNCIA RELATIVA 

Em um experimento aleatório, independentemente da imprevisibilidade dos resultados e por maior 
que seja a quantidade de resultados que este possua, é possível identificar determinados eventos que 
costumam ocorrer mais que outros. Por exemplo, se você possui uma urna com nove bolas vermelhas e 
uma bola branca é razoável de considerar que em uma extração é mais fácil retirar uma bola vermelha do 
que uma bola branca. Entretanto estas expressões “tal evento é mais fácil de ocorrer” ou “espera-se que 
o evento A ocorra entes que o evento B” são absolutamente subjetivas. Para encontrar uma forma de 
quantificar a ocorrência de um evento vamos definir fregiiência relativa de um evento da seguinte 
maneira: Seja Q = {aj, a2, ..., ak} O espaço amostral associado a um experimento aleatório que é 
realizado, nas mesmas condições, N vezes. Se é observado que o evento elementar fa; ocorreu n; vezes 


ço SRD . E get n; y 
então a freqüência relativa associada ao evento elementar {ai} é igual a , para 1 < i < k. Por 


exemplo, se arremessarmos uma moeda 50 vezes e observarmos que em 26 ocasiões o resultado foi cara, 


26 


então a freqüência relativa associada a este evento elementar é foara = 50 = 0,52. 
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6.5.1. Propriedades da Fregiiência Relativa 

1) Uma vez que 0 <n;<NeN>o então a frequência relativa f; do evento elementar fa;) é um número 
real tal que 0< f; <1; 

ii) A soma das freqüências relativas de todos os eventos elementares associados a um especo amostral é 
igual a 1. Podemos demonstrar isto a partir de: 

Poti os lp a Deo si N 
N N N N N 


iii) Se o evento A é igual à união de determinados eventos elementares então a freqüência relativa de A é 
2 ni 


igual à soma das frequências relativas destes eventos elementares, ou seja: fa = a ba E = 5f ; 
ajeÃ ajeÃ 

iv) Observa-se experimentalmente que se realizarmos um experimento aleatório um número 
relativamente grande de vezes, apesar da imprevisibilidade dos resultados, os valores das frequências 
relativas dos eventos elementares acabam por flutuar em torno de determinados valores que podem ser 
previstos antes mesmo da realização do experimento. Por exemplo, suponha que você arremesse um 
certo número de vezes uma moeda que visualmente aparenta ser simétrica e homogênea. Não há nenhum 
motivo especial, além do acaso, de acreditar que a face cunhada com cara deva sair mais vezes que a 
face cunhada com coroa. Portanto, espera-se que as quantidades de vezes que saiam cara e coroa sejam 
aproximadamente iguais, implicando em uma frequência relativa próxima de 0,5 para os dois eventos 
elementares (cara e coroa). Existe o registro de um matemático francês chamado Buffon que jogou uma 
moeda 4040 vezes e observou que em 2048 vezes saiu cara, implicando para este experimento uma 
frequência relativa feara = 0,50643. 


=1 


6.6. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADES 
Uma distribuição de probabilidades consiste em associar a cada evento elementar {ai} de um 
espaço amostral O = (ay, a, ..., ax} o valor pi, i < i < k, de modo que: 


i) 0<p<1,0<p<1,...,0<pk<l; 


ii) pı + p2 +... + pk=l1. 


Cada valor de p;, i < i < k, é denominado de probabilidade de ocorrer o evento elementar {a;}. 
Exemplo: 


1) (FGV-2003) Uma fatia de pão com manteiga pode cair no chão de duas maneiras apenas: 
* Com a manteiga para cima (evento A) 

* Com a manteiga para baixo (evento B) 

Uma possível distribuição de probabilidade para esses eventos é: 


a) P(A) = P(B) = 3/7 b) P(A) = 0 e P(B) = 5/7 
c) P(A)=- 0,3 e P(B)= 1,3 d) P(A) = 0,4 e P(B) = 0,6 
e) P(A) = 6/7 e P(B) = 0 

Solução: 


Inicialmente podemos notar que, da forma como foram definidos, os eventos A e B são os eventos 
elementares associados ao espaço amostral Q definido por arremessar uma fatia de pão. Deste modo, 
para que tenhamos uma distribuição de probabilidades em Q, devemos ter 0 < P(A) < 1,0 < P(B)< 1e 
P(A) + P(B) = 1. Isto ocorre somente no caso em que P(A) = 0,4 e P(B) = 0,6. 
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6.6.1. Espaços Amostrais Eqiiprováveis 
Como foi visto na propriedade iv) de frequência relativa, quando executamos um experimento 
aleatório um número relativamente grande de vezes observa-se que os valores das fregiiências relativas 
dos eventos elementares tendem a estabilizar em torno de certos números. Assim, devido à simetria, se 
você arremessar um dado honesto uma grande quantidade N de vezes é de se esperar que a face com o 
número 3 apareça em aproximadamente 1/6 das vezes. Devido a estas observações experimentais, a 
análise da simetria existente e também ao bom senso, os matemáticos estipularam que pode-se adaptar a 
determinados experimentos aleatórios um modelo matemático em que todos os eventos elementares 
possuem a mesma probabilidade de ocorrer. Dizemos, nestes casos, que o espaço amostral é 
equiprovável ou equiprobabilístico. 
Em linguagem matemática, se Q = (ai, a2, ..., ak} é um espaço amostral equiprovável, então pı = p2 


= p =... = pk, onde a distribuição de probabilidades é denominada distribuição uniforme. Desde que pı 

+ p2 + p3 +... + pk = 1, temos que em um espaço amostral equiprovável com k eventos elementares 
1 1 1 

Pı Tk Po Es Pk k’ 


Por exemplo, se escolhermos ao acaso uma carta de um baralho, como um baralho possui 52 cartas 
e, a principio, podemos supor que cada carta possua a mesma possibilidade de ser retirada, então cada 


carta do baralho possui uma probabilidade de 5 de ser escolhida. 


Perceba que os valores para os quais as freqüências relativas dos eventos elementares tendem 
quando um experimento aleatório é realizado um grande número de vezes são exatamente as 
probabilidades associadas a estes eventos. Portanto, quando arremessamos uma moeda honesta e 
supomos, devido à simetria, que o espaço amostral deste experimento é equiprovável, podemos concluir 
que a probabilidade associada ao evento sair face cara é igual a 1/2, que é exatamente o valor em que a 
freqüência relativa deste evento tende a estabilizar quando realizamos o experimento um grande número 
de vezes. Deste modo, a probabilidade de um evento elementar acontecer está associada à ocorrência 
esperada deste evento. Em outras palavras, a freqüência relativa é o valor medido experimentalmente 
depois que um experimento aleatório é realizado, enquanto que a probabilidade é o que esperamos que 
ocorra antes que o experimento seja realizado. Assim, se um evento elementar possui 1/3 de 
probabilidade de ocorrer, espera-se que, se realizarmos o experimento um certo número de vezes, este 
evento elementar deva ocorrer em, muito aproximadamente, 1/3 das vezes. 


6.6.2. Probabilidade de Ocorrer um Evento 

Suponha que um experimento aleatório possua o espaço amostral Q = (aj, a», ..., ak} e uma 
distribuição de probabilidades pı, p2, ... ps. Definimos probabilidade de ocorrência de um evento A como 
a soma das probabilidades dos elementos do conjunto A. 


Em linguagem matemática:| p(A) = $ plai). Por exemplo, suponhamos que arremessamos um 


dado não-viciado e estamos interessados em quantificar a probabilidade de sair um número múltiplo de 
3. O espaço amostral deste experimento aleatório é Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Podemos supor, devido à 


simetria, que este experimento é equiprovável. Assim, pı = p2 = p3 = p4 = Ps = p6 E Como o evento 


citado é igual a A = (3, 6), então sua probabilidades é pa = p3 + pe = —+ 
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6.6.3. Probabilidades de Eventos em um Espaço Equiprovável 
Consideremos um experimento aleatório que possua o espaço amostral equiprovável Q = (ay, a2, 
..., ak} e uma distribuição de probabilidades pı, p2, ... ps. Uma vez que o espaço amostral é equiprovável 


1 1 1 ; 
então sabemos que pj E p2 TE .- Pk ae Se um evento A é um conjunto formado de n 


n 


HA 1 
elementos, então podemos afirmar que: p(A) = $ pi ="+>+.+t—= 


ajeAÃ 
n vezes 
Como o número de elementos do conjunto Q é k e o número de elementos do conjunto A é n, 
então podemos afirmar que, em um espaço amostral equiprovável, a probabilidade de ocorrer o evento A 
n(A) 


aal TE 
é iguala p(A) (O) 


Na utilização desta expressão para calcular a probabilidade de um evento deve-se ter o cuidado de 
considerar os dois conjuntos A e Q simultaneamente ordenados ou não-ordenados. Por exemplo, 
suponha que exista uma urna com 10 bolas numeradas de 1 a 10. Você deve retirar duas bolas, sem 
reposição, da urna. Qual o valor da probabilidade dos números nas duas bolas serem pares? Repare que 
você pode considerar ou não a ordem com que as bolas são retiradas. Se for considerada a ordem, o 
espaço amostral é O = (1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1), ..., (9, 10), (10, 9); e o evento A, definido por 
escolher duas bolas com números pares, é da forma A = ((2, 4), (4, 2), 2, 6), (6, 2), ..., (8, 10), (10, 8)+. 
Assim, cada elemento de Q é da forma (ai, a2), onde para cada um dos 10 valores de a; existem 9 valores 
de a2. Deste modo, n(Q) = 10.9 = 90. Por outro lado, os elementos de A são da forma (bı, b2), onde para 
cada um dos 5 valores de bı existem 4 valores de b2. Portanto, temos que n(A) = 5.4 = 20. 
Conseqiientemente, a probabilidade de que os números nas duas bolas retiraras sejam pares é igual a 
pA- n(A) 20 2 

n(O) 90 9 
bolas são retiradas. Isto seria equivalente e pegar com uma das mãos de uma vez só as duas bolas da 
urna. Neste caso, teremos Q = {(1, 2), (1, 3), .... (9, 10)} e A = (02, 4), (2, 6), ..., (8, 10)!. Os elementos 
de Q são da forma (a;, a2), onde devemos escolher dois valores de 1 a 10. Assim, n(O) = C10, 2 = 45. Os 
elementos de A são da forma (b1, b2), onde devemos escolher dois valores de 2, 4, 6, 8 e 10. Deste modo, 
temos que n(A) = Cs,» = 10. Portanto, desconsiderando a ordem com que as bolas são sorteadas, a 
n(A) 10 2 
nO) 45 9 

Evidentemente, os valores encontrados para p(A) pelos dois métodos devem ser iguais. Porém 
deve-se ter bastante cuidado de considerar ou não os elementos ordenados tanto em Q quanto em A. 


. Contudo, poderíamos calcular este valor desconsiderando a ordem com que as 


probabilidade de que os números nas duas bolas retiraras sejam pares é iguala p(A) = 


6.7. PROPRIEDADES DA PROBABILIDADE 

i) A probabilidade do evento impossível é igual a zero: p(Z) = 0; 
Demonstração: 
Sabemos que a probabilidade de ocorre um evento é igual à soma das probabilidades dos elementos 
deste evento. Quando um evento não possui nenhum elemento claramente temos que a probabilidade 
associada à ocorrência deste evento é igual a zero. 


ii) A probabilidade do evento certo é igual a um: p(O) = 1; 
Demonstração: 
Sabemos que a probabilidade de ocorre o evento A é iguala p(A) = $ phai) ; 


ajeAÃ 


Quando A = O = fai, as, ..., ak}, temos que p(Q) = pı + p2 +... +pr=1. 
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iii) Se A c B então p(A) < p(B); 
Demonstração: 
Se A c B então podemos representar estes dois eventos da seguinte maneira: 
A=(a,a,... ak} e B= { a, a ..., ak ak+1,..., Ary, onde k, r e IN. 
Portanto: p(B) — p(A) = p(aı) + p(a2) +... + p(ax) + p(ax +1) +... + p(ar) — plai) + pla) +... + pla) => 
p(B) — p(A) = plak + 1) +... + p(ar) 
Desde que a probabilidade de um evento elementar qualquer E satisfaz O < p(E) < 1, então temos que: 
0<p(ak+ı) +... +p(a)<1 > p(B)-p(A)20 > p(A)<p (B). 


iv) Se A é um evento, então 0 < p(A) < 1; 
Demonstração: 
Se A é um evento então ØC ACQ > p(D)<p(A)<p(O) > 0<p(A)<1. 


v) Se A e B são dois eventos, então p(A U B) = p(A) + p(B) — p(A N B). 
Demonstração: 
Sabemos que: p(AUB)= 5 pi, p(A)= È p(a;) e pB) = > p(a;). 

ajeAUB ajeAÃ a;eB 
Note que no valor de p(A) + p(B) contamos duas vezes os valores das probabilidades dos eventos 
elementares de A ^ B. Deste modo, para que possamos utilizar esta soma para representar o valor de 
p(A U B), então do valor de p(A) + p(B) devemos subtrair uma vez o valor de p(A © B). Portanto, 
podemos escrever que p(A U B) = p(A) + p(B) — p(A A B). 
Em particular, se os eventos A e B são mutuamente exclusivos, ou seja, se An B = Ø (e 
consequentemente p(A A B) = 0), então a expressão anterior fica da forma p(A U B) = p(A) + p(B). 


vi) p(A9 = 1 - p(A); 

Demonstração: 

Desde que A N AF = Ø e A U AS =Q então temos que: 

pA UAN =pA) +P(A -PANAN > 1=pA)+tpAa9-0 > p(AO=1-p(A). 


Exemplos: 


1) (FGV-2005) Admita que no lançamento de um dado, não viciado e com seis faces numeradas, possam 
ocorre apenas os eventos A, B ou C, cada um com probabilidade pa, pp e pc, respectivamente. Sabendo- 
se que pa + 6pg = 1 + 4pc e pa = 2(psg + pc), dentre as alternativas a seguir, a única que pode representar 
o evento A é sair um número 
a) menor que 2. b) menor ou iguala 2. c)maior que2. d)maior do que 3. e) diferente de 3. 
Solução: 
Supondo que os eventos são mutuamente exclusivos temos que pa + pp + pc = 1. Deste modo, podemos 
montar o seguinte sistema linear: 
Pa +tPg +Ppe =l 

Pa +6pp -4pc =! 

Pa ~2Pg -2pc =0 
Multiplicando a 1º equação por 2 temos: 2pa + 2pg + 2pc = 2. Somando esta equação à 3º equação do 
sistema obtemos: 3pa=2 > pa=23 > psB=pc= 1/6. 
Sabemos que ao lançarmos um dado não viciado as probabilidades dos seis eventos elementares são 
iguais: pı = p2 = p3 = p4 = ps = pe = 1/6. Uma vez que pa = 2/3 = 4/6, então qualquer evento que seja 
composto por exatamente quatro eventos elementares pode representar o evento A. Dentre as 


alternativas da questão, a alternativa c) é a única que pode representar o evento A, pois é composto por 
seis eventos elementares: A = {3, 4, 5, 6}. 
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2) (FGV-2005) Em um curso de economia, 100 alunos estão divididos em duas turmas de 50 alunos, e 
cada aluno só pode cursar matérias na sua própria turma. Em relação às matérias macroeconomia e 
microeconomia, que serão ministradas em um mesmo semestre, cada aluno deve matricular-se ao menos 
em uma delas. A tabela a seguir indica a distribuição de alunos, por turma, inscritos nessas matérias em 
um semestre do ano. 
Turma 1 Turma 2 

Macroeconomia 36 17 
Microeconomia 29 36 

a) Escolhido ao acaso um aluno dentre os 100, qual é a probabilidade de ele estar matriculado em ambas 
as matérias nesse semestre? 
b) Escolhidos ao acaso dois alunos dentre os 100, qual é a probabilidade de ocorrência do seguinte 
evento: ao menos um deles é da turma 1 e ambos estão matriculados em apenas uma entre as duas 
matérias nesse semestre, não necessariamente a mesma matéria para ambos. 
Solução: 
Sejam os eventos: A; = alunos da turma i matriculados em macroeconomia e B; = alunos da turma i 
matriculados em microeconomia. 
Pela teoria dos conjuntos: 
n(AUAS) = n(A) + n(A2)- n(A1OA2) > 50=36+29-n(AnAÃo) > n(AnAs)= 15 
n(B/UB>) = n(B;) + n(B2)- n(BiNnB) > 50=17+36-n(BnB) > n(BnB)=3 
a) Claramente, neste experimento teremos Q = escolher 1 dentre 100 alunos, ou seja, n(Q) = 100. 
Considerando que todos os alunos possuem a mesma probabilidade de serem escolhidos: 
n(A; OA2)+n(B; OB2) 15+3 

n(O) 100 

b) Neste experimento temos que Q = escolher 2 dentre 100 alunos. Assim, n(Q) = C100,2 = 4950. 
Na turma 1 existem n(AjUAS) — n(A NÃo) = 50 — 15 = 35 alunos matriculados em apenas uma das 
matérias. Na turma 2 existem n(B;UB>) — n(B;NB5) = 50 — 3 = 47 alunos matriculados em apenas uma 
das matérias. Como pelos menos um dos alunos escolhidos deve ser da turma 1, temos dois casos a 
considerar: 

1) escolher um aluno da turma 1 e um aluno da turma x = 2: 35.47 = 1645 possibilidades. 
ii) escolher dois alunos da turma 1: y = C35,2 = 595. 


XEY 16451323 L 14535253, 
n(Q) 4950 


PA, NAD)U(B AB2)]= = 0,18. 


Assim, p = 


3) (UFRN-2003) José, João, Manoel, Lúcia, Maria e Ana foram ao cinema e sentaram-se lado a lado, 
aleatoriamente, numa mesma fila. A probabilidade de José ficar entre Ana e Lúcia (ou Lúcia e Ana), 
lado a lado, é 

a) 1/2 b)14/15 c)1/30 d)1/15 

Solução: 

Sejam: A = permutações em que José fica entre Ana e Lúcia; Q = permutações sem restrições. 

Considere o seguinte esquema: 

Ana | José | Lúcia João Manoel Lúcia 
Assim, devemos permutar os 4 elementos acima e depois multiplicar por 2, uma vez que além da 
seqüência Ana-José-Lúcia também poderemos ter Lúcia-José-Ana. Portanto o número de maneiras de 
destas seis pessoas sentarem com José entre Ana e Lúcia é 4!.2 = 48. 


n(A) 48 1 
n(Q) 720 15. 


Evidentemente, o número de elementos do espaço amostral é 6! = 720. Assim: pa = 


4) (UFF-2004) Considere o conjunto S = {1, 2, 3, 8, 9}. 
Seja M o conjunto de todos os números de três algarismos distintos que podem ser formados com os 
elementos de S. 
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a) Determine o número de elementos de M. 
b) Escolhendo-se, ao acaso, um elemento de M, qual a probabilidade de o elemento escolhido ser um 
múltiplo de 3? 
Solução: 
a) Como para a escolha do algarismo das centenas existem 5 possibilidades e para a escolha do 
algarismo das centenas existem 4 possibilidades e para a escolha do algarismo das unidades existem 3 
possibilidades, então o número de elementos de M é 5.4.3 = 60. 
b) Sabemos que um número é múltiplo de 3 se a soma dos seus dígitos é múltiplo de 3. Podemos 
observar que existem somente 4 subconjuntos de S com 3 elementos de modo que a soma dos elementos 
seja múltiplo de 3: A = {1, 2, 3}, B = {1, 2, 9}, C = {1, 3, 8} e D = {1, 8, 9}. Desde que cada múltiplo 
de 3 pode ser obtido pela permutação dos elementos dos subconjuntos A, B, C e D, então a quantidade 


de múltiplos de 3 é 4.3! = 24. Portanto, a probabilidade pedida é iguala p = a = : = 0,4. 


5) (PUC/SP-2005) Aser, Bia, Cacá e Dedé fazem parte de um grupo de 8 pessoas que serão colocadas 
lado a lado para tirar uma única fotografia. Se os lugares em que eles ficarão posicionados forem 
aleatoriamente escolhidos, a probabilidade de que, nessa foto, Aser e Bia apareçam um ao lado do outro 
e Cacá e Dedé não apareçam um ao lado do outro será: 

a) 5/28 b)3/14 c)7/⁄28 d)27 e)9/28 

Solução: 

Claramente o espaço amostral deste experimento consiste em permutar livremente 8 pessoas, onde temos 
que n(O) = 8! = 40320. Observe o seguinte esquema, onde as letras indicam as 8 pessoas: 

AIB C D E F G H 
Vamos definir o evento X como o conjunto das permutações em que as letras A e B estão juntas e as 
letras C e D estão separadas. Para contar o número de elementos de A vamos utilizar o método indireto 
de contagem. Vamos calcular inicialmente o número de permutações dos 7 elementos acima e subtrair 
deste valor o número de permutações em que as letras C e D estão juntas (lembrando da permutação 
interna das letras C e D). Como além da seqüência A-B também podemos ter B-A, no final devemos 
n(X) 7200 5 

n(Q) 40320 28` 


multiplicar tudo por 2. Assim, n(X) = (7! — 6!.2!)2 = 7200. Assim, px = 


6) (PUC/SP-2004) Na figura tem-se um octógono regular inscrito em uma circunferência. 
À 


Selecionando-se aleatoriamente três vértices desse octógono, a probabilidade de que eles determinem 
um triângulo retângulo é: 

a) 9/14 b)4/7 9)I7 d)3/14 e)/17 

Solução: 

Definimos o espaço amostral como o conjunto de todos os ternos de vértices a partir dos vértices do 
octógono. O evento A consiste em escolher 3 vértices de modo que o triângulo determinado seja 
retângulo. Claramente temos n(Q) = Cs, 3 = 56. Sabemos que todo triângulo retângulo está inscrito em 
uma semi-circunferência onde a hipotenusa coincide com o seu diâmetro. Desta forma, para 
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selecionarmos um triângulo retângulo basta escolher um diâmetro (4 possibilidades) e um outro ponto (6 
n(A) 24 3 
n(O) 56 7º 


possibilidades. Assim, temos que n(A) = 4.6 = 24. Portanto, pa = 


4) (UFPE-2004) Um economista apresenta proposta de trabalho às empresas X e Y, de modo que: a 
probabilidade de ele ser contratado pela empresa X é de 0,61, a de ser contratado pela empresa Y é de 
0,53 e a de ser contratado pelas duas empresas é de 0,27. Determine a probabilidade (p) de o economista 
não ser contratado por nenhuma das empresas e indique 100p. 

Solução: 

Sejam os eventos: A = a empresa X contrata o economista; B = a empresa Y contrata o economista. 

p(A U B) = p(A) + p(B) - p(A A B) = 0,61 + 0,53 — 0,27 = 0,87. 

Assim: p[(A U B){] = 1 -p(A U B) = 1 -0,87 = 0,13 > 100p = 13. 


7) Em uma urna existem 100 bolas, numeradas de 1 a 100. Retira-se aleatoriamente uma bola da urna e 
anota-se seu número. Coloca-se de volta esta bola na urna e retira-se aleatoriamente outra bola, anotando 
também seu número. Qual a probabilidade que o segundo número seja maior que o primeiro? 

Solução: 

Seja x o número da primeira bola e y o número da segunda bola sorteada. Podemos notar que para cada 
caso em que y > x existe um caso simétrico em que y < x, bastando para isso fazer uma troca entre os 
valores de x e y. Por exemplo, se x = 4 e y = 25 (que satisfaz o enunciado), temos o caso contrário (x = 
25 e y = 4) que não satisfaz. Assim, para cada caso em que y < x, existe exatamente um caso que não 
satisfaz o enunciado, e vice-versa. Portanto, podemos afirmar que a probabilidade de ocorrer y > x é 
igual à probabilidade de ocorrer y < x. 

Uma vez que somente podem ocorrer 3 situação: y > x, y = x e y < x, e estas situação são mutuamente 
exclusivos, então temos que: p(y > x) + p(y =x)+p(y <x)=1 > 2p(y>W)+p(y=x)=1. 

n(y=x) 100 _ 1 


Claramente: =X) = = ; 
Py == O 100100 100 


: 1 99 
Assim: 2. >x)+— =l] > >x)=—. 
p(y >x) 100 p(y >x) 200 


8) (UERJ-2004) Numa sala existem cinco cadeiras numeradas de 1 a 5. Antônio, Bernardo, Carlos, 
Daniel e Eduardo devem se sentar nestas cadeiras. A probabilidade de que nem Carlos se sente na 
cadeira 3, nem Daniel na cadeira 4, equivale a: 

a) 16% b)54%  c)65% d) 96% 

Solução: 

Consideremos os seguintes eventos: A = permutações em que Carlos não está sentado na cadeira 3 e B = 
permutações em que Daniel não está sentado na cadeira 4. Estes eventos estão associados ao espaço 
amostral que consiste nas permutações livres das 5 pessoas. 

E n(A) 41 1 Ee radio E 
aS) 5 Pes 7 n “a 3 Pa =P =!" Pac,> 5 
n(ANB) 531 19 

n(O) Su 20` 


. 4 4 19 13 
Assim: P (aB) = P(A) +p B- PaaB 5 z+ = = 0,65 =65%. 


Observemos que: p = £, 


Por outro lado p(anB) = 


9) Calcule a probabilidade que entre 23 pessoas não existam duas que façam aniversário no mesmo dia. 
Solução: 

Como o ano possui 365 dias, cada pessoa possui 365 possibilidades para o dia do seu aniversário. Desta 
maneira n(O) = 365”. Para que não existam duas pessoas fazendo aniversário no mesmo dia, devemos 
escolher 23 dias distintos no ano para distribuir entre as pessoas. Assim: n(A) = C365,23.23!. 
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Portanto: pa = u3) = C3652323! 
nO) 365? 
Observe que, apesar de 23 ser relativamente menor que 365, a probabilidade de entre 23 pessoas existam 
pelo menos duas pessoas que façam aniversário no mesmo dia é maior que 50% (1 — pa = 0,507). 
Podemos notar também que entre 41 pessoas a probabilidade que pelo menos duas pessoas façam 
Cs65,41:41! 


365º! 


= 0,493. 


aniversário no mesmo dia é maior que 90%, uma vez que p, =1 =1— 0,097 = 0,903. 


10) (UFRJ-2005) N homens e N mulheres, N > 1, serão dispostos ao acaso numa fila. Seja px a 
probabilidade de que a primeira mulher na fila ocupe a segunda posição. Calcule py e determine a partir 
de que valor de N tem-se px < 11/40. 

Solução: 

Considere o seguinte evento: A = distribuições em que a 1º pessoa na fila é um homem e a 2º pessoa é 
uma mulher. Vamos organizar um esquema para calcular n(A): 


homem mulher permutação das demais 2N-2 pessoas 
Para a escolha do homem que vai ocupar o 1º lugar na fila existem N possibilidades, para a escolha da 
mulher que vai ocupar o 2º lugar na fila existem N possibilidades e para a permutação das demais 2N — 2 
pessoas existem (2N — 2)! possibilidades. Assim: n(A) = Nº.(2N — 2)!. 


2 —2)! 
Asepte n(A) _N (2N-2)! a N 
n(Q) (2N)! 2(2N-1) 
LL = N zll E N ds, Er 2N+ o = 2N+ o, 
40 2(2N-1) 40 2N-1 20 20(2N —1) 2N-1 


Resolvendo a inequação acima obtemos N < 1/2 ou N > 11/2. Como N é inteiro > 1 então a solução da 
inequação se resume a N > 6. 


11) (UNB-2000) Uma criança entra em um elevador de um edifício no andar térreo. Os botões do painel 
do elevador estão dispostos como ilustrado na figura a seguir, em que o número zero representa o andar 
térreo e os números negativos representam os três subsolos do edifício. A criança aperta um botão ao 
acaso, mas, por ser ainda muito pequena, a probabilidade de ela apertar qualquer botão correspondente a 
um dos números do conjunto (-3, —2, —1, 0, 1, 2} é o triplo da probabilidade de ela apertar qualquer 
botão correspondente a um dos números do conjunto (3, 4, 5, 6, 7, 8}, a qual, por sua vez, é o dobro da 
probabilidade de ela apertar qualquer botão correspondente a um dos números do conjunto (9, 10, 11, 
12y; 

Nessas condições, julgue os itens que se seguem. 

(1) A probabilidade de a criança apertar um dos botões correspondentes a um dos 


números do conjunto {—1, —2, —3 } é igual a - 

(2) A probabilidade de ela apertar o botão correspondente ao número 5 ou o botão 
; 1 

correspondente ao número 2 é igual a a 


(3) A probabilidade de ela apertar o botão correspondente ao número O é menor 


que T 
Solução: 
Pelos dados do enunciado temos que: 
Pp-3=p-2=pP-1 = po = pi = p2 = 3p; = 3p 4 = 3p 5 = 3p6 = 3p7 = 3ps = 6po = 6P10 = 6P 11 = 6px 
Como estas probabilidades devem representar uma distribuição de probabilidades: 


p-3+p-2+p-1ı+po+tpi +p: +p3+p4+ps+ps+p7+ps+pPo+tpiotpi tpl > 
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6p -3 + 6p; + 4po = 1 > 36po + 12po + 4po = 1 > po = 1/52 => 
Ppss=Pp-2=P-1=po=pi=p2=6/52;p3=p4s=ps=ps=py=ps=2/52:po=po=-pm=po= 1/52 
(FALSO: wAn EI -D-spento pu ps Pod p-r 6/505-6/52 16/50 = 006 HS: 

(2) FALSO. Se b= (2, 4) então ps = po + ps = 6/52. + 2/52 = 2/13 + 1/6. 
(3) FALSO. po = 6/56 > 1/10 


12) (UFG-2005) Um campeonato de futebol é organizado com 24 clubes, previamente definidos, 
divididos em seis grupos ou chaves (A, B, C, D, E, F). Cada grupo tem um cabeça-de-chave, que é um 
dos seis primeiros colocados no campeonato anterior, enquanto os demais integrantes são escolhidos por 
sorteio, de modo que, primeiro, monta-se o grupo A (que tem como cabeça-de-chave o primeiro 
colocado no campeonato anterior), depois o grupo B (que tem o segundo colocado como cabeça-de- 
chave) e assim por diante. 

a) Uma vez montados os grupos A e B, de quantas maneiras diferentes o grupo C poderá ser montado? 
b) Antes de iniciar o sorteio, qual a probabilidade de um clube X, que não é cabeça-de-chave, ficar no 
grupo B? 

Solução: 

a) Como os seis cabeças de chave já estão definidos e distribuídos pelas chaves então temos que dividir 
os demais 18 clubes nas 6 chaves. Uma vez montados os grupos A e B sobram ainda distribuir 12 
clubes. Destes, 3 devem ser escolhidos para ficar no grupo C. Assim, existem C12,3 = 220 maneiras. 

b) Sejam: Q = distribuições dos 12 clubes que não são cabeças de chave nas 6 chaves; A = distribuições 
em que o clube X está no grupo B. Assim: 


18! 15! 12 91 6118 
aO- CusC aca CC SE 
(9) 5 Cis, alisa 3Co, 3C6 3O33 5 TA TAOLIT GLI LAI (NS 


17! 151 121 9 61 15.17! 
141.3! 131.2! 91.3! 61313131 26.65 


n(A) = C17, 3.C15, 2-C12, 3-C9, 3.C6, 3-C3, 3 z 


15.17! 

n(A) 26(31) 5 

(O) 181 52` 
(3º 


Portanto: p(A) = 


12) (Provão-2003) As probabilidades dos eventos X, Y e X ^ Y são iguais a 0,6; 0,5 e 0,1, 
respectivamente. Quanto vale a probabilidade do evento X — Y? 

a) 0,1 b) 0,2 c) 0,3 d) 0,4 e) 0,5 

Solução: 

Notemos que: p(X L Y) = p(X) +p(Y)- p(X Aa Y)=0,6 +0,5- 0,1 = 1, ou sej, X U Y =Q. 

Neste caso temos que X — Y = yº > p(X -Y)= pY 9) =1-p(Y)=1-0,5=0,5. 


13) (Provão-99) Ao entrar em casa de amigos, cinco pessoas deixam seus guarda-chuvas com a dona da 
casa. Quando as pessoas resolvem pedi-los de volta para sair, a dona da casa constata que todos eles são 
aparentemente iguais, e resolve distribuí-los ao acaso. Qual a probabilidade de que exatamente três 
pessoas recebam cada uma o seu próprio guarda-chuva? 

a) 1/12 b)1/6 c)1⁄4 d)13 e)5/12 

Solução: 

Claramente o número de maneiras de distribuir os cinco guarda-chuvas sem restrições é n(Q) = 5! = 120. 
Se exatamente três pessoas recebem seu guarda-chuva então exatamente duas pessoas recebem o guarda- 
chuva um do outro. Para fazer isto basta escolher as duas pessoas que vão receber o guarda-chuva um do 
n(A) 10 1 

n(O) 120 12` 


outro. Como existem cinco pessoas, n(A) = Cs» = 10. Desta forma: p(A) = 
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14) (Olimpíada da Holanda-92) Quatro dados não-viciados são jogados. Qual é a probabilidade que o 
produto dos números que aparecem nas faces superiores dos dados seja 36? 
Solução: 
Existem quatro diferentes possibilidades do produto valer 36: 


; 4! f A 4! f 
1) {1, 1,6, 6}: ocorre em TA = 6 maneiras 11) {2, 2, 3, 3}: ocorre em 5 = 6 maneiras 


| 
iii) (1, 4,3, 3}: ocorre em == 12 maneiras iv) {1, 2, 3, 6): ocorre em 4! = 24 maneiras 


6+6+12+24 1 


Desta forma, a probabilidade do produto ser 36 é p = i i 
6 


15) (AIME-98) Nove cartões numerados com 1, 2, 3, ... , 9 são aleatoriamente divididos entre três 
pessoas, cada um recebendo três cartões. Determine a probabilidade que a soma dos números dos cartões 
de cada pessoa seja um número ímpar. 

Solução: 

Seja A o evento que consiste em separar os 9 números em 3 ternos de modo que a soma dos números 
dos ternos seja ímpar. O espaço amostral é formado por todos os conjuntos de 3 ternos que podemos 
formar com nove primeiros inteiros positivos. Para o cálculo de n(Q) devemos inicialmente escolher os 
três números que ficarão com a primeira pessoa, depois escolher os três números que ficarão com a 
segunda pessoa e finalmente escolher os 3 números que ficarão com a terceira pessoa. 

Assim, temos que n(O) = Co, 3.C6,3.C3,3 = 84.20.1 = 1680. 

Como de 1 a 9 existem 5 inteiros ímpares e 4 pares a única possibilidade de que a soma 3 ternos de 
números seja ímpar é que um deles receba 3 números ímpares, outro receba um número ímpar e dois 
pares e o último receba também um número ímpar e dois pares. 

Temos o seguinte esquema de distribuição dos números: 

III I/P|P I|P|P 
Deste modo, n(A) = (Cs 3)(C2, 1-C4, 2X(C1, 1-C2, 2) = (10)(2.6)(1.1) = 120. 
n(A) 120 1 

n(O) 1680 14` 


Portanto: pa = 


16) (Olimpíada da Bélgica-2001) Em um programa de TV três homens escolhem, independentemente, 
suas mulheres favoritas entre três mulheres e, ao mesmo tempo, estas três mulheres escolhem seus 
homens favoritos. Se um homem e uma mulher escolhem um ao outro, então eles ganham uma viagem. 
Qual a probabilidade que o programa distribua três viagens? 

a)0,2% b)0,8% c)2,5% d)4,0% e) 16,7% 

Solução: 

Sejam os homens dados pelas letras A, B e C e as mulheres dadas pelas letras a, b e c. Vamos organizar 
o espaço amostral de modo que seus elementos sejam da forma (X1, X2, X3, X4, X5, X6), onde: 

xı = mulher escolhida pelo homem A; x, = mulher escolhida pelo homem B; x3 = mulher escolhida pelo 
homem C; x, = homem escolhido pela mulher a; xs = homem escolhido pela mulher b; x, = homem 
escolhido pela mulher c. Como cada x; possui 3 possibilidades de escolha, então n(Q) = 3º. 

Seja A o evento pedido no enunciado. As três passagens serão distribuídas nos casos em que as letras da 
sequência xı-X2-X3 sejam todas distintas e sejam as minúsculas das letras da sequência x4-xs-x6. Por 
exemplo, se as escolhas dos homens, nesta ordem, sejam b-a-c, então as escolhas das mulheres devem 
ser, nesta ordem, B-A-C. Portanto, uma vez definida a segiiência x,-x2-x3 (com letras distintas), a 
NA) É 0,8% 
(O) 3º 


sequência x4-xs-xe já está definida. Concluímos, então, que n(A) = 3!. p(A) = 
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17) (USAMO-73) Três vértices distintos são escolhidos aleatoriamente dos vértices de polígono regular 
de 2n + 1 lados. Se todos as escolhas são igualmente possíveis, qual a probabilidade que o centro do 
dado polígono pertença ao interior do triângulo determinado pelos três pontos escolhidos aleatoriamente. 
Solução: 


m+1 4/2 Fixemos o vértice 1 e analisemos a escolha dos outros dois vértices do 
2 N3 triângulo. Tome dois vértices consecutivos do polígono (por exemplo, os 
/ i vértices 1 e 2) como dois vértices do triângulo. Repare que neste caso 
| | temos somente uma possibilidade para escolher o outro vértice (neste 
2n- al |5 caso o vértice n + 2) de modo que este triângulo possua o centro do 
polígono. Se escolhermos os vértices 1 e 3, notemos que existem duas 
possibilidades (vértices n + 2 en + 3) para a escolha do terceiro vértice 
do triângulo. Se escolhermos os vértices 1 e 4, notemos que existem três 
o atij possibilidades (vértices n + 2, n + 3 e n + 4) para a escolha do terceiro 
vértice do triângulo. E assim por diante. Assim, o número de casos 

favoráveis é: n(A)=1+2+3+..+n=n(n + 1/2 


Como estamos fixando um vértice (no caso o vértice 1) e estamos escolhendo os outros dois, então o 
n(n+1) n+1 


(2 “U2n-1) 
2 


18) (AIME-2003) Uma formiga move-se sobre os lados de um triângulo. Estando a formiga em um 
vértice, existe 50% de probabilidade da formiga se dirigir para cada um dos outros dois vértices no 
próximo movimento. Qual é a probabilidade que depois de 10 movimentos a formiga esteja no vértice 
inicial? 
Solução: 

D E 


. , (2n m : 
número de casos totais é l J ] . Portanto, a probabilidade requerida é: p= 


Suponha que quando a formiga está em um vértice e vai decidir em que 
direção seguir esta fica virada de frente para o interior do triângulo. 
Assim, terá que definir se vai para a sua direita (D) ou esquerda (E), 
como está indicado na figura ao lado. Desta forma, qualquer sequência 
de 10 letras, onde cada letra pode ser D ou E, representa um caminho 
diferente. 
Como para cada um das letras existem duas possibilidades de escolha, o número total de caminhos da 
formiga é iguala 2.2.2.2.2.2.2.2.2.2 = 2", 
Seja x a quantidade de letras D em um caminho e y a quantidade de letras E. Desde que o número de 
lados da figura é 3, para que a formiga percorra 10 lados e no final esteja no mesmo vértice inicial a 
subtração x — y deve ser múltiplo de 3. Como x + y = 10, existem 3 possibilidades: 

)x=5ey=õs5: os caminhos são representados pelas permutações de DDDDDEEEEFE. Assim, neste 


caso existem ss possibilidades. 
ii) x = 8 e y = 2: os caminhos são representados pelas permutações de DDDDDDDDEE. Assim, neste 
caso existem NE possibilidades. 
iii) x = 2 ey = 8: os caminhos são representados pelas permutações de DDEEEEEEEE. Assim, neste 


| 
caso existem a possibilidades. 


10! 10! 10! 
51 BID BID 171 
Desta forma: p=do 82 Bm “O 
a 512 
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19) (OBM-2002) Jogamos 10 dados comuns (com 6 faces equiprováveis numeradas de 1 a 6). Calcule a 
probabilidade de que a soma dos 10 resultados seja igual a 20. 
Solução: 
Considere que x; = número que aparece na face superior do dado i, 1 = 1,2, ..., 10. 
Portanto, podemos definir o evento proposto sendo formado pelas soluções inteiras positivas da equação 
Xı + X2 +... + X10 = 20, onde 1 <x<6,i=1,2,..., 10. O espaço amostral é formado por todos os valores 
que pode assumir a sequência (X1, X2, ..., X10). 
Como para cada x; 1 < i < 10, temos 6 valores possíveis, segue diretamente que n(O) = 6". 
Para o cálculo de n(A) vamos utilizar o método indireto de contagem. Sabemos que o número de 
soluções inteiras positivas de xı + x2 +... + X10 = 20 é igual a C19,9. Vamos agora descontar deste valor o 
número de soluções em que alguma(s) variável(is) seja(m) maior(es) que 6. Na verdade, como o valor 
mínimo de cada x; é 1, se duas variáveis forem maiores que 6, então x, + X2 +... + X102 7 +7+8.1 =22, 
que é um absurdo. Assim, no máximo uma das variáveis pode ser maior que 6. Suponhamos, somente 
para efeito de análise, que x, > 7. Assim temos que x, + x3 + ... + Xio < 13. No capítulo sobre 
combinações vimos duas maneiras de calcular o número de soluções inteiras positivas da expressão 
anterior. Vamos analisar casa a caso: 


o x +x; +... +xi1o= 13 possui C12, 8 soluções inteiras positivas. 
o x +x; +... + X10 = 12 possui C,, s soluções inteiras positivas. 
o x +x +... +xio= 11 possui Cj, s soluções inteiras positivas. 
o x2+x3+... +x19= 10 possui Co g soluções inteiras positivas. 
o x) +x3 X10 = 9 possui Cs g soluções inteiras positivas. 


Aplicando o dra das colunas (conse o capítulo sobre Binômio de Newton), temos que a expressão 
linear x2 + x3 +... + X10 < 13 possui Cs, g + Cos + Cro,s + C11,8 + C12, 8 = C13, 9 soluções inteiras positivas. 
Como a escolha de x, como sendo a andei maior ou E a sete foi completamente aleatória, qualquer 
uma das dez variáveis poderia ter sido escolhida. Deste modo, o número de soluções inteiras positivas da 
equação xı + x2 +... + X10 = 20 onde exatamente uma das variáveis é maior ou igual a sete vale 10.C13,9. 

n(A) = Cio -10.Ciso _ 92378 — 7150 21307 


n(Q) 610 60466176 15116544 


Portanto: pa = = 0,0014. 


20) Considere todos os pares (b, c) de inteiros tais que |b| < 4 e |e] < 4. Escolhendo-se, ao acaso, um 
desses pares (b, c), determine a probabilidade de a equação x” + 2bx + c = 0 possuir raízes distintas 
positivas. 

Solução: 

O espaço amostral Q é formado por todos pares (b, c) de inteiros tais que |b| < 4 e |c| < 4, ou seja, O = 
(4, 4), (4, 3), (3, 4), G, 3), ..., (- 4, - 3), (- 4, - 4)). Como para b existem 9 possibilidades e para c 
existem 9 possibilidades, então n(Q) = 9.9 = 81. A equação x” + 2bx + c = 0 possui raízes distintas se 
seu discriminante é maior que zero: 4h? -4c >0 > b'>c 

Por outro lado, as raízes da equação são positivas se: 


2 
-2b 4b? de _ b+vb?-c>0 > -b-V4b?-c>0 e -b+yb?-c>0. 


2 
Como vb? -c > 0, então teremos -b-vb? -c>0 somente se b < 0. 


Além disso: -b- yb? -c >0 > -b>Ẹ4b?°-c > b >b-c > c>0. 

Assim, os pares (b, c) pertencentes à Q que fazem com que a equação x? + 2bx + c = O possua raízes 
distintas e positivas (evento A) são os que satisfazem b < 0, c > 0e b’ >c. 

Assim: A = {(- 4, 4), (- 4, 3), (- 4, 2), (- 4, 1), C- 3, 9, (- 3, 3), (- 3, 2), C 3, 1), C 2, 3), (- 2, 2), (- 2, 1)}. 
n(A) 11 


n(Q) 81` 


Conseqüentemente: p(A) = 
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6.8. PROBABILIDADE CONDICIONAL 
Observe o seguinte problema: Quando arremessamos um dado não-viciado, sabendo que o número 
na face superior do dado é par, qual a probabilidade que seja múltiplo de 3? Inicialmente vamos definir 
os seguintes eventos: A = conjuntos dos múltiplos de 3 que podem aparecer em um dado e B = conjunto 
dos números pares que podem aparecer em um dado. Assim, A = (3,6! e B = (2,4, 6). O espaço 
amostral do experimento que se baseia em arremessar um dado é O = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Entretanto, 
podemos lembrar que a definição de espaço amostral é o conjunto de todos os resultados de um 
experimento. Como é informado que o número sorteado é par, então os resultados 1, 3 e 5 são 
impossíveis. Portanto, para o cálculo de p(A | B) devemos considerar o espaço amostral Q? = (2,4, 6}, 
que coincide com o evento. Perceba que dentro deste espaço amostral o único que nos interessa é {6}, 
que nada mais é que a interseção dos eventos A e B. Deste modo, como dos 3 resultados possíveis 


l 1 
apenas um interessa, então podemos afirmar que p(A | B) = ae 


Vamos agora voltar ao caso geral. Considere que um experimento aleatório foi realizado um 
número N muito grande de vezes, observando-se que o evento A ocorreu Na vezes, que o evento B 
ocorreu Ng vezes e que os eventos A e B ocorreram simultaneamente Nanp vezes. Realiza-se mais uma 
vez o experimento. Pergunta-se: Qual a probabilidade que ocorra o evento A sabendo que o evento B 
ocorreu? O nome que se dá para este tipo de probabilidade é probabilidade condicional e é representada 
por p(A | B) (lê-se “probabilidade de A dado B”). Note que a informação da ocorrência do evento B faz 
com que todos os possíveis resultados sejam elementos de B, ou seja, neste caso de probabilidade 
condicional devemos considerar como espaço amostral o evento B. Da mesma forma, todos elementos 
de A que podem ocorrer devem estar dentro de B, fazendo com que estejamos interessados nos 
elementos do evento A A B. Portanto, a fregiência relativa do evento A | B é iguala fam) = o 
N(A AB) 

Dividindo o numerador e o denominador por N temos que: f 5 = fao 
AD N(B) f 
N 

Como o experimento foi realizado um grande número de vezes, então as freqüências relativas de 
ocorrência dos eventos são aproximadamente iguais às suas respectivas probabilidades. Assim, podemos 
p(A QB) 


p(B) 


(B) 


afirmar que p(A | B) = 


6.8.1. Independência de Eventos 

Suponha que você arremessa simultaneamente uma moeda e um dado e pede-se a probabilidade de 
aparecer o número 2 no dado sabendo que na moeda apareceu cara. Note que se trata de uma questão de 
probabilidade condicional, porém neste caso a informação fornecida não interfere em nada na 
probabilidade pedida, uma vez que é razoável considerar que o resultado da moeda em nada interfere no 
resultado do dado. A isto damos o nome de eventos independentes. Se A = sair o número 2 na moeda e B 
= sair cara na moeda, temos que A | B = A (A dado B é igual a A), pois o evento B não possui nenhum 
influência na ocorrência do evento A. Portanto, sempre que dois eventos não vazios A e B são 
independentes temos que p(A | B) = p(A). Substituindo na equação da probabilidade condicional: 
p(ANB)=p(A |B).p(B) > p(ANB)=p(A).p(B), quando A e B são eventos independentes. 

Por outro lado, se p(A A B) = p(A).p(B), então os eventos não vazios A e B são independentes: 

p(B)>0 


i) p(A ^A B) =p(A | B.p(B) => p(A).p(B) =Pp(A |B)p(B) = p(A)=p(A |B) 


p(A)>0 
i) (AN B)=pæ@|A)p(A) > p(A).p(B)=p(B |A pA > p(B)=p(BIA) 
Portanto, podemos concluir que: 


p(A A B) = p(A).p(B), se e somente os eventos não vazios A e B são independentes. 
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6.8.2. Teorema da Probabilidade Total 
Dizemos que os eventos Ay, As, ..., An formam uma partição do espaço amostra O se: 
i) An Aj = Ø, para todo i +i, 1 < i,j < n; 
ii) A1 U AZUL U An = Q; 
iii) O < p(A;) < 1, para todo i tal que 1 <i <n. 
Suponha que Aı, As, ..., An formam uma partição do espaço amostra Q. Se B é um evento de Q, 
podemos afirmar que B = (B A A1) U (B A A2) U... U (B A An). Uma vez que todos os eventos B A A;, 


] <i <n, são mutuamente exclusivos então: 
P(B)=PI(BNAD)DU(BNADJU.. U (B A An)] =P(B AoA) +P(BAaA) +... +P(BOAoA) (E) 
Pela expressão da probabilidade condicional, para cada i tal que 1 < i < n, podemos escrever que 
P(B A Ag = P(A;).P(B | A;). Substituindo em (*) obtemos: 


P(B) = P(A). P(B | A1) + P(A2).P@B | A2) +... + P(An).P@ | An) 


Vamos aplicar esta expressão em um exemplo. Suponha que uma determinada peça é 
manufaturada por 3 fábricas: A, B e C. Sabe-se que A produz o dobro de peças que B e que B e C 
produzem o mesmo número de peças. Sabe-se ainda que 2% das peças produzidas por A e por B são 
defeituosas, enquanto que 4% das produzidas por C são defeituosas. Todas as peças produzidas são 
misturadas e colocadas em um depósito. Se do depósito for retirada uma peça ao acaso, qual a 
probabilidade de que ela seja defeituosa? Na resolução desta questão vamos considerar o espaço 
amostral formado por todas peças e os seguintes eventos: A; = conjunto das peças produzidas pela 
máquina A, A; = conjunto das peças produzidas pela máquina B, A = conjunto das peças produzidas 
pela máquina C, B = conjunto das peças defeituosas. Podemos observar que Ay, A2 e Az formam uma 
partição de Q, uma vez que toda peça foi fabricada por exatamente uma das máquinas e todas as 
máquinas foram utilizadas. Assim, pelo teorema da probabilidade total: 

P(B) = P(A)).P(B | A1) + P(A2).P@ | A2) + P(A;).P@ | A3) > 


pit e Ll k peas 
250 450 425 40 


Exemplos: 


1) a) Construa o espaço amostral formado pelas oito possibilidades de distribuição de sexo (M ou F) dos 
três filhos de um casal. Determine nesse espaço os subconjuntos correspondentes aos eventos: 

A — Existem crianças de sexos diferentes; B — Existem pelo menos duas meninas. 

b) Supondo que as oito possibilidades são igualmente prováveis, mostre que A e B são eventos 
independentes. 

Solução: 

a) O = {(M, M, M); (M, M, F); (M, F, F); (M, F, M); (F, M, M); (F, M, F); (E, F, F); (F, F, M)) 

A = {(M, M, F); (M, F, F); (M, F, M); (F, M, M); (F, M, F); (F, F, M)} 

B = {(M, F, F); (F, M, F); (Œ, F, F); (F, F, M)} 

b) A A B= {(M, F, F); (F, M, F); (F, F, M)} 

Amp on) 1 n(ANB) 3 


nO) 8 4º nois PANSO TR 


= 3 = p(A A B), que prova que os eventos A e B são independentes. 


Deste modo: p(A).p(B) = - a 


1 
2 
2) Prove que se dois eventos A e B são independentes, então seus complementares também são 
independentes. 

Solução: 

ACnBC=(AUB)O > p(ASABS = pI(AUB)] = 1 -p(AUB) = 1 — p(A) - p(B) + p(ANB) 

Se A e B são independentes, então p(ANB) = p(A).p(B): 


176 


Capítulo 6. Probabilidade 
p(ACABS) = 1 — p(A) — p(B) + p(A).p(B) = (1 — p(A) — p(B)) = p(AS).p(B9), que prova que AÙ e BS 
são eventos independentes. 


3) Prove que para todos três eventos não nulos A, B e C temos que: 
p(ANnBA O =p(A).p(B|A).p(C|ANB). 

Solução: 

píANB)nC]=p(ANB).p(C|IANB)=p(A).p(B | A).p(C|A NB). 


4) (FGV-2005) Em uma comunidade, 80% dos compradores de carros usados são bons compradores. 
Sabe-se que a probabilidade de um bom pagador obter cartão de crédito é de 70%, enquanto que é de 
apenas 40% a probabilidade de um mau pagador obter cartão de crédito. Selecionando-se ao acaso um 
comprador de carro usado dessa comunidade, a probabilidade de que ele tenha cartão de crédito é de: 

a) 56% b)64% c)70% d)32% e) 100% 

Solução: 

Considere os seguintes eventos: 

A = bons compradores de carros; B = maus compradores de carros; C = bons compradores com cartão 
de crédito; D = maus compradores com cartão de crédito. 

Como os eventos A e C são independentes: p(A A C) = p(A).p(C) = (0,80)(0,70) = 0,56. 

Como os eventos B e D são independentes: p(B A D) = p(B).p(D) = (0,20)(0,40) = 0,08. 

Como (AN C) ao (B a D) = Ø, então: 

pI(A a C) a (B aD) = pA Aa C) + pæ a D) = 0,56 + 0,08 = 0,64 = 64%. 


5) (FGV-2004) Uma caixa contém duas moedas honestas e uma com duas caras. Uma moeda é 
selecionada ao acaso e lançada duas vezes. Se ocorrem duas caras, a probabilidade de a moeda ter duas 
caras é: 

a) 1/2 b)13 c)1/6 d)1⁄4 œe)2⁄3 

Solução: 

Considere os eventos: 

A = a moeda escolhida possui duas caras; B = ocorrem duas caras em dois lançamentos de uma moeda; 
C = a moeda escolhida é honesta. 

O evento A N B consiste em escolher a moeda que possui duas caras e, ao lançar a moeda duas vezes, 
ocorrerem duas caras. Para tanto basta calcular a probabilidade de escolher a moeda com duas caras. 
Como existem 3 moedas e somente 1 com duas caras, temos que p(A A B) = 1/3. 

Desde que B = (A A B) Y (C A B) e que (A A B) Aa (C A B) = Ø, então: 

p(B) = PICA B) U (C A B)] = p(A A B) + p(C ^ B) = p(A).p@æ | A) +p(C)pB |C) > 

p(B) = (1/331) + (2/3)(1/4) = 1/2. 

p(ANB) 1/3 2 


Portanto: p(A |B)= z =—. 
Ab) 23 


6) (FGV-2003) Uma Escola comprou computadores de 3 fabricantes: A, B e C. Trinta por cento foram 
comprados de A, trinta por cento de B, e o restante de C. A probabilidade de um computador fabricado 
por A apresentar algum tipo de problema, nos próximos 30 meses, é 0,1. As mesmas probabilidades dos 
fabricantes B e C são respectivamente 0,15 e 0,2. 

a) Qual a probabilidade de que um computador escolhido ao acaso, seja fabricado por A e apresente 
algum problema nos próximos 30 meses? 

b) Se um computador apresentar algum problema nos próximos 30 meses, qual a probabilidade de que 
tenha sido fabricado por A? 

Solução: 

Considere os seguintes eventos: A = conjunto dos computadores comprados do fabricante A; B = 
conjunto dos computadores comprados de B; C = conjunto dos computadores comprados de C; D = A = 
conjunto dos computadores com defeito. 
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a) p(A ^ D) = p(A).p@ | A) = (0,3)(0,1) = 0,03. 
b) Pelo teorema da probabilidade total: 
POD) = p(A).p(D | A) + p(B).p(D | B) + p(C).p(D | C) = (0,3)(0,1) + (0,3)(0,15) + (0,4)(0,2) = 0,155. 


Assim: pop BED 0 O aos 
pD) 0,155 31 


7) (UFU-2000) Um conhecido jogo, presente em muitas festas populares, é a roleta da sorte, na qual 
gira-se o ponteiro e anota-se o número que este aponta ao parar (ver figura). Após duas rodadas, qual a 
probabilidade de que a soma dos dois números obtidos seja igual a 5? 

Obs: Considere que área de todos os setores circulares em que os números estão inseridos é a mesma. 


S 


a) 4/9 b)4/27 c)2/27 d)2/9 
Solução: 
Existem duas maneiras de obter soma 5: 


i) na 1º rodada sair o número 2 e na 2º rodada sair o número 3: pa = Pi-2-P23 = 5 = 5 
z a , à l , 33 1 
ii) na 1º rodada sair o número 3 e na 2º rodada sair o número 2: Pg = Pi-3-P22 = 55 = go 


Como ocorre a situação (i) ou a situação (ii), e as situações são mutuamente exclusivas, então: 
Psoma 5 = pa + pB = 1/9 + 1/9 = 2/9. 


8) (UFRJ-2005) Um novo exame para detectar certa doença foi testado em trezentas pessoas, sendo 
duzentas sadias e cem portadoras da tal doença. Após o teste verificou-se que, dos laudos referentes a 
pessoas sadias, cento e setenta resultaram negativos e, dos laudos referentes a pessoas portadoras da 
doença, noventa resultaram positivos. 

a) Sorteando ao acaso um desses trezentos laudos, calcule a probabilidade de que ele seja positivo. 

b) Sorteado um dos trezentos laudos, verificou-se que ele era positivo. 

Determine a probabilidade de que a pessoa correspondente ao laudo sorteado tenha realmente a doença. 
Solução: 

Pelos dados do enunciado, das 200 pessoas sadias, 170 deram resultado negativo e 30 deram positivo, 
enquanto que das 100 pessoas infectadas, 10 deram resultado negativo e 90 deram positivo. Deste modo, 
no teste 180 pessoas deram resultado negativo e 120 deram positivo. 

Considere os eventos: A = conjunto dos laudos positivos; B = conjunto das pessoas que realmente 
possuem a doença. 


n(A) 120 2_ 
Oa (O) 300 5 Co 
hrean Po O das 


n(A) 120 4 


9) (UNB-2001) Se duas bolas são retiradas ao acaso, sem reposição, de uma caixa contendo somente 
bolas pretas e vermelhas, a probabilidade de que sejam ambas vermelhas é 1/3. Recolocando essas bolas 
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na caixa, se três bolas são retiradas ao acaso, também sem reposição, a probabilidade de que todas sejam 
vermelhas é 1/6. Nessas condições, calcule a quantidade de bolas que há nessa caixa. 

Solução: 
Suponha que a quantidade de bolas na caixa seja igual a n e destas x sejam vermelhas. Assim, a 


probabilidade da primeira bola extraída ser vermelha é igual a Žž ea probabilidade da segunda bola 
n 


-1 . -1 1 
XT Como os eventos são independentes então ps (1). 
n-1 nn-l 3 
Analogamente, a probabilidade de que nas três primeiras extrações saiam três bolas vermelhas é igual a 
xx x-2 1 
nn-In-2 6 
x-2 1 
=— > 2x-4=n-2 > n=2x-2. 
n-2 2 


extraída ser vermelha é igual a 


(2). Dividindo as duas expressões obtemos: 


xX x-1 1 
2x-2 2x-3 3 
(x-ID(x-6)=0 => x=1 (não convém) ou x = 6. 
Desde quex=6 > n=2.6-2=10. 


Substituindo em (1): > 3x -3x=4x-10x+6 > x)-7x+6=0 > 


10) (UNB/PAS-98) As figuras ao lado representam a planificação de quatro dados que possuem 
impressos em suas faces os números mostrados nos quadradinhos. Após o lançamento de qualquer um 
desses dados, a probabilidade de uma das faces ficar voltada para cima é a mesma para todas as faces do 
mesmo dado. Em um jogo envolvendo esses dados, que consiste de um lançamento simultâneo de todos 
eles, a pontuação de uma jogada é a soma dos números mostrados nas faces dos dados voltadas para 
cima, quando esses param de se movimentar. Entre todas as pontuações possíveis de uma jogada, 
escolha uma pontuação cuja probabilidade de ocorrência seja a maior possível. Calcule a probabilidade 
de ocorrência dessa pontuação. 


dado À dado B dado C dado D 
Solução: 


Uma vez que no dado A a maior probabilidade é de sair 4, no dado B é de sair 3, no dado C é de sair 2 e 
no dado D é de sair 1 ou 5, as somas com mais probabilidades de ocorrência são 4 +3 +2+1=100u4 
+3+2+5= 14. O valor de cada uma destas probabilidades vale: 

z B a 
Psoma100u14 P a-4-PB-3-Pc-2 -P D-1ou5 6666 9: 


11) (Fuvest-98) Num torneio de tênis, no qual todas as partidas são eliminatórias, estão inscritos 8 
Jogadores. Para definir a primeira rodada do torneio realiza-se um sorteio casual que divide os 8 
Jogadores em 4 grupos de 2 jogadores cada um. 

a) De quantas maneiras diferentes pode ser constituída a tabela de jogos da primeira rodada? 

b) No torneio estão inscritos quatro amigos A, B, C e D. Nenhum deles gostaria de enfrentar um dos 
outros logo na primeira rodada do torneio. Qual é a probabilidade de que esse desejo seja satisfeito? 

c) Sabendo que pelo menos um dos jogos da primeira rodada envolve 2 dos 4 amigos, qual é a 
probabilidade condicional de que A e B se enfrentem na primeira rodada? 

Solução: 
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a) Para a escolha do 1º par existem Cs, 2 possibilidades, para a escolha do 2º par existem Cs, 2 
possibilidades, para a escolha do 3º par existem C4, 2 possibilidades e para a escolha do 4º par existem 
C2, 2 possibilidades. Desta forma, o número de sequências de jogos é igual a Cs, 2.06, 2-C4, 2.05, 2. 
Entretanto, a segiiência dos 4 jogos não interessa, implicando que o número de maneiras de construir a 
Cg, 2-C6,2:C4,2-C2,2 


4! 
b) O oponente de A pode ser escolhido de 4 maneiras, o oponente de B pode ser escolhido de 3 
maneiras, o oponente de C pode ser escolhido de 2 maneiras e o oponente de D pode ser escolhido de 1 
4321 8 
105 35. 
c) Sejam X = distribuição dos 4 jogos da 1º rodada de modo que A e B se enfrentem; distribuição dos 4 
jogos da 1º rodada de modo que pelo menos um par de amigos se enfrentem. Deste modo: 
(Cos CuriC a GD 


1º rodada é =105. 


maneira. Assim, p = 


Ped ue aa 105 _5 | 
p(Y) [8 27 
35 


12) (ITA-2004) Uma caixa branca contém 5 bolas verdes e 3 azuis, e uma caixa contém 3 bolas verdes 
e 2 azuis. Pretende-se retirar uma bola de uma das caixas. Para tanto, 2 dados são atirados. Se a soma 
resultante dos dois dados for menor que 4, retira-se uma bola da caixa branca. Nos demais caso, retira-se 
uma bola da caixa preta. Qual é a probabilidade de se retirar uma bola verde? 

Solução: 

Seja pı a probabilidade de sair a bola verde na urna 1 e p2 a probabilidade de sair a bola verde na urna 2. 
Seja x o valor que aparece no 1° dado e y o valor que aparece no 2° dado. 

Como existem 6 valores para x e 6 valores para y, existem 36 maneiras de escrevermos a soma X + y, 
levando em consideração a ordem dos termos (3 + 4 é diferente de 4 + 3). 

Para x + y < 4 temos as seguintes possibilidades: 1+1, 1+2 e 2+1, ou seja, 3 casos. 


fia 1 ; 
Portanto, a probabilidade da soma dos números nos dados ser menor que 4 é igual a Ż = T e sair soma 


maior que ou igual a 4 probabilidade de 1-— 5 = > 
: Le 113 11 
Desta forma: P1 = P soma < 4 -P verde urna 1 -i28 96 e P2 = Psoma>4-P verde uma 2 “125 20: 
Como a bola verde sai da urna 1 ou da urna 2: =p +p) = 2 + EE 2 a 
* Pverde = P1 + P2 96 20 480 


13) (ITA-2005) São dados dois cartões, sendo que um deles tem ambos os lados na cor vermelha, 
enquanto o outro tem um lado na cor vermelha e o outro lado na cor azul. Um dos cartões é escolhido ao 
acaso e colocado sobre uma mesa. Se a cor exposta é vermelha, calcule a probabilidade de o cartão 
escolhido ter a outra cor também vermelha. 

1º Solução: 

Numeremos as faces, colocando os números 1 e 2 no cartão todo vermelho (um número em cada face) e 
os números 3 e 4 no cartão que possui uma face vermelha (número 3) e outra face azul (número 4). 
Analisemos todas as possibilidades de um cartão ficar com a face vermelha exposta: 

I) Face exposta: 1; Face oposta: 2 

II) Face exposta: 2; Face oposta: 1 

HI) Face exposta: 3; Face oposta: 4 

Deste modo, das 3 possibilidade de face exposta vermelha, em duas delas a face oposta é vermelha, ou 


seja To 
9 eai 
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2º Solução: 
evento A = a face oposta é vermelha; evento B = a face exposta é vermelha 


| N 


14) (OBM-2001) Uma rifa foi organizada entre os 30 alunos da turma do Pedro. Para tal, 30 bolinhas 
numeradas de 1 a 30 foram colocadas em uma urna. Uma delas foi, então, retirada da urna. No entanto, a 
bola caiu no chão e se perdeu e uma segunda bola teve que ser sorteada entre as 29 restantes. Qual a 
probabilidade de que o número de Pedro tenha sido o sorteado desta segunda vez? 

a) 1/29 b)1/30 c)1/31 d)1/60 e)2/⁄31 

Solução: 

Para que Pedro seja sorteado na segunda vez o número de Pedro não ter sido o primeiro sorteado 
(sobram 29 possibilidades para o 1° sorteio) e deve então ser sorteado na segunda extração (1 


possibilidade). Assim, como os sorteios são independentes: p = ER = E 


30 29 30. 


15) (OBM-2003) Beatriz, Isabele e Nicole estão disputando um jogo fazendo lançamentos sucessivos 
com uma moeda. Beatriz ganha se, em dois lançamentos consecutivos, o primeiro resultar cara e o 
segundo coroa. Isabele ganha se forem obtidas duas coroas em dois lançamentos consecutivos, e Nicole 
ganha se forem obtidas duas caras em dois lançamentos consecutivos. Elas fazem os lançamentos até 
que uma das jogadoras seja vencedora. Qual(is) jogadora(s) possuem menos chances de ganhar o jogo? 
a) Beatriz b)Isabele c)Nicole d) Beatriz e Nicole e) As três têm a mesma chance. 
Solução: 
Observe os diagramas abaixo, onde K = cara e C = coroa: 

C: Beatriz ganha E 11 1 


T2 A 
K 
11_1 
K: Nicole ganha P= 22 4 
C: Isabele ganha: e 
MA 
C C: Beatriz ganha 111 1 
ea 
K: 
111 1 


K: Nicole ganha P= no o E 8 


Portanto, as probabilidades de cada uma ganhar são: 
Eae spin avi 
P Beatriz 4 8 8 » P Nicole 4 8 8 P 'sabele 4 $ 


Conseqüentemente, Isabele é a que tem menos chance de ganhar. 


16) (Canadá Open Challenge-97) Dois cubos possuem suas faces pintadas de vermelho ou azul. O 
primeiro cubo possui cinco faces vermelhas e uma face azul. Quando os dois cubos são jogados 
simultaneamente, a probabilidade de que a cor da face superior mostrada seja a mesma é 1/2. Quantas 
faces vermelhas existem no segundo cubo? 

Solução: 
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Seja x a quantidade de faces vermelhas no segundo cubo. Como os lançamentos são independentes, a 


probabilidade de as duas faces superiores sejam vermelhas é p, = E = x Analogamente, a 
probabilidade de que as duas faces superiores sejam azuis é: P,y = L. fil 7 z -t i 
Portanto: DE OA = l => 6+4x=18 > x=3. 

36 36 2 


17) (Olimpiada da Bélgica-2001) Uma primeira urna possui 2 bolas pretas e 2 verdes. Uma segunda urna 
possui 4 bolas verdes e 6 vermelhas. Uma bola é aleatoriamente escolhida da segunda urna é colocada na 
primeira. Então, uma bola é aleatoriamente escolhida da primeira urna e colocada na segunda. Qual a 
probabilidade que as urnas mantenham a composição original das bolas? 

a) 50% b)36% c)24% d)18% e)12% 

Solução: 

Inicialmente podemos reparar que as escolhas das bolas são independentes. Separemos em casos: 

i) a bola escolhida da 2º urna é vermelha: para que a composição inicial se mantenha devemos escolher 


esta mesma bola vermelha na 1º urna: p, = dao ; 
105 25 
ii) a bola escolhida da 2º urna é verde: para manter a composição inicial devemos escolher uma bola 
43 6 
verde da 1° urna: p), =—.—=—. 
105 25 
Deste modo: + 3 —+— Uara 0,36 = 36% 
= = 0,50 = 0. 
PERRERA o Os 


18) (AIME-2001) Em um torneio o clube X joga contra cada um dos outros seis times uma única vez. 
Para cada joga existe uma igual probabilidade de vencer, perder ou empatar. Determine a probabilidade 
que X termine o torneio com mais vitórias que derrotas. 
Solução: 
Perceba que para cada possibilidade do clube X de acabar o torneio com mais vitórias que derrotas 
existe uma outra possibilidade, obtida trocando o número de vitórias com o número derrotas, em que o 
time acaba com mais derrotas que vitórias. Por exemplo, a partir da campanha 3 vitórias, 2 empates e 1 
derrota temos exatamente uma outra campanha (1 vitória, 2 empates e 3 derrotas) em que o clube X teve 
mais derrotas que vitórias. Consequentemente podemos concluir que a probabilidade do clube X acabar 
o torneio com mais vitórias que derrotas é igual à probabilidade de acabar com mais derrotas que 
vitórias. Como além destas duas possibilidades temos acabar o torneio com um igual número de vitórias 
e derrotas, então: Pvitórias>derrotas + Pyitórias=derrotas T Pvitórias<derrotas = l > 2 Pyitórias>dèrrotäs + Pyitórias=derrotas = l. 
Como em cada um dos seis jogos existem 3 resultados possíveis, então n(Q) = 3º = 729. 
Vamos agora calcular o valor de Pvitórias=derrotas. Separemos a análise em casos: 

i) campanha: 3 vitórias (V) e 3 derrotas (D) = o número de campanhas é igual ao número de 

6! 

permutações das letras VVVDDD: nı = a = 20 

ii) campanha: 2 vitórias (V), 2 derrotas (D) e 2 empates (E) => o número de campanhas é igual ao 

6! 

número de permutações das letras VVDDEE: n = EE = 90 
iii) campanha: 1 vitória (V), 1 derrota (D) e 4 empates (E) = o número de campanhas é igual ao 

; a 6! 
número de permutações das letras VDEEEE: n; = 4 =30 


iv) campanha: 6 empates (E) => o número de campanhas é igual ao número de permutações das letras 
EEEEEE: ng = 1. 
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20+90+30+1 E 47 


729 243 ` 


Assim: P vitórias=derrotas 7 


47 98 


Portanto: 2 -Pvitórias>derrotas + Pvitórias=derrotas = l > 2 -P vitórias>derrotas 243 =1 > P vitórias>derrotas = 243 
19) (Problema de Monty Hall) Em um programa de auditório, o apresentador convida um participante 
escolhido da platéia a escolher uma de três portas inicialmente fechadas. Segundo o apresentador atrás 
de uma das portas há um prêmio, enquanto que nas outras duas não há nada. Depois que o participante 
escolher uma das portas o apresentador então abre uma das portas mostrando que atrás desta porta não 
há prêmio. Sobram duas portas: uma com o prêmio e a outra não. O apresentador pergunta para o 
participante se ele prefere ficar na porta que está ou mudar de porta. Determine qual decisão (ficar na 
mesma porta ou mudar de porta) fará com que o participante tenha maior probabilidade de ganhar. 
Solução: 

Este problema, um dos mais controvertidos de toda a matemática, leva o nome de Monty Hall, 
apresentador do programa de Let's Make a Deal, exibido nos Estados Unidos, que foi o criador deste 
jogo televisivo, posteriormente copiado em vários países, inclusive no Brasil. A idéia inicial de qualquer 
pessoa que lê rapidamente as regras do jogo é que, como sobram duas portas e em uma delas está o 
prêmio, a probabilidade de ganhar ficando na mesma porta ou mudando é de 50%. Entretanto isto não é 
verdade. Vamos expor duas análises distintas que mostrarão que a probabilidade de ganhar mudando de 
porta é o dobro da probabilidade de ganhar ficando na mesma porta. 

1º Análise: 

Suponhamos que as portas sejam identificadas pelas letras A, B e C e que o prêmio está atrás da porta A. 
Observe a simulação: 


1° caso: 
porta A | porta B | porta C | porta aberta pelo resultado 
(prêmio) apresentador 
participante BouC ganha se ficar na mesma porta 
2º caso: 
porta A porta B | porta C | porta aberta pelo resultado 
(prêmio) apresentador 
participante C ganha se mudar de porta 
3° caso: 
porta A | portaB | portaC | porta aberta pelo resultado 
(prêmio) apresentador 
participante B ganha se mudar de porta 


Desta forma, em dois dos três casos possíveis o participante ganha se mudar de porta. Assim, a 
probabilidade de ganhar o prêmio mudando de porta é igual a 2/3, enquanto que a de ganhar ficando na 
mesma porta é igual a 1/3. 

2° Análise: 

No início do jogo, cada porta possui a probabilidade de 1/3 de possuir o prêmio. Suponhamos que o 
participante escolha a porta A. Portanto, mantendo-se nesta porta o participante possui 1/3 de 
probabilidade de ganhar o prêmio. Antes do apresentador abrir uma das portas a probabilidade do 
prêmio estar atrás da porta B ou da porta C é igual a 2/3. Suponhamos que o apresentador abre a porta B 
e descobre que está vazia. A probabilidade de o carro estar atrás da porta B ou da porta C ainda é de 2/3, 
mas sabemos que a probabilidade de o carro estar atrás da porta B é igual 0, já que temos certeza de que 
ele não está lá. Portanto, a probabilidade de o carro estar atrás da porta C é agora igual a 2/3. A soma das 
probabilidades ainda é igual a 1: 1/3 para A, O para B, 2/3 para C. 
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6.9. TEOREMA DA PROBABILIDADE BINOMIAL 
Considere que os eventos não vazios A e B formam uma partição de um espaço amostral O, ou 
seja, AU B=Q e An B=. Assim, podemos assumir que p(A) = p e p(B) = 1 — p. Suponha que um 
experimento aleatório é realizado um certo número n de vezes, sob as mesmas condições, e pode-se 
considerar que os experimentos são independentes, ou seja, os resultados dos experimentos já realizados 
não influenciam nos resultados subsegiientes. Como estamos considerando somente dois eventos em Q, 
A e B, então a segiência dos resultados dos n experimentos pode ser representada por uma segiiência de 
n letras, cada uma podendo ser A ou B. Assim, o número de maneiras do evento A ocorrer exatamente k 
vezes nos n experimentos é igual ao número de permutações de AAA... AABBB...BB. Como se trata de 


k vezes n-k vezes 


n! 
kn)! 
probabilidade p de ocorre e o evento B possui probabilidade igual a 1 — p de ocorrer, então a 


Jox ; E n . 
permutação com repetição este número é igual a a) Como o evento A possui 


aal - n 
probabilidade de ocorrência de cada uma destas seqüências é igual a p“(1 — p)" 7". Como existem q 
sequências, então a probabilidade de que o evento A ocorra exatamente k vezes quando o experimento é 


po: o ik n-k 
realizado n vezes é igual a (h (1-—p) 


Por exemplo, suponhamos que um dado é jogado oito vezes e estamos interessados em calcular a 


ais , 1 y 
probabilidade que o número 2 apareça exatamente duas vezes. Uma vez que p, = g então podemos 


8 2/06 
calcular a probabilidade pedida por No [e = 0,2605. 


Exemplos: 


1) (FGV-2001) Em uma eleição para a prefeitura de uma cidade, 30% dos eleitores são favoráveis a um 
certo candidato A. Se uma pesquisa eleitoral for feita sorteando-se 10 pessoas (sorteio com reposição) 
entre os eleitores, qual a probabilidade de que, nessa amostra: 

a) todos sejam favoráveis ao candidato A; 

b) haja exatamente 3 eleitores favoráveis ao candidato A. 

Solução: 

a) Pelo Teorema da Probabilidade Binomial, a probabilidade que exatamente 10 dentre as 10 pessoas 


INV 
sejam favoráveis é — | |— | = 0,0000059 
I0AIO 10 


gi a 10% 3 Y( 7 
b) A probabilidade pedida é igual a 2110). L10 = (0,267 


2) (UERJ-2005) Uma pesquisa realizada em um hospital indicou que a probabilidade de um paciente 
morrer no prazo de um mês, após determinada operação de câncer, é igual a 20%. 

Se três pacientes são submetidos a essa operação, calcule a probabilidade de, nesse prazo: 

a) todos sobreviverem; 

b) apenas dois sobreviverem. 

Solução: 
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a) Se a probabilidade de uma pessoa morrer é de 20%, então a probabilidade de sobreviver é de 80%. 


3 
Assim, a probabilidade de exatamente três sobreviverem é Elos; (0,2)º =0,512. 


3 
b) A probabilidade de exatamente dois sobreviverem é Dos; (0,2)! = 0,384. 


3) (Mackenzie-2004) Um candidato faz uma prova de múltipla escolha com 10 questões, cada uma com 

5 alternativas. Ele resolve e assinala a alternativa correta de 4 questões, escolhendo, arbitrariamente, 

uma alternativa para cada uma das outras 6 questões. A probabilidade de ele acertar exatamente 8 

questões na prova é: 

a) 36/5f b)34/5° 425º d)48/5f e) 45/6 

Solução: 

A probabilidade de acertar oito questões na prova é igual a probabilidade de acertar exatamente 4 das 6 

questões que ele “chutou”. Como a probabilidade de acertar uma questão no “chute” é igual a 1/5, então 
1)/4 48 


6 47 N2 
a probabilidade de acertar exatamente 4 das 6 questão no “chute” vale Es) ($) E 


4) (UNB-2002) Para ganhar na loteria LOTOGOL, da Caixa Econômica Federal (CAIXA), ilustrada na 
cartela ao lado, o apostador deve acertar o número de gols marcados por cada um dos dois times 
participantes em 5 jogos de futebol. Mais precisamente, o apostador deve acertar se cada time marcará 0, 
1,2, 3 ou mais de 3 gols. Para cada jogo, o apostador pode marcar 5? resultados diferentes. 
Consegiientemente, o número de possíveis apostas diferentes existentes na LOTOGOL é 25º (= 
9.765.625). Supondo que os 9.765.625 resultados diferentes sejam igualmente prováveis, julgue os itens 
seguintes, considerando um apostador que preencha uma única cartela de aposta. 

(1) A probabilidade de o apostador acertar os resultados dos 5 jogos é igual a 1/5!º. 

(2) É mais provável o apostador obter 20 caras ao lançar ao acaso 20 vezes uma moeda não-viciada, do 
que acertar os resultados dos 5 jogos. 

(3) A probabilidade de o apostador acertar os resultados de somente 4 jogos é igual a 120 vezes a 
probabilidade de ele acertar os resultados dos 5 jogos. 

(4) A probabilidade de o apostador acertar os resultados de apenas 3 jogos é igual a 5.760 vezes a 
probabilidade de ele acertar os resultados dos 5 jogos. 

Solução: 

(1) VERDADEIRO. Podemos observar que a probabilidade de acertar o resultado de um jogo é igual a 


5 5 0 
1/5. Portanto, a probabilidade de acertar os resultados dos cinco jogos é igual a E Z) (2) = 5 ES 


(2) VERDADEIRO. Como a probabilidade de sair cara quando jogamos uma moeda é igual a 1/2, então 
a probabilidade de sair exatamente 20 caras quando jogamos uma moeda 20 vezes é igual a 


20 20,410 
l E = l . Por outro lado: 27 <5 > (250 <5® => 20<510 > ENSEN 
20J/\2 2 920 220 l 510 


(3) VERDADEIRO. A probabilidade de o apostador acertar o resultado de exatamente 4 jogos é igual a 


: Ea f A 24 Observe agora aen 
4125) (25 5º. Sa 5º 5107 


(4) VERDADEIRO. A probabilidade de o apostador acertar o resultado de exatamente 4 jogos é igual a 


a Es a i zH Observe agora que LEA pTO 
325) (25 5 ` SAFA 5º 510 ` 
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5) (Olimpíada da Bélgica-2002) Seja pı a probabilidade de obter um 6 quando um dado é lançado, p2 a 
probabilidade de obter exatamente um 6 quando dois dados são lançados e p; a probabilidade de obter 
exatamente dois 6's quando três dados são lançados. Assinale a alternativa correta. 
a) pı <p <p2 b)ps<pı<p2 c)p<pı<p; d)p2<p3<pı eps<pz<pi 
Solução: 


Claramente p; = — = 0,1666.... Pelo Teorema Binomial das Probabilidades: 


2 1 1 3 2 1 
p, = [e B E ATE [e B = > = 0,069444... 
lo) lo) 18 2h6)l6) 2 


Portanto: p3 < pı < po. 


6) (OBM-2002) Quantos dados devem ser lançados ao mesmo tempo para maximizar a probabilidade de 
se obter exatamente um 2? 

Solução: 

Digamos que sejam lançados ao mesmo tempo n dados. A probabilidade de se obter exatamente um 2 é 


DO(S ns 
iguala p, -| fi) B = ——. Vamos agora resolver a inequação pn 2 pn- 1: 


1A6/ 6 6 
n-l a n-2 
n.5 „a 1.5 = 5n. a] > n<] > n<6. 
6" Gr! 6 6 


Portanto, a inequação pn > pn -1 é válida para todo inteiro n tal que 2 < n < 6. Por outro lado, podemos 


J 
observar que ps = p; = z > Da: 


Assim, sobre a ordem dos valores de pn podemos afirmar que pı < p2 < p3 < p4 < ps = p6 > p7 > ps > po... 
Deste modo, os maiores valores de pn ocorrem para n = 5 ou 6. 


7) (AIME-89) Uma moeda possui probabilidade p de sair cara. Se a moeda é jogada 5 vezes, sabe-se que 
a probabilidade que sair exatamente duas caras e a mesma probabilidade de sair exatamente uma cara. 
Determine a probabilidade que saia exatamente três caras em cinco jogadas da moeda. 

Solução: 

Quando jogamos uma mesma moeda cinco vezes, a probabilidade de sair cara exatamente k vezes (0 < k 


5 
<5) é iguala p, = í Joon JH Pesa)". Pelo enunciado: 


k 


p=p > p -p =| pa-p => 2p=1-p > pes. 
2 1 pal 3 


Portanto, a probabilidade de sair três caras em cinco lançamentos é igual a: 


(5) (5) 5a 
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6.10. PROBABILIDADE COM ESPAÇO AMOSTRAL INFINITO 
Nos casos anteriores, estudamos somente experimentos aleatórios cujos espaços amostrais eram 
finitos. Vamos agora analisar experimentos aleatórios em que os espaços amostrais são formados por 
conjuntos que possuem infinitos elementos. Como exemplo, podemos arremessar uma moeda até que 
ocorra o resultado cara. Sendo A = cara e B = coroa, o espaço amostral é dado por O = ((A), (B, A), (B, 
B, A), (B, B, B, A), (B, B, B, B, A), ...;, onde podemos observar que Q possui infinitos elementos. 
A forma de calcular a probabilidade que um determinado evento A, associado a um espaço 
amostral Q infinito, ocorra consiste em somar as probabilidades dos elementos de A. Quando A também 


o 
for infinito, o valor da sua probabilidade de ocorrência fica da forma p(A) = >p(a;) , onde existem 
a;eA 

infinitos termos no somatório. Entretanto, como O < p(A) < 1, os valores de p(a;) (a, e A) formam uma 
sequência convergente. O desafio nestes casos é descobrir uma maneira de calcular a soma dos termos 
desta sequência convergente. Na maioria dos casos, esta sequência é uma progressão geométrica cuja 
razão está entre 0 e 1, cujo valor da soma dos infinitos termos é conhecida. 

Os exemplos seguintes mostram os principais casos de experimentos aleatórios com espaços 
amostrais infinitos. 


Exemplos: 


1) Um jogo é composto das seguintes regras: 
1) Um dado não-viciado é jogado; 
11) Se sair o número 3 o jogador I ganha e se saírem os números 4, 5 ou 6 o jogador II ganha; 
iii) Se saírem os números 1 ou 2 joga-se novamente o dado, até sair 3, 4, 5 ou 6 e seja declarado o 
vencedor. 
Determine a probabilidade de o jogador II ganhar o jogo. 


Solução: 
E 1 
A probabilidade de o jogador II ganhar jogando o dado exatamente uma vez é: pı = J 
A probabilidade de o jogador II ganhar jogando o dado exatamente duas vezes é: p, = Leol E 
32 6 
A probabilidade de o jogador III ganhar jogando o dado exatamente três vezes é: pa = iss = = ; 
Generalizando, a probabilidade de o jogador II ganhar jogando o dado exatamente k vezes é: 
1 1 1 1/2 3 

= ——., Assim, a probabilidade de o jogador II ganhar o jogo é: P=-+-+— +..=—— =— 

Pk aki i IRR i as > 6 8 Em 4 


2) (FGV-2004) Dois amigos, Alfredo e Bruno, combinam disputar a posse de um objeto num jogo de 
“cara ou coroa”. Alfredo lança 3 moedas e Bruno 2 moedas, simultaneamente. Vence o jogo, e 
consequentemente, fica com o objeto, aquele que conseguir o maior número de caras. Ocorrendo 
empate, a experiência será repetida, tantas vezes quantas forem necessárias, até que haja um vencedor. 
Calcule: 

a) a probabilidade de que Alfredo vença a disputa na primeira experiência. 

b) A probabilidade de que Alfredo vença a disputa. 

Solução: 

a) Considere que p(na, ng) corresponde à probabilidade de Alfredo conseguir na caras e Bruno 
Conseguir ng caras. Vamos construir a distribuição de probabilidades para este experimento aleatório: 


-POO | oa) 3) PAO [Ja (5) |-5 
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e BOOLE] BOT LOG] 
PTO COO H o POT OOO | 
PO JOS) 6) aaO OE) 5 


ea POOG ae OT 6) 


Portanto, a probabilidade de Alfredo ganhar na 1° experiência é igual a: 


3 3 1 6 2 1 16 1 
= 1,0 + 2,0 + 3,0 + 2,1 + 3,1 + 3,2 == + + + + + = = F 
Pa =PO + P(2,0) + P(3,0) PD PD) += an 


b) A probabilidade de em uma experiência ocorrer empate é igual a: 
1 6 3 5 


e= p(0,0) + p(1,1) + p2,2) =— +— +> =>. 
PTPU OR NEOPA Bo CSS e 


Sede 2751 5m 
16.16 162 285" 
NO 


n- 


A probabilidade de Alfredo ganhar na nº experiência é igual a: p..p... Pe Pa = 
n- 


Notemos que a segiiência formada pelos valores das probabilidades de Alfredo ganhar em cada 
experiência é uma progressão geométrica infinita de razão 5/16. 


PER FE 2 É 
a e “e Rê 


Assim, a probabilidade de Alfredo ganhar vale: pa, = 


3) (Olimpíada da Espanha-2003) Por vez, em ordem alfabética, três amigos lançam um dado. Quem 
obter um 6 em primeiro lugar ganha a aposta. Por cada euro que aposte Carlos, que quantidade devem 
apostar Ana e Blas para equilibrar o jogo e fazer com que este seja equitativo, ou seja, para que todos 
esperem ganhar a mesma quantidade de dinheiro no jogo? 

Solução: 

Sabemos que a probabilidade de sair um 6 quando jogamos um dado é igual a 1/6 e a probabilidade de 
sair um número diferente de 6 é igual a 5/6. Assim, as probabilidades de cada um ganhar é igual a: 


1 5551 5555551 1/6 
Pau Ss e a oa o IE CS A 
6 6666 6666666 1-5°/6° 
51 55551 55555551 A dia] 
DT TT TT ET n Ll TÁ 
66 66666 66666666 611-5*/6º 
551 555551 555555551 5? 1/6 
Denis m oir e To Ec a e l FI 
666 666666 666666666 6? (1-5°/6 


36 6 ; ; ; a 
Desta forma, temos que Pam = 25 P Carlos e€ Pelas = 5 P Carios» ou seja, para que o jogo seja equitativo, 


então para cada euro apostado por Carlos, Ana deve apostar 1,44 euros e Blas 1,2 euros. 
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Questões de Vestibulares 


1) Uma caixa contém 20 peças em boas condições 
e 15 em más condições. Uma amostra de 10 peças 
é extraída. Calcular a probabilidade de que ao 
menos uma peça na amostra seja defeituosa. 


2) Cinco dados são jogados simultaneamente e os 
resultados são classificados em: 
Ay: todos diferentes; 

As: dois pares; 


As: um par; 

A4: três iguais; 
As: três iguais e dois iguais; A6: quatro iguais; 
Ay: cinco iguais; Ag: uma sequência. 
Calcular as probabilidades de A; i = 1, 2, ..., 8. 


3) Uma cidade tem 30.000 habitantes de 3 jornais 
A, B e C. Uma pesquisa de opinião revela que: 
1200 lêem A; 8000 lêem B; 7000 lêem A e B; 
6000 lêem C; 4500 lêem A e C; 1000 lêem B 
e C; 500 lêem A, B eC. 

Qual é a probabilidade de que um habitante leia: 

a) pelo menos um jornal; 

b) só um jornal. 


4) Os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, são escritos em 5 
cartões diferentes. Estes cartões são escolhidos 
(sem reposição) aleatoriamente e os algarismos 
que vão aparecendo são escritos da esquerda para 
a direita, formando um número de cinco 
algarismos. 

a) Calcular a probabilidade de que o número 
escrito seja par. 

b) Se a escolha fosse com reposição qual seria a 
probabilidade? 


5) Colocam-se aleatoriamente b bolas em b urnas. 
Calcular a probabilidade de que exatamente uma 
urna seja deixada desocupada. 


6) Dez pessoas são separadas em dois grupos de 5 
pessoas cada um. Qual é a probabilidade de que 
duas pessoas determinadas A e B façam parte do 
mesmo grupo. 


7) Cinco homens e cinco mulheres compram 10 
cadeiras consecutivas na mesma fila de um teatro. 
Supondo que elas se sentarem aleatoriamente nas 
10 cadeiras, calcular: 

a) A probabilidade de que se sentem em cadeiras 
alternadas; 

b) A probabilidade de que as mulheres se sentem 
juntas. 
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8) Um número entre 1 e 200 é escolhido 
aleatoriamente. Calcular a probabilidade de que 
seja divisível por 5 ou por 7. 


9) Em um armário há n pares de sapatos. Retiram- 
se ao acaso p pés de sapatos desse armário. Qual a 
probabilidade de haver entre esses pés exatamente 
k pares de sapatos? 


10) Aos números inteiros entre 1 e n são 
designadas probabilidades proporcionais aos seus 
valores. Calcular P(i) para 1 <i <n. 


11) Três dados são jogados simultaneamente. 
Calcular a probabilidade de obter 12 como soma 
dos resultados dos 3 dados. 


12) Dois dados são jogados simultaneamente. 
Calcular a probabilidade de obter 7 como soma 
dos resultados. 


13) Consideremos uma urna contendo n bolas, das 
quais nı > 1 são brancas e nz > 1 são pretas com n 
= n; + n. Escolhe-se, ao acaso, uma amostra de r 
bolas, com r < n; e r < n2. Qual a probabilidade de 
que exatamente k bolas nessa amostra sejam 
brancas, se0 <k <r. 


14) Uma moeda equilibrada (probabilidade de cara 
= probabilidade de coroa) é jogada n vezes. 
Calcular a probabilidade de obter-se exatamente k 
caras, 0<k<n. 


15) Sejam A e B eventos tais que: 

P(A)= 1/2, P(B) = 1/4 e P(A NB)= 1/5. 
Calcular: 

a) P(AUA); b) P(A); c) P(B’); d) P(AOB’); 
SO P(A'NB); A P(A’ AB’); g) P(A'UB?. 


16) Uma urna contém 4 bolas brancas, 4 bolas 
pretas e 4 bolas vermelhas. Sacam-se 6 bolas dessa 
urna. Determine a probabilidade de serem sacadas 
2 bolas de cada cor: 

a) supondo a extração com reposição; 

b) supondo a extração sem reposição. 


17) No jogo da Sena são sorteadas 6 dezenas 
distintas entre as dezenas 01-02-...-50. O 
apostador escolhe 6 dessas 50 dezenas e é 
premiado se são sorteadas 4 (quadras), 5 (quinta), 
6 (Sena Principal) das dezenas por ele escolhidas 
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ou se as dezenas sorteadas são escolhidas 
aumentadas (Sena Anterior) ou diminuídas (Sena 
Posterior) de uma unidade (50 + 1 = 01,01 - 1 = 
50). Determine a probabilidade de um apostador 
fazer: 

a) uma quadra; 

b) uma quina; 

c) A Sena Principal; 

d) a Sena Anterior ou Posterior. 


18) Um carro estaciona entre n outros em fila e 
não numa ponta. Quando o dono retorna ainda 
estão estacionados m dos n carros. Qual é a 
probabilidade das duas vagas adjacentes ao seu 
carro estarem vazias? 


19) Se n homens, entre os quais João e Pedro, são 
postos ao acaso em uma fila, qual é a 
probabilidade de haver exatamente m pessoas 
entre João e Pedro? 


20) Em uma roda são colocadas, ao acaso, n 
pessoas. Qual é a probabilidade de duas 
determinadas dessas pessoas ficarem juntas? 


21) Escolhe-se ao acaso um número entre 1 e 50. 
Se o número é primo qual é a probabilidade de que 
seja impar? 


22) Uma moeda é jogada 6 vezes. Sabendo-se que 
no primeiro lançamento deu coroa, calcular a 
probabilidade condicional de que o número de 
caras nos seis lançamentos supere o número de 
coroas. 


23) Uma moeda é jogada 4 vezes. Sabendo que no 
primeiro resultado foi cara, calcular a 
probabilidade condicional de obter pelo menos 2 
caras. 


24) Jogue um dado duas vezes. Calcule a 
probabilidade que no primeiro de obter 3 na 
primeira jogada, sabendo que a soma dos 
resultados foi 7. 


25) Duas máquinas A e B produzem 3000 peças 
em um dia. A máquina A produz 1000 peças, das 
quais 3% são defeituosas. A máquina B produz as 
restantes 2000, das quais 1% são defeituosas. Da 
produção total de um dia uma peça é escolhida ao 
acaso e, examinando-a, constata-se que é 
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defeituosa. Qual é a probabilidade de que a peça 
tenha sido produzida pela máquina A? 


26) Três urnas I, II e III contêm respectivamente 1 
bola branca e 2 pretas, 2 brancas e 1 preta e 3 
brancas e 2 pretas. Uma urna é escolhida ao acaso 
e dela é retirada uma bola, que é branca. Qual é a 
probabilidade condicional de que a urna escolhida 
foi a II? 


27) Um estudante resolve um teste com questões 
do tipo verdadeiro-falso. Ela sabe dar a solução 
correta para 40% das questões. Quando ele 
responde uma questão cuja solução conhece, dá a 
resposta correta, e nos outros casos decide na cara 
ou coroa. Se uma questão foi respondida 
corretamente, qual é a probabilidade de que ele 
saiba a resposta? 


28) Se A e B são eventos independentes tais que 
P(A) = 1/3 e P(B) = 1/2. Calcule P(AUB), 
P(AUB? e P(A"NB). 


29) Sejam A e B dois eventos independentes tais 
que P(A) = 1/4 e P(AUB) = 1/3. Calcule P(B). 


30) Uma moeda equilibrada é jogada duas vezes. 
Sejam A e B os eventos: 

A: cara na primeira jogada; 

B: cara na segunda jogada. 

Verifique que A e B são independentes. 


31) Determine a probabilidade de obter: 

a) ao menos um 6 em quatro lançamentos de um 
dado; 

b) ao menos um duplo 6 em 24 lançamentos de um 
dado. 


32) A probabilidade de um homem ser canhoto é 
1/10. Qual é a probabilidade de, em um grupo de 
10 homens, haver pelo menos um canhoto? 


33) Um exame de laboratório tem eficiência de 
95% para detectar uma doença quando essa 
doença existe de fato. Entretanto o teste aponta um 
resultado “falso positivo” para 1% das pessoas 
sadias testadas. Se 0,5% da população tem a 
doença, qual é a probabilidade de que uma pessoa 
ter a doença dado que o seu exame foi positivo? 


34) 2” jogadores de tênis de igual habilidade 
disputam um torneio. Eles são divididos em 
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grupos de 2, ao acaso, e jogadores de um mesmo 
grupo jogam entre si. Os perdedores são 
eliminados e os vencedores são divididos 
novamente em grupos de 2 e assim por diante até 
restar apenas um jogador que é proclamado 
campeão. Qual é a probabilidade de dois jogadores 
A e B se enfrentarem durante o torneio? Qual é a 
probabilidade do jogador A jogar exatamente k 
partidas? 


35) Dois adversários A e B disputam uma série de 
10 partidas. A probabilidade de A ganhar uma 
partida é 0,6 e não há empates. Qual é a 
probabilidade de A ganhar a série? 


36) Lança-se repetidamente um par de dados não 
tendenciosos. Qual é a probabilidade de obtermos 
duas somas iguais a 7 antes de obtermos três 
somas iguais a 3? 


Questões de Vestibular 


37) (UFRN-98) Uma caixa contém 20 bolas 
brancas e 15 bolas vermelhas. Retira-se uma 
amostra de 10 bolas. A probabilidade de que todas 
as bolas retiradas sejam vermelhas é: 
a) 15 b) C2010 o) 20 

C3510 


C1510 


C3510 C3510 C3510 

38) (UFRN-2001) Para acessar o sistema de 
computadores da empresa, cada funcionário digita 
sua senha pessoal, formada por 4 letras distintas 
do nosso alfabeto (que possui 23 letras), numa 
ordem preestabelecida. Certa vez, um funcionário 
esqueceu a respectiva senha, lembrando apenas 
que ela começava com X e terminava com F. A 
probabilidade de ele ter acertado a senha ao acaso, 
numa única tentativa, é: 

A) 1/326 B)1/529 C)1/253 D) 1/420 


39) (UFRN-2002) “Blocos Lógicos” é uma 
coleção de peças utilizada no ensino de 
Matemática. São 48 peças construídas 


combinando-se 3 cores (azul, vermelha e amarela), 
4 formas (triangular, quadrada, retangular e 
circular), 2 tamanhos (grande e pequeno) e 2 
espessuras (grossa e fina). Cada peça tem apenas 
uma cor, uma forma, um tamanho e uma 
espessura. Se uma criança pegar uma peça, 
aleatoriamente, a probabilidade dessa peça ser 
amarela e grande é 

A) 1/12 B)1⁄6 C)1⁄3 D)1⁄2 
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40) (UFPB-2000) Um grupo de 70 pessoas é 
disposto, ao acaso, em uma fila. Dentre essas 
pessoas, encontram-se Bosco e Maria. Qual a 
probabilidade de que haja exatamente 5 pessoas 
entre Bosco e Maria? 


41) (UFC-99) Considerando o espaço amostral 
constituído pelos números de 3 algarismos 
distintos, formados pelos algarismos 2, 3, 4 e 5, 
assinale a opção em que consta a probabilidade de 
que ao escolhermos um destes números, 
aleatoriamente, este seja múltiplo de 3. 

a) 1⁄3 b)1⁄4 c)1⁄2 d)23 3/4 


42) (UFC-2000) Oito pessoas, sendo 5 homens e 3 
mulheres, serão organizados em uma fila. A 
probabilidade das pessoas do mesmo sexo ficarem 
juntas é: 
a) 1/28 b)1/⁄18 c)3/⁄28 d)5/18 e) 1/38 
43) (UFG-2000) Dispondo-se de 4 cores distintas, 
deseja-se pintar uma bandeira composta de 4 
listras, de forma que listras vizinhas tenham cores 
diferentes. 

a) De quantas maneiras distintas a bandeira pode 
ser pintada? Justifique. 

b) Escolhendo-se aleatoriamente uma das formas 
possíveis de pintar a bandeira, qual é a 
probabilidade de que a forma escolhida seja uma 


que contenha as 4 cores? 


44) (UFV-2000) Numa Olimpíada de Matemática 
estão participando todos os estados da região 
Sudeste, cada um representado por uma única 
equipe. No final, serão premiadas apenas as 
equipes classificadas em 1° ou 2° lugar. Supondo 
que as equipes estejam igualmente preparadas, a 
PROBABILIDADE de Minas Gerais ser premiada 
é: 

a)0,7 b)0,6 c)1 d)0,5 0,3 


45) (UFU-99) Das 40 pessoas participantes de um 
bingo beneficente, verificou-se que 40% eram 
estreantes nesse jogo e que 40% eram do sexo 
masculino. Se 50% das mulheres presentes já 
haviam participado de bingos beneficentes, qual é 
a probabilidade de que o ganhador do bingo seja 
um homem estreante? 

a)2/10 b)4/10 c)3/10 d) 1/10 
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46) (UFU-2000) Escolhido ao acaso um dos 
divisores positivos de 100, a probabilidade de ele 
NÃO ser o quadrado de um número natural é igual 
a: 

a)5/9 b)4/9 c0)23 d) 1/3 


47) (PUC/MG-2000) Em uma urna há 10 fichas 
idênticas, numeradas de 1 a 10. Retiram-se 2 
fichas ao acaso (sem reposição). A probabilidade 
de que a soma dos dois números seja igual a 10 é: 
a) 1/100 b)9/100 c)3/65 d)1/50 e)4/45 


48) (UFRRJ-2001) Em uma prova de recuperação, 
um professor formulou 5 questões e pediu para 
que cada aluno escolhesse duas. A probabilidade 
das questões escolhidas serem consecutivas é: 

a) 20%. b)30%. c)40%. d)50%. e) 60%. 


49) (UFRRJ-2001) Uma uma contém 8 bolas 
numeradas de 1 a 8. Retirando-se 4 bolas, sem 
reposição, qual a probabilidade de que as bolas 
retiradas sejam 1, 2, 3 e 4, nesta ordem? 


50) (UFF-2001) Avaliou-se um grupo de alunos da 
UFF, classificando-se, cada um deles, em doente 
ou saudável. Em relação a esse grupo, garante-se 
que dentre os alunos saudáveis em um dia, 90% 
ainda estarão saudáveis no dia seguinte e dentre os 
doentes, 60% ainda estarão doentes no dia 
seguinte. Considere a observação desse grupo de 
alunos em três dias consecutivos. Sabe-se que no 
primeiro dia 20% dos alunos estejam doentes. 

a) Determine a porcentagem de alunos que ainda 
estarão doentes no segundo dia. 

b) Escolhido um aluno ao acaso, no terceiro dia, 
determine a probabilidade de ele estar saudável. 


51) (UFF-2001) Os cavalos X, Y e Z disputam 
uma prova ao final da qual não poderá ocorrer 
empate. Sabe-se que a probabilidade de X vencer é 
igual ao dobro da probabilidade de Y vencer. Da 
mesma forma, a probabilidade de Y vencer é igual 
ao dobro da probabilidade de Z vencer. 

Calcule a probabilidade de: 
a) X vencer; b) Y vencer; c)Z vencer. 

52) (UERJ-2001) Uma prova é composta por 6 
questões com 4 alternativas de resposta cada uma, 
das quais apenas uma delas é correta. Cada 
resposta correta corresponde a 3 pontos ganhos; 
cada erro ou questão não respondida, a 1 ponto 
perdido. Calcule a probabilidade de um aluno que 


Capítulo 6. Probabilidade 
tenha respondido aleatoriamente a todas as 
questões obter um total de pontos exatamente 
igual a 10. 


53) (UERJ-2002) Cinco casais formados, cada um, 
por marido e mulher, são aleatoriamente dispostos 
em grupos de duas pessoas cada um. Calcule a 
probabilidade de que todos os grupos sejam 
formados por: 

(A) um marido e sua mulher; 

(B) pessoas de sexos diferentes. 


54) (UFRJ-97) Um estudante caminha diariamente 
de casa para o colégio, onde não é permitido 
ingressar após as 7h 30min. No trajeto ele é 
obrigado a cruzar três ruas. Em cada rua, a 
travessia de pedestres é controlada por sinais de 
trânsito não sincronizados. A probabilidade de 
cada sinal estar aberto para o pedestre é igual a 2/3 
e a probabilidade de estar fechado é igual a 1/3. 
Cada sinal aberto não atrasa o estudante, porém 
cada sinal fechado o retém por 1 minuto. O 
estudante caminha sempre com a mesma 
velocidade. Quando os três sinais estão abertos, o 
estudante gasta exatamente 20 minutos para fazer 
o trajeto. Em um certo dia, o estudante saiu de 
casa às 7h 09min. Determine a probabilidade de o 
estudante, nesse dia, chegar atrasado ao colégio, 
ou seja, chegar após as 7h 30min. 


55) (UFRJ-98) Duzentas bolas pretas e duzentas 
bolas brancas são distribuídas em duas urnas, de 
modo que cada uma delas contenha cem bolas 
pretas e cem brancas. Uma pessoa retira ao acaso 
uma bola de cada urna. Determine a probabilidade 
de que as duas bolas retiradas sejam de cores 
distintas. 


56) (UFRJ-99) Dispomos de quatro urnas, cada 
uma contendo dez bolas numeradas de O a 9. 
Sorteando ao acaso uma bola de cada urna, 
formamos um número entre O e 9.999. Lembrando 
que zero é múltiplo de qualquer número inteiro, 
determine a probabilidade de o número sorteado 
ser múltiplo de 8. 


57) (UFRJ-2000) Fernando e Cláudio foram 
pescar num lago onde só existem trutas e carpas. 
Fernando pescou, no total, o triplo da quantidade 
pescada por Cláudio. Fernando pescou duas vezes 
mais trutas do que carpas, enquanto Cláudio 
pescou quantidades iguais de carpas e trutas. Os 
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peixes foram todos jogados num balaio e uma 
truta foi escolhida ao acaso desse balaio. 
Determine a probabilidade de que esta truta tenha 
sido pescada por Fernando. 


58) (UFRJ-2002) O setor de controle de qualidade 
de uma pequena confecção fez um levantamento 
das peças produzidas, classificando-as como 
aproveitáveis ou não  aproveitáveis. As 
porcentagens de peças aproveitáveis estão na 
tabela abaixo. Um segundo levantamento verificou 
que 75% das camisetas aproveitáveis, 90% das 
bermudas aproveitáveis e 85% das calças 
aproveitáveis são de 1º qualidade. 


Escolhendo-se aleatoriamente uma calça e uma 
camiseta dessa confecção, calcule a probabilidade 
p de que as condições a seguir sejam ambas 
satisfeitas: a camiseta ser de 1º qualidade e a calça 
não ser aproveitável. 


59) (UFRJ-2002) Duas urnas contêm, cada uma, 
100 bolinhas numeradas de 1 a 100. Retira-se ao 
acaso uma bolinha de cada urna. Sabendo-se que 
todas as bolinhas têm a mesma probabilidade de 
serem retiradas, qual a probabilidade p de que a 
soma dos números obtidos seja par? 


60) (PUC/SP-2000) Considere uma 
numerosa tal que: 

* cada filho do sexo masculino tem um número de 
irmãs igual ao dobro do número de irmãos; 

* cada filho do sexo feminino tem um número de 
irmãs igual ao de irmãos acrescido de 2 unidades. 
Ao escolher-se ao acaso 2 filhos dessa família, a 
probabilidade de eles serem de sexos opostos é 
a)4/13 b)20/39 c¢)7/12 d)11⁄13 11/12 


família 


61) (UFSCar-2001) Gustavo e sua irmã Caroline 
viajaram de férias para cidades distintas. Os pais 
recomendam que ambos telefonem quando 
chegarem ao destino. A experiência em férias 
anteriores mostra que nem sempre Gustavo e 
Caroline cumprem esse desejo dos pais. A 
probabilidade de Gustavo telefonar é 0,6 e a 
probabilidade de Caroline telefonar é 0,8. A 
probabilidade de pelo menos um dos filhos 
contactar os pais é: 
a)0,20 b)0,48 


c)0,64 d)0,86 e) 0,92 


Capítulo 6. Probabilidade 


62) (Mack-99) Uma caixa contém 2 bolas brancas, 
3 vermelhas e 4 pretas. Retiradas, 
simultaneamente, três bolas, a probabilidade de 
pelo menos uma ser branca é: 

a) 1/3 b)7/⁄12 c)2/9 27 e)5/12 

63) (Mack-99) As oito letras da expressão “BOA 
PROVA” são escritas, uma em cada etiqueta de 
papel. A probabilidade das letras serem sorteadas, 
sem reposição, uma após a outra, formando essa 
frase é: 
a) 1/8! b)2/⁄8! c)8% d)4/8! e)8/8! 

64) (Mack-2000) Sempre que joga, um jogador de 
tênis tem probabilidade 2/3 de vencer uma partida. 
Jogando 4 partidas, a probabilidade de ele vencer 
exatamente duas delas é: 
a) 4/27 b)8/81 c)2/27 d)6/81 e)8/27 

65) (Mack-2001) A probabilidade de um casal ter 
um filho do sexo masculino é 1/4. Então, supondo 
que o casal venha a ter três filhos, a probabilidade 
de serem exatamente dois do mesmo sexo é: 


a)3/16 b)1/16 c)3/8 d)/I8 e) 9/16 


66) (Mack-2001) Considere todos os números de 4 
algarismos distintos que podem ser formados 
utilizando-se 1, 2, 3, 4, 5 e 6 .Escolhido ao acaso 
um desses números, a probabilidade de ele conter 
o algarismo 3 e não conter o algarismo 5 é: 

a) 7/15 b)712 815 d)4/15 e)5/12 


67) (Mack-2002) Retirados, ao acaso, três 
números do conjunto (1; 2; 3; ...; 20}, o valor 
mais próximo da probabilidade de pelo menos um 
deles ser divisível por 5 é: 
a)50% b)35% c)40% d)30% e)25% 
68) (Mack-2002) Num conjunto de 8 pessoas, 5 
usam óculos. Escolhidas ao acaso duas pessoas do 
conjunto, a probabilidade de somente uma delas 
usar óculos é: 

a) 15/28 b)15/56 c)8/28 d)5/56 e)3/28 
69) (Mack-2002) Considere a segiência (2, 3, ..., 
37), de números primos maiores que 1 e menores 
que 40. Escolhidos ao acaso dois deles, a 
probabilidade de serem ímpares consecutivos é: 
a)1/12 b)5/66 c)2/33 d)1/33 e)4/33 
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70) (Mack-2002) Dois prêmios iguais são 
sorteados entre 6 pessoas, sendo 4 homens e 2 
mulheres. Supondo que uma mesma pessoa não 
possa ganhar os 2 prêmios, a probabilidade de pelo 
menos um homem ser sorteado é: 
a)5/6 b)78 c)14/15 d)13/14 e)8/9 

71) (Fei-2000) Na inspeção de qualidade de 
produção de um tipo de peça, adota-se o seguinte 
procedimento: de cada lote com 20 peças 
produzidas são separadas aleatoriamente 2 peças; 
depois essas 2 peças são testadas e se pelo menos 
uma delas apresentar algum defeito, o lote é 
rejeitado. Sabendo-se que num determinado lote 
há 6 peças defeituosas e 14 peças perfeitas, qual a 
probabilidade desse lote ser aprovado? 
a)12 b)310 c)3/20 d)6/91 e)91/190 
72) (UMC-2001) A tabela a seguir fornece, por 
sexo e área escolhida, o número de inscritos em 
um Vestibular para ingresso no curso superior: 


| |Biomédicas|Exatas [Humanas | 


Escolhido, ao acaso, um dos inscritos e 
representando por p; a probabilidade do escolhido 
ser do sexo masculino e ter optado por Exatas e p2 
a probabilidade do escolhido ser do sexo feminino 
sabendo que optou por Biomédicas, pode-se 
concluir que 

a)p;/=0,6 e p:= 0,375 

b)p; = 0,6 e p2= 0,15 

c) pı = 0,15 e p2= 0,15 

d)p;=0,15 e p= 0,375 

e) pi = 0,375 e p2= 0,15 


73) (Unifesp-2002) Uma pessoa comprou um 
número (de dois algarismos) de uma rifa, 
constante de números de 00 a 99. O sorteio será 
feito de uma das duas maneiras descritas a seguir. 
A. Em uma urna, são colocadas 100 bolas, 
numeradas de 00 a 99, de onde será retirada uma 
única bola. 

B. Em uma urna, são colocadas 20 bolas, 
numeradas de O a 9, sendo duas com número O, 
duas com número 1, ... , até duas numeradas com 
9. Uma bola é retirada, formando o algarismo das 
dezenas e, depois, sem reposição da primeira bola, 
outra é retirada, formando o algarismo das 
unidades. 

a) Qual é a probabilidade de ganhar no sorteio A? 
b) Qual é a probabilidade de ganhar no sorteio B? 


Capítulo 6._Probabilidade 


74) (ESPM-99) No programa de TV do famoso 
apresentador Vudu, um candidato a um prêmio de 
R$ 50,00 deve sortear uma bola branca de uma 
urna que contém 4 bolas brancas e 6 pretas, iguais. 
Caso ganhe o prêmio, ele pode concorrer a outro 
prêmio de R$ 1 000,00. Basta sortear mais uma 
bola branca da mesma urna que, nesta segunda 
etapa, contém uma bola branca a menos. A 
probabilidade do candidato ganhar os dois prêmios 
é: 

a) 3/25 b)2/15 c)7/15 d)710 e)11/15 


75) (FGV-2000) Uma urna contém 15 bolinhas 
numeradas de 1 a 15. 

a) Se uma bolinha for sorteada, qual a 
probabilidade de que o número observado seja 
divisível por 3? 

b) Se duas bolinhas forem sorteadas 
sucessivamente sem reposição (a ordem dos 
números não é levada em consideração), qual a 
probabilidade de que os números observados 
sejam consecutivos? 


76) (FGV-2002) Uma urna contém 6 bolas 
vermelhas e 4 brancas. Três bolas são 
sucessivamente sorteadas, sem reposição. A 
probabilidade de observar-mos 3 bolas brancas é: 
a) 1/15 b)1/20 c)1/25 d)1/30 e) 1/35 


77) (Unicamp-99) Em uma festa para calouros 
estão presentes 250 calouros e 350 calouras. Para 
dançar, cada calouro escolhe uma caloura ao acaso 
formando um par. Pergunta-se: 

a) Quantos pares podem ser formados? 

b) Qual a probabilidade de que uma determinada 
caloura não esteja dançando no momento em que 
todos os 250 calouros estão dançando? 


78) (Unicamp-2000) Para representar um número 
natural positivo na base 2, escreve-se esse número 
como soma de potências de 2. Por exemplo: 
13=1:22 41.22 40-21 41.2º = 1101. 

a) Escreva o número 2º+13 na base 2. 

b) Quantos números naturais positivos podem ser 
escritos na base 2 usando-se exatamente cinco 
algarismos? 

c) Escolhendo-se ao acaso um número natural n tal 
que 1<n <2% , qual a probabilidade de que sejam 
usados exatamente quarenta e cinco algarismos 
para representar o número n na base 2? 
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79) (Unicamp-2001) O sistema de numeração na 
base 10 utiliza, normalmente, os dígitos de O a 9 
para representar os números naturais, sendo que o 
zero não é aceito como o primeiro algarismo da 
esquerda. Pergunta-se: 

a) Quantos são os números naturais de cinco 
algarismos formados por cinco dígitos diferentes? 
b) Escolhendo-se ao acaso um desses números do 
item a, qual a probabilidade de que seus cinco 
algarismos estejam em ordem crescente? 


80) (Fuvest-2000) Um arquivo de escritório possui 
4 gavetas, chamadas a, b, c, d. Em cada gaveta 
cabem no máximo 5 pastas. Uma secretária 
guardou, ao acaso, 18 pastas nesse arquivo. Qual é 
a probabilidade de haver exatamente 4 pastas na 
gaveta a? 

a)3/10 b) IO c)3/20 d)1/20 e) 1/30 

81) (Fuvest-2002) Dois triângulos congruentes, 
com lados coloridos, são indistinguíveis se podem 
ser sobrepostos de tal modo que as cores dos lados 
coincidentes sejam as mesmas. Dados dois 
triângulos equiláteros congruentes, cada um de 
seus lados é pintado com uma cor escolhida dentre 
duas possíveis, com igual probabilidade. A 
probabilidade de que esses triângulos sejam 
indistinguíveis é de: 

a) 1/2 b)3/⁄4 c)9/16 d)5/16 e) 15/32 

82) (AFA-98/99) A probabilidade de observarmos 
um número na face superior de um dado viciado é 
diretamente proporcional a esse número. Ao 
lançarmos esse dado, a probabilidade de ocorrer 
um número par é 
a)12 b1121 0947 d)13/21 

83) (AFA-99/2000) Uma urna contém 1 bola preta 
e 9 brancas. Uma segunda urna contém x bolas 
pretas e as restantes brancas, num total de 10 
bolas. Em um primeiro experimento, retira-se ao 
acaso uma bola de cada urna. Em um segundo 
experimento, todas as bolas são reunidas em uma 
única urna, e duas são retiradas, ao acaso, uma 
seguida à outra, sem reposição. O menor valor de 
x, tal que a probabilidade de se obterem duas bolas 
pretas seja estritamente maior no segundo 
experimento, é 

a)l b)2 c)3 d)4 


84) (AFA-2000/2001) Seja S o espaço amostral de 
um experimento aleatório e A um evento de S. A 
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probabilidade de ocorrer o evento A é dada por 


—10 E 
P(A) E O número máximo de elementos 


de Aé 
a) 10 b) 11 c) 14 d) 15 


85) (AFA-2001/2002) Na Academia da Força 
Aérea, existem 8 professores de matemática e 6 de 
física. Para participar de um congresso no Rio de 
Janeiro, deverá ser formada uma comissão de 4 
professores. A probabilidade de participarem dessa 
comissão 3 professores de matemática e 1 de física 
é de: 
a)3/1001 b)48/143 c)21/286 d)4/13 

86) (Aman-2005) Um grupo é constituído de 5 
homens e 3 mulheres. Três pessoas são 
selecionadas ao acaso, sem reposição. Qual a 
probabilidade de que ao menos duas sejam 
mulheres? 

a) 1/14 b27 038 d)2/9 47 

87) (FGV-2005) Uma urna contém quatro fichas 
numeradas, sendo: 

e A 1º com o número 5 

e A 2º com o número 10 

e A 3º com o número 15 

e A 4º com o número 20 

Uma ficha é sorteada, tem seu número anotado e é 
recolocada na urna; em seguida outra ficha é 
sorteada e anotado seu número. 

A probabilidade de que a média aritmética dos 
dois números sorteados esteja entre 6 e 14 é: 

a) 5/12 b) 9/16 c) 6/13 

d) 7/14 e) 8/15 


88) (ESPM-2003) Numa urna foram colocados 
900 cartões contendo os números naturais de 100 a 
999. Um cartão é retirado aleatoriamente 

dessa urna. Sabendo-se que no número sorteado a 
soma dos algarismos é 5, a probabilidade de ser o 
número 500 é: 

a) 1/19 b)1⁄18 JIIT7O d)1/16 e1/15 
89) (ESPM-2003) Uma urna contém 5 bolas 
idênticas, numeradas de 1 a 5. Uma bola é retirada 
da urna aleatoriamente e seu número é observado. 
Se for um número ímpar essa bola é deixada fora 
da urna mas, se for par, ela retorna à uma. Em 
ambos os casos uma segunda bola é retirada. A 
probabilidade de que ela apresente um número par 
é: 
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a)32% b)46% c)48% d)52% e) 64% 

90) (IBMEC-2004) Num determinado jogo, três 
apostadores A, B e C lançam uma moeda de R$ 
1,00 e aquele cuja moeda cair com a face diferente 
virada para cima, fica com as três moedas. Caso as 
três moedas fiquem com a mesma face voltada 
para cima, o jogo empata e cada um dos três pega 
sua moeda de volta. 

a) Calcule a probabilidade de um dos jogadores 
ganhar os R$ 3,00, assim como a probabilidade de 
empate, a cada jogada, com moedas equilibradas. 
b) Calcule as mesmas probabilidades do item a 
supondo que as moedas do jogador A estão 
viciadas e sempre caem com a mesma face voltada 
para cima. 

c) Suponha agora que A e B conseguiram moedas 
viciadas de tal forma que as moedas de A sempre 
caem com a face cara voltada para cima, e as 
moedas de B sempre caem com a face coroa 
voltada para cima. Calcule então as mesmas 
probabilidades do item a. 

d) No caso de A e B terem sido enganados pelo 
seu fornecedor de moedas viciadas e tiverem 
ambos recebido moedas que sempre caem com 
face cara voltada para cima, quais seriam os 
valores das probabilidades solicitadas no item a? 


91) ((BMEC-2003) Preocupados em proteger seus 
clientes de fraudes eletrônicas, dois bancos 
adotaram os seguintes procedimentos de entrada 
de senhas em seus terminais eletrônicos de 
atendimento. Banco X: para digitar sua senha de 
seis algarismos, o cliente dispõe de um teclado 
eletrônico gerado aleatoriamente em cada 
utilização de algum cliente, conforme figura 
abaixo. 


Assim, para inserir cada dígito de sua senha, o 
cliente deve tocar sobre o retângulo que contiver o 
respectivo dígito. 

Banco Y: para digitar sua senha de três letras, o 
cliente dispõe de um teclado eletrônico gerado 
aleatoriamente em cada utilização de algum 
cliente, conforme figura abaixo. 
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Assim, para inserir cada letra de sua senha, o 
cliente deve tocar sobre o retângulo que contiver a 
respectiva letra. Um vilão tenta descobrir a senha 
de um cliente de cada um dos bancos X e Y 
observando e anotando os dígitos ou as letras dos 
retângulos sobre os quais o cliente toca. 

a) Buscando fraudar a conta de cada um dos 
clientes via internet, o vilão precisa digitar a senha 
de cada um deles nas respectivas telas de acesso 
virtual às contas de cada um dos bancos. 
Determine a probabilidade do vilão acertar em 
uma única tentativa a senha do cliente do banco X 
e a probabilidade do vilão acertar em uma única 
tentativa a senha do cliente do banco Y. 

b) Suponha que nestes acessos via internet ambos 
os bancos bloqueiem qualquer acesso às contas de 
seus clientes depois de 3 tentativas falhas de 
inserção de senhas, introduzindo como regra de 
desbloqueio que o cliente dirija-se pessoalmente a 
sua agência para escolher uma outra senha. 
Calcule a probabilidade de o vilão fraudar a conta 
do cliente do banco X e a probabilidade de o vilão 
fraudar a conta do cliente do banco Y. Qual destes 
dois “experimentos” é mais provável? 


92) ([BMEC-2001) Marco quer enviar um e-mail a 
Márcia. A probabilidade de que Marco escreva o 
e-mail é de 8/10. A probabilidade de que o 
computador de Marco não o perca é de 9/10. A 
probabilidade de que o servidor o envie é de 9/10. 
Então, a probabilidade de Márcia não receber o e- 
mail é: 

a) 352/1000 
d) 2/9 


b) 72/1000 
e) 9/10 


c) 8/100 


93) (IBMEC-2001) Um determinado sistema de 
segurança funciona com computadores que 
operam independentemente onde cada computador 
tem uma probabilidade p de falhar ( 0 < p< 1). Um 
sistema de segurança é mais eficiente se a maioria 
de seus computadores funciona. Para que valores 
de p um sistema de segurança com 3 
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computadores é mais eficiente que um sistema de 
segurança com 5 computadores? 

a)p> 1⁄2 bp>1/3 c)p> 1⁄4 

d)p> 1/5 e)p>1/6 


94) (IBMEC-2001) Durante o mês de Março no 
campeonato de Fórmula 1 a probabilidade de 
chover em um dia determinado é 4/10. A equipe 
Ferrari ganha uma corrida em um dia com chuva 
com probabilidade igual a 6/10 e em um dia sem 
chuva com probabilidade igual a 4/10. Sabendo-se 
que a Ferrari ganhou uma corrida naquele dia de 
Março, qual a probabilidade de que choveu nesse 
dia? 

a) 4/10 b)610 c)1⁄3 dDI2 e)1⁄4 

95) (IBMEC-2002) Lúcia ganhou dois gatos, um 
preto e um branco. Lúcia sabe que um deles é 
fêmea. Qual a probabilidade de ambos os gatos 
serem fêmeas? 


96) (IBMEC-2000) E um concurso vestibular há 3 
alternativas para cada pergunta e apenas uma delas 
é correta. Desse modo, para cada pergunta, um 
candidato tem probabilidade 1/3 de escolher a 
resposta certa se ele está “chutando” e 1 se ele 
sabe a resposta. Um candidato sabe 30% das 
respostas do concurso. Se ele deu a resposta 


correta para uma das perguntas, então, a 
probabilidade dele ter “chutado” é: 
a) 1/16 b)3/16 c)5/16 d)7/16 e)9/16 


97) (IBMEC-2000) Uma moeda é viciada de tal 
forma que a probabilidade de sair cara num 
lançamento é o quádruplo da de sair coroa. 

a) Lançando-se uma vez a moeda qual a 
probabilidade de sair coroa. 

b) Lançando-se quatro vezes a moeda, qual a 
probabilidade de sair exatamente uma coroa? 


98) (UFRRJ-99) Cinco dados usuais, de seis faces, 
são lançados ao mesmo tempo. Qual a 
probabilidade de obtermos em todos os dados o 
mesmo número? 


99) (PUC/RJ-2002) De sua turma de 30 alunos, é 
escolhida uma comissão de 3 representantes. Qual 
a probabilidade de você fazer parte da comissão? 
a) 1/10 b)1/⁄12 524 d)1⁄3 e)2/9 


100) (PUC/PR-2004) Um hospital dispõe de 10 
enfermeiras (Vera é uma delas) e 6 médicos 
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(Augusto é um deles). Deve permanecer de 
plantão, diariamente, uma equipe de 4 enfermeiras 
e 2 médicos. Considerando-se o número máximo 
de equipes diferentes que se podem formar com 


aqueles médicos e enfermeiras, qual a 
probabilidade de caírem juntos no mesmo plantão 
Vera e Augusto? 

a)13 b314 2/5 d)1⁄5 e2/15 


101) (UEL-2004) Numa loteria são sorteados 5 
números de 1 a 20 e é possível ganhar com 3, 4 ou 
5 acertos. Cada apostador só pode escolher 5 
números. Qual a probabilidade de um apostador 
acertar 4 dos 5 números sorteados? 
a) 1/50? b) 4/50" 

d) 15/15504 e) 5/15504 


c) 75/15504 


102) (UFG-2000) Uma senha, a ser digitada em 
um computador, é formada por três algarismos, 
aiazc, dos quais c é o algarismo de controle. A 
senha é válida, se c é o resto da divisão do número 
a + 2a por 2; por exemplo, 090 é uma senha 
válida. Assim, julgue os itens: 

(1) a senha 310 é uma senha válida. 

(2) o maior número de senhas válidas que podem 
ser formadas é 100. 

(3) a probabilidade de uma senha válida, tomada 
ao acaso, possuir o segundo algarismo igual a 3 é 
1/3. 

(4) a probabilidade de uma senha válida, tomada 
ao acaso, possuir algarismo de controle igual a 1 é 
1/10. 


103) (Cesgranrio-2004) Um dado comum (não 
viciado) teve quatro de suas faces pintadas de 
vermelho e as outras duas, de azul. Se esse dado 
for lançado três vezes, a probabilidade de que, em 
no mínimo dois lançamentos, a face voltada para 
cima seja azul será, aproximadamente, de: 
a)22,2% b)25,9% c)44,4% 

d) 52,6% e) 66,7% 


104) (Mackenzie-2005) No lançamento de um 
dado viciado, os resultados 5 e 6 têm, cada um, 
probabilidade 1/4 de ocorrer. Se cada um dos 
demais resultados é igualmente provável, a 
probabilidade de se obter soma 7, em dois 
lançamentos consecutivos desse dado, é: 

a)1/4 b) 11/30 9)736 d)I/8 e)5/32 


105) (FGV-99) Em uma eleição para a prefeitura 
de uma cidade, 30% dos eleitores são favoráveis a 
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um certo candidato A. Se uma pesquisa eleitoral 
for feita sorteando-se 10 pessoas (sorteio com 
reposição) entre os eleitores, qual a probabilidade 
de que, nessa amostra: 

a) todos sejam favoráveis ao candidato A; 

b) haja exatamente 3 eleitores favoráveis ao 
candidato A. 


106) (FEI-2004) Numa caixa têm-se 9 fichas 
numeradas de 1 a 9. Três fichas são escolhidas ao 
acaso e sem reposição. A probabilidade de não sair 
a ficha número 7 é: 

a) 1/6 bDI3 c)2/9 d)1⁄4 923 

107) (UEL-2005) Entre 100 participantes de um 
sorteio, serão distribuídos, para diferentes pessoas, 
três prêmios: R$ 1 000,00 (um mil reais) para o 
primeiro prêmio, R$ 700,00 (setecentos reais) para 
o segundo prêmio e R$ 300,00 (trezentos reais) 
para o terceiro prêmio. Qual a probabilidade de 
uma família com 5 membros participantes obter os 
R$ 2000,00 (dois mil reais) pagos na premiação? 
a) 1/970200 b) 1/323400 c) 1/16170 

d) 1/5390 e) 1/3234 


108) (UEL-2004) Três moedas são jogadas 
simultaneamente. Qual é a probabilidade de se 
obter, pelo menos, 2 caras? 

a) 1/8 b)1⁄4 c)3/⁄8 DIZ e)2⁄3 

109) (UFAL-2002) Num campeonato de vôlei de 
praia participam 6 duplas brasileiras e 4 duplas 
estrangeiras. Se todas as duplas se enfrentam uma 
única vez, ao se sortear duas duplas para um jogo, 
qual a probabilidade delas serem: 

a) duas duplas brasileiras? 

b) uma dupla brasileira e uma dupla estrangeira? 


110) (UFJF-2002) Um soldado do esquadrão anti- 
bombas tenta desativar um certo artefato explosivo 
que possui 5 fios expostos. Para desativá-lo, o 
soldado precisa cortar 2 fios especificos, um de 
cada vez, em uma determinada ordem. Se cortar 
um fio errado ou na ordem errada, o artefato 
explodirá. Se o soldado escolher aleatoriamente 2 
fios para cortar, numa determinada ordem, a 
probabilidade do artefato não explodir ao cortá-los 
é igual a: 

a)2/25 b)1/⁄20 c)2/5 d)1/10 e)9/20 

111) (UFLA-2005) João e Pedro jogam dois 
dados, com algumas faces pintadas de vermelho e 
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outras de azul, ao mesmo tempo. João ganha 
sempre que as duas faces são da mesma cor e 
Pedro ganha sempre que são de cores diferentes. 
Pedro pintou um dos dados com 4 faces vermelhas 
e 2 azuis. Como João deve pintar o outro dado 
para que as oportunidades de ganhar sejam iguais 
para os dois? 

a) 2 faces vermelhas e 4 faces azuis. 
b) 4 faces vermelhas e 2 faces azuis. 
c) 1 face vermelha e 5 faces azuis. 
d) 3 faces vermelhas e 3 faces azuis. 
e) 5 faces vermelhas e 1 face azul. 


112) (UFLA-2003) Em certa cidade da Região 
Norte do País, durante a estação chuvosa, a 
probabilidade de que chova em um dia qualquer é 
igual a 50%. Assim, a probabilidade de que chova 
em um fim de semana (sábado, domingo, ou 
ambos) é de 

a) 75% b) 100% c)50% d)25% e)90% 
113) (UFLA-2003) Em uma corrida de fórmula 1 
temos 10 carros. A equipe "Sai da frente" 
concorre com 2 carros. Os dois pilotos da equipe 
entraram em um acordo: se ao final da corrida o 
piloto B estiver na frente e o piloto A estiver na 
segunda posição, o piloto B desacelerará e deixará 
que o piloto A ganhe a corrida. Nessa corrida, em 
razão da chuva forte, se todas as vantagens 
mecânicas dos carros e se as diferenças de 
habilidade entre os pilotos não afetarem o 
resultado da corrida, a classificação final será 
aleatória. Calcule a probabilidade de o piloto A 
ganhar a corrida. 


114) (UFPB-2004) Em um hexágono regular 
foram escolhidos aleatoriamente dois lados 
distintos. Calcule a probabilidade de que esses 
dois lados sejam paralelos. 


115) (UFPB-2003) Uma fábrica usa, nos seus 
produtos, um sistema de codificação, cujos 
códigos são formados por uma das 26 letras do 
alfabeto e dois dígitos (exemplos: S90, K23). 
Calcule a probabilidade de um código desse 
sistema, escolhido aleatoriamente, ter uma vogal 
ou dois dígitos iguais. 


116) (UFPR-2003) Uma loja tem um lote de 10 
aparelhos de rádio/CD e sabe-se que nesse lote 
existem 2 aparelhos com defeito, perceptível 
somente após uso continuado. Um consumidor 
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compra dois aparelhos do lote, escolhidos 
aleatoriamente. Então, é correto afirmar: 

(1) A probabilidade de o consumidor comprar 
somente aparelhos sem defeito é 28/45. 

(2) A probabilidade de o consumidor comprar pelo 
menos um aparelho defeituoso é 0,70. 

(3) A probabilidade de o consumidor comprar os 
dois aparelhos defeituosos é 1/45. 

(4) A probabilidade de o primeiro aparelho 
escolhido ser defeituoso é 0,20. 

(5) A probabilidade de o segundo aparelho 
escolhido ser defeituoso, sendo que o primeiro já 
está escolhido, é 10/45. 


117) (UFPR-2002) Uma pessoa coloca a sua 
bicicleta na única vaga ainda vazia na grade de 
estacionamento de bicicletas de um supermercado. 
Observa que a sua bicicleta está entre 9 outras e a 
vaga que ocupa não fica em qualquer das duas 
extremidades da grade. Depois das compras a 
pessoa volta e encontra, além da sua, apenas 5 das 
9 bicicletas ainda estacionadas na grade. Então, é 
correto afirmar: 

(1) A probabilidade de a pessoa encontrar vazia a 
vaga adjacente à direita da sua bicicleta é 5/9. 

(2) A probabilidade de a pessoa encontrar vazias 
as duas vagas adjacentes à da sua bicicleta é 1/6. 
(3) A probabilidade de a pessoa encontrar vazia a 
vaga adjacente à esquerda da sua bicicleta ou a 
vaga adjacente à direita da sua bicicleta, 
admitindo-se que os dois eventos sejam 
independentes, é 8/9. 

(4) A probabilidade de a pessoa encontrar vazia a 
vaga da extremidade esquerda da grade é 4/9. 


118) (UFPR-2001) Sabe-se que, na fabricação de 
certo equipamento contendo uma parte móvel e 
uma parte fixa, a probabilidade de ocorrer defeito 
na parte móvel é de 0,5% e na parte fixa é de 
0,1%. Os tipos de defeito ocorrem 
independentemente um do outro. Assim, se o 
supervisor do controle de qualidade da fábrica 
verificar um equipamento que foi escolhido ao 
acaso na saída da linha de montagem, é correto 
afirmar: 

(1) A probabilidade de o equipamento não 
apresentar defeito na parte móvel é de 95%. 

(2) A probabilidade de o equipamento apresentar 
defeito em pelo menos uma das partes, fixa ou 
móvel, é de 0,4%. 

(3) A probabilidade de o equipamento apresentar 
defeito em ambas as partes é de 5.10. s, 
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(4) A probabilidade de o equipamento não 


apresentar defeito é 0,994005. 


119) (UFRGS-2003) Numa maternidade aguarda- 
se o nascimento de três bebês. Se a probabilidade 
de que cada bebê seja menino é igual à 
probabilidade de que cada bebê seja menina, a 
probabilidade de que os três bebês sejam do 
mesmo sexo é: 
a) 1/2 bI3 c)1⁄4 d)1/6 e) 1/8 

120) (UFRJ-2004) Manuel e Joaquim resolveram 
disputar o seguinte jogo: uma bola será retirada ao 
acaso de uma urna que contém 999 bolas 
idênticas, numeradas de 1 a 999. Se o número 
sorteado for par, ganha Manuel; se for ímpar, 
Joaquim ganha. Isto foi resolvido após muita 
discussão, pois ambos queriam as pares. 

Se todas as bolas têm a mesma probabilidade de 
serem retiradas, identifique quem tem mais 
chances de ganhar o jogo. Justifique sua resposta. 


121) (UFRJ-2004) O governo de uma sociedade 
totalitária decidiu conter a expansão demográfica 
reduzindo a proporção de homens na população. 
Com esse objetivo, foi então promulgada uma lei 
segundo a qual todas as mulheres que tivessem um 
filho homem não mais poderiam ter filhos. As 
demais mulheres poderiam continuar a ter filhos 
até que tivessem um filho homem. Essa lei atingirá 
o objetivo desejado depois de algumas gerações? 
Justifique sua resposta. 


122) (UFRN-2005) Por 
medida de segurança, 
para se efetuar um 


1º [GSE RA 


a 
saque num caixa - H[O|N 
eletrônico de um certo E 
banco, é necessário 3 o ES | 


digitar uma senha com 

6 (seis) dígitos numéricos e um código contendo 3 
(três) letras dispostas aleatoriamente no painel. 
Um cliente digita o código com letras não 
repetidas, sendo que a primeira, a segunda e a 
terceira são digitadas respectivamente na primeira, 
na segunda e na terceira linha da parte do painel 
representada na figura ao lado. A probabilidade de 
o código conter as letras O e E é de: 

a) 11/12 b)15/16 c)1/12 d) 1/16 


123) (UFRN-2003) José, João, Manoel, Lúcia, 
Maria e Ana foram ao cinema e sentaram-se lado a 
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lado, aleatoriamente, numa mesma fila A 
probabilidade de José ficar entre Ana e Lúcia (ou 
Lúcia e Ana), lado a lado, é 

a)1/2 bb) 1415 130 d)1/15 


124) (UFRRJ-2003) O pai de Ney, Sr. Carlos, é 
síndico do prédio em que mora e tem que presidir 
uma reunião de condomínio. Ele está preocupado 
com o fato de que os moradores Pedro e Manoel 
não se sentem juntos, pois será difícil contê-los em 
questões polêmicas. Como a mesa de reuniões é 
circular, e ele sabe que as pessoas sentam-se 
aleatoriamente, para a reunião, o Sr. Carlos pediu, 
então, a seu filho Ney, Calcular a probabilidade de 
que Pedro e Manoel se sentem separados, supondo 
que os 9 condôminos estejam presentes. Supondo 
que Ney tenha calculado corretamente, qual a 
probabilidade encontrada por ele? 


125) (UFU-2004) Oito soldados serão dispostos 
aleatoriamente em uma fila. Sabendo-se que 
exatamente três soldados possuem a mesma altura, 
e que os demais têm alturas distintas, a 
probabilidade de que nenhum dos soldados seja 
mais baixo do que o soldado que está 
imediatamente à sua frente é igual à 

a) 5!/8! b)1/8! c)3!/8! d)31.51/8] 


126) (UFU-2004) Considere que um dado honesto 
é lançado duas vezes e que os números observados 
na face superior são anotados. A probabilidade de 
que a soma dos dois números anotados seja 
múltiplo de 4 é igual a 

a)1/5 b)1/6 c)3/4 d)1⁄4 


127) (Unesp-2004) Um colégio possui duas salas, 
A e B, de determinada série. Na sala A, estudam 
20 alunos e na B, 30 alunos. Dois amigos, Pedro e 
João, estudam na sala A. Um aluno é sorteado da 
sala A e transferido para a B. Posteriormente, um 
aluno é sorteado e transferido da sala B para a sala 
A, 

a) No primeiro sorteio, qual a probabilidade de 
qualquer um dos dois amigos ser transferido da 
sala A para a B? 

b) Qual a probabilidade, no final das 
transferências, de os amigos ficarem na mesma 
sala? 


128) (Unesp-2004) Uma urna contém as letras: A, 
C, D, D, E, E, F, I, I e L. 
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a) Se todas as letras forem retiradas da urna, uma 
após a outra, sem reposição, calcule a 
probabilidade de, na sequência das retiradas, ser 
formada a palavra FELICIDADE. 
b) Se somente duas letras forem retiradas da urna, 
uma após a outra, sem reposição, calcule a 
probabilidade de serem retiradas duas letras iguais. 


129) (Unesp-2004) Um jogo consiste num 
dispositivo eletrônico na forma de um círculo 
dividido em 10 setores iguais numerados, como 
mostra a figura. 


RC: 


Em cada jogada, um único setor do círculo se 
ilumina. Todos os setores com números pares têm 
a mesma probabilidade de ocorrer, o mesmo 
acontecendo com os setores com números 
ímpares. Além disso, a probabilidade de ocorrer o 
número 3 é o dobro da probabilidade de ocorre o 
número 4. Denotando por p(i) a probabilidade de, 
numa jogada, ocorrer o número i, determine: 

a) p(3) e p(4). 

b) a probabilidade de, numa jogada, ocorrer um 
número primo maior ou igual a 2. 


130) (UFSCar-2005) Juntam-se 27 cubos brancos, 
cada um com 1 cm” de volume, formando um 
cubo de 27 cm”. Em seguida, pinta-se de preto 
cada uma das seis faces do cubo de 27 cm” , como 
indica a figura 1. 


Separa-se novamente os 27 cubos. Aleatoriamente 
e de uma única vez, 2 desses cubos são sorteados. 
Com os cubos sorteados, deseja-se formar um 
paralelepípedo de 2 cm? com cinco faces brancas e 
apenas uma preta, da forma indicada na figura 2. 


200 


planificação 
—— 


A probabilidade de que esse paralelepipedo possa 
ser formado com os cubos sorteados é igual a 
a)2/3 b) 17/39 c)29117 d)2/9 e)5/117 


131) (UFSCar-2005) No volante do jogo da 
LOTECA, para cada um dos 14 jogos de futebol 
indicados, o apostador deverá marcar o seu 
palpite, que pode ser coluna 1, coluna 2 ou coluna 
do meio (vitória do time 1, vitória do time 2 ou 
empate, respectivamente). Quando o jogador 
assinala apenas uma das três colunas em um jogo, 
dizemos que ele assinalou palpite simples nesse 
jogo. Dependendo do valor disponível para a 
aposta e de limites de aposta por volante, o 
jogador também poderá marcar alguns palpites 
duplos e/ou triplos. Em um palpite duplo, como 
por exemplo, colunas 1 e do meio, o apostador só 
errará o jogo se o resultado final for coluna 2. Em 
um palpite triplo (colunas 1, 2 e do meio), o 
apostador sempre acertará o jogo. Em relação a 
um cartão da LOTECA com palpite duplo em um 
dos jogos e palpites simples nos demais, 
preenchido aleatoriamente, e supondo que as três 
colunas são igualmente possíveis em todos os 
jogos, pergunta-se: 

a) Qual é a probabilidade de esse cartão ser 
contemplado com o prêmio máximo, que 
corresponde ao acerto dos 14 jogos? 

b) Qual é a probabilidade de esse cartão ser 
contemplado com o segundo prêmio, que 
corresponde ao acerto de pelo menos 13 jogos? 


132) (UFSCar-2004) Em uma comissão composta 
por 24 deputados e deputadas federais, 16 votaram 
a favor do encaminhamento de um projeto ao 
Congresso, e 8 votaram contra. Do total de 
membros da comissão, 25% são mulheres, e todas 
elas votaram a favor do encaminhamento do 
projeto. 

a) Do total de homens da comissão, calcule a 
porcentagem, aproximada, dos que votaram contra 
o encaminhamento do projeto. 

b) Se um jornalista sortear aleatoriamente para 
uma entrevista 6 membros da comissão, qual é a 
probabilidade de que exatamente 4 dos sorteados 
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tenham votado contra o encaminhamento do 
projeto ao Congresso? 


133) Em uma caixa há 28 bombons, todos com 
forma, massa e aspecto exterior exatamente iguais. 
Desses bombons, 7 têm recheio de coco, 4 de 
nozes e 17 são recheados com amêndoas. Se 
retirarmos da caixa 3 bombons simultaneamente, a 
probabilidade de se retirar um bombom de cada 
sabor é, aproximadamente, 

a) 7,5% b) 11% c) 12,5% d) 13% e) 14,5% 


134) (I[BMEC-2002) Um dado é viciado, de modo 
que a probabilidade de sair face 5 em um 
lançamento é o triplo da probabilidade de sair face 
1. As demais faces têm a mesma probabilidade de 
um dado não viciado. Qual a probabilidade de que 
lançando o dado duas vezes a soma dos pontos 
obtidos seja 7? 


135) (IBMEC-2002) Uma urna contém k bolas 
numeradas de 1 a k. A média aritmética calculada 
com os números dessas bolas é 139. Se extrairmos 
dessa uma uma bola ao acaso, qual a 
probabilidade de seu número ser um múltiplo de 
no 


Questões de Olimpíadas 


136) (Goiás) Considere o conjunto A de todas as 
combinações simples de 10 elementos em grupos 
de 5. Duas combinações distintas são escolhidas 
ao acaso no conjunto A. Determine as 
probabilidades de que elas: 

a) não tenham nenhum elemento em comum; 

b) tenham exatamente 4 elementos em comum. 


137) (Rio Grande do Sul-98) De cada uma de três 
varetas de mesmo comprimento l, quebrou-se um 
pedaço. Calcular a probabilidade de que seja 
possível construir um triângulo com esses três 
pedaços. 


138) (OBM-99) José tem três pares de óculos, um 
magenta, um amarelo e um ciano. Todo dia de 
manhã ele escolhe um ao acaso, tendo apenas o 
cuidado de nunca usar o mesmo que usou no dia 
anterior. Se dia primeiro de agosto ele usou o 
magenta, qual a probabilidade de que dia 31 de 
agosto ele volte a usar o magenta? 
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139) (OBM-2002) Duas pessoas vão disputar uma 
partida de par ou ímpar. Elas não gostam do zero 
e, assim, cada uma coloca 1, 2, 3, 4 ou 5 dedos 
com igual probabilidade. A probabilidade de que a 
pessoa que escolheu par ganhe é: 
a) 1/2 b)2/5 c)3/5 d)12/25 e) 13/25 

140) (OBM-2004) Dois cubos têm faces pintadas 
de ocre ou magenta. O primeiro cubo tem cinco 
faces ocres e uma face magenta. Quando os dois 
cubos são lançados, a probabilidade de as faces 
viradas para cima dos dois cubos serem da mesma 
cor (sim, ocre e magenta são cores!) é 1/2. 
Quantas faces ocres têm o segundo cubo? 

a)l b2 œ©)3 d4 es 


141) (Canadá Open Challenge-98) Existem 10 
prêmios, cinco As, três B's e dois C”s, colocados 
em envelopes idênticos, para os 10 primeiros 
colocados de uma competição de matemática. 
Seguindo a ordem de classificação, do primeiro ao 
último, cada competidor deve escolher 
aleatoriamente um envelope. Quando o oitavo 
classificado for escolher seu envelope, qual a 
probabilidade que os três prêmios que ainda 
restam sejam um A, um Be um C. 


142) (USAMO-72) A cada segundo um número é 
selecionado aleatoriamente do conjunto 1, 2,...,9, 
e estas seleções são feitas com igual probabilidade. 
Determine a probabilidade que depois de n 
seleções (n > 1), o produto dos n números 
selecionados seja divisível por 10. 


143) (0BM-2003) Um quadrado de lado 3 é 
dividido em 9 quadrados de lado unitário, 
formando um quadriculado. Cada quadrado 
unitário é pintado de azul ou vermelho. Cada cor 


tem probabilidade E de ser escolhida e a cor de 


cada quadrado é escolhida independentemente das 
demais. Qual a probabilidade de obtermos, após 
colorirmos todos os quadrados unitários, um 
quadrado de lado 2 pintado inteiramente de uma 
mesma cor? 


144) (USAMO-83) Em uma dada circunferência, 
seis pontos A, B, C, D, E, F são escolhidos 
aleatoriamente, independentemente e 
uniformemente com respeito ao comprimento do 
arco. Determine a probabilidade que os dois 
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triângulos ABC e DEF sejam disjuntos, ou seja, 
não possuam pontos comuns. 


145) (Bélgica-92) Seja A = {1, 2, 3, 4}. Quando é 
escolhida aleatoriamente uma das possíveis 
funções f: A — A, qual é a probabilidade de que f 
seja bijetora? 
a) 1⁄4 b)1/6 116 d)3/⁄32 e)1/64 

146) (Bélgica-99) Se os números de 1 a 6 são 
escritos em uma ordem qualquer, obtém-se um 
número de 6 dígitos. Qual é a probabilidade de 
que este número seja divisível por 6? 

a) 1/6 b)13 œ)1⁄2 d)23 e)5/6 


147) (AIME-2000) Uma mesa possui espalhados 
40 cartões, cada quatro marcados com os números 
1, 2, 3, ..., 10. Dois cartões com os mesmos 
números são retirados da mesa. Determine a 
probabilidade de se escolher aleatoriamente dois 
cartões dos 38 restantes de modo que estes 
possuam o mesmo número. 


148) (AIME-2000) Duas urnas contém, no total, 
25 bolas. Todas as bolas são brancas ou pretas. 
Uma bola de cada urna é aleatoriamente escolhida. 
A probabilidade que ambas serem pretas é 27/50. 
Calcule a probabilidade de ambas serem brancas. 


149) (Espanha-93) Uma máquina de jogo de um 
cassino tem uma tela que mostra um esquema 
como o da figura. Para começar o jogo, aparece 
uma bola no ponto S. A cada impulso que recebe 
do jogador, essa bola se move até uma das letras 
imediatas com a mesma probabilidade para cada 


uma delas. 
Cc 


S D G 


A partida termina ao ocorrer o primeiro dos dois 
fatos seguintes: 

a) A bola volta a S e então o jogador perde. 

b) A bola chega a G e então o jogador ganha. 
Pede-se a probabilidade de que o jogador ganhe. 


150) (Hong Kong-95) Um número de três dígitos é 
selecionado aleatoriamente. Determine a 
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probabilidade que o número selecionado seja um 
quadrado perfeito? 


151) (OBM-2004) Há 1002 balas de banana e 
1002 balas de maçã numa caixa. Lara tira, sem 
olhar o sabor, duas balas da caixa. Seja p a 
probabilidade de as duas balas serem do mesmo 
sabor e seja q a probabilidade de as duas balas 
serem de sabores diferentes. Quanto vale a 
diferença entre p e q? 
2 1 


1 l 
e E dd 
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152) (AIME-99) 40 times participam de um 
torneio. Cada time joga contra outro apenas uma 
vez. Em cada jogo existe um time vencedor e um 
perdedor. Se cada time tem probabilidade de 50% 
de vencer cada jogo, determine a probabilidade 
que o torneio termine com todos os times com um 
número diferente de vitórias. 


153) (AIME-95) Um objeto move-se em uma 
seqüência de passos unitários. Cada passo pode ser 
em direção Norte, Sul, Leste ou Oeste com igual 
probabilidade. Se o objeto inicial seu movimento 
da origem, calcule a probabilidade que ele esteja 
no ponto (2, 2) em menos de 7 passos. 


154) (Bélgica-2003) Escolhendo-se aleatoriamente 
dois diferentes números do conjunto (1, 2, 3, ..., 
n — 1, n}, a probabilidade que os números sejam 
naturais consecutivos é 20%. Determine n. 

a)5 b)6 c)10 d)l1 enda 


155) (Bélgica-96) A família Petersen possui 4 
crianças. O mais velho é um garoto e ao menos um 
dos outros filhos é garoto. Qual a probabilidade 
que a criança mais nova seja uma garota? 

a)14 b13 O9)37 d)12 e)4/7 


156) (Bélgica-90) Determine a probabilidade da 
ocorrência da segiiência “0123456789” em um 
código N consistindo de 21 dígitos (N pode iniciar 
por 0). 


157) (Polya Competition-98) Um time de seis 
estudantes compete em uma corrida de bicicletas. 
Por descuido, antes do início da corrida, a 
organização da competição misturou as bicicletas 
desta equipe. Para não perder tempo na corrida, os 
estudantes escolhem aleatoriamente as bicicletas. 
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Qual a probabilidade que exatamente três deles 
tenham escolhido a própria bicicleta? 


158) (Polya Competition-98) Seis cartões, 
numerados de O a 5, são embaralhados e colocados 
com as faces numeradas para baixo sobre uma 
mesa. Um cartão é aleatoriamente escolhido e 
virado. O número indicado neste cartão é igual ao 
número de cartões adicionais que devem ser 
virados na mesa. Determine a probabilidade que o 
cartão com o número 3 mantenha-se com a sua 
face numerada para baixo. 


159) (Polya Competition-97) Se um dado é 
repetidamente arremessado, qual a probabilidade 
que exatamente dois 4°s e um 5 apareçam antes de 
ocorrer o primeiro 6. 


160) (Polya Competition-99) Você está jogando 
um jogo onde alternadamente arremessa-se uma 
moeda e um dado. Você ganha se sair cara na 
moeda ou se sair os números 1 ou 2 no dado. Você 
perde se sair os números 3 ou 4 no dado. Você 
inicia o jogo arremessando a moeda. Qual a 
probabilidade de ganhar? 


161) (Panamá-2001) Ao lançar um par de dados, a 
probabilidade de que a soma dos pontos não seja 
igual a 7, nem a 8 enem a 9 é: 
a)5/12 b)12 0923 d)7/⁄12 e)1/3 

162) (Panamá-2003) Uma caixa contém três 
moedas, duas com cara e coroa e outra com duas 
coroas. Escolhe-se uma moeda aleatoriamente e 
lança-se. Qual a probabilidade de sair coroa? 

)13 b315 c)1⁄2 d23 e)5/6 


163) (Lampen-99) Um cubo possui todas as faces 
brancas. Dois lados são aleatoriamente escolhidos 
e pintados de vermelho. Qual a probabilidade que 
estes dois lados possuem uma aresta comum? 
a)5/6 b)45 c)34 d)23 12 


164) (Lampen-98) Existe uma urna com 16 bolas. 
Mais da metade das bolas estão pintadas de preto, 
enquanto que as restantes estão pintadas de 
branco. Duas bolas são aleatoriamente extraídas da 
urna. A probabilidade de serem duas bolas da 
mesma cor é igual à probabilidade de serem duas 
bolas de cores diferentes. Qual é o número de 
bolas pretas na urna? 
a)9 b) 10 cl 


d)12 e) 13 
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165) (Invitational Challenge-2001) Determine a 
probabilidade que um inteiro positivo menor que 
1000 contenha exatamente dois dígitos iguais. 


166) (Mandelbot-97) Joe e Andy participam de um 
jogo em um tabuleiro circular que possui n casas 
ao longo do seu perímetro. Inicialmente Joe 
avança sua peça cinco espaços a partir da casa 
inicial, então Andy avança sua peça sete casas, 
então Joe avança cinco casas, então Andy avança 
sete casas, assim por diante. O primeiro jogador 
que ocupar a cada inicial vence. Se n é um número 
de dois dígitos aleatoriamente escolhido, qual a 
probabilidade que Joe vença? 


167) (British Columbia Colleges-2001) Uma urna 
contém bolas de duas cores distintas: azul e verde. 
Existem 3 bolas azuis. Se duas bolas são 
aleatoriamente retiradas (simultaneamente), a 
probabilidade que exista uma bola de cada cor é 
1/2. Quantas bolas verdes existem na urna? 


168) (British Columbia Colleges-2001) Um 
ingresso para uma peça de teatro custa um dólar. 
Sempre na abertura da bilheteria não há troco no 
caixa. Oito pessoas formam a fila inicial para 
comprar o ingresso: quatro delas possuem uma 
moeda de um dólar e as outras quatro possuem 
uma moeda de dois dólares. Dependendo de como 
as pessoas estão ordenadas na fila, o bilheteiro 
pode ou não ter troco (quando for o caso) para 
todas as pessoas na fila. Suponha que as pessoas 
formam a fila em ordem aleatória e não é sabido 
quem possui as moedas de um e dois dólares. 
Calcule a probabilidade que o bilheteiro seja capaz 
dar o troco de todas as pessoas na fila. 

a) 1/70 b) 114 VIM dDI/5 e)1⁄4 


169) (Apics-82) Se a e b são inteiros positivos, 
determine a probabilidade que (a? + b?)/5 seja um 
inteiro. 


170) (Zimbábue-2004) Um júri de 12 pessoas deve 
decidir se um réu é culpado ou não. Uma maioria 
absoluta (isto é, 7 ou mais pessoas) é necessária 
para uma decisão. Sabe-se que 4 pessoas do júri já 
se decidiram pelo SIM (culpado) e outras 3 
pessoas já se decidiram pelo NÃO (inocente). Dos 
outros, 4 vão jogar uma moeda para se decidir e o 
último vai votar com a maioria. Qual a 
probabilidade que o réu seja considerado culpado? 


Capítulo 6. Probahilidade 
a)11/16 b) 14 c)7/12 d)611 3/1 
171) (Pennsylvania-96) Suponha que três dados 
honestos são arremessados. A probabilidade que a 
soma dos números obtidos seja igual a 10 é: 
a) 5/72 b)7/72 c)25216 d)1/8 e)1/6 


172) (Rio Grande do Sul-2004) Uma empresa tem 
cinco (5) diretores e adotou como regra que seu 
cofre pode ser aberto, e somente, por uma maioria 
(três, ou mais) de diretores. Esse cofre tem dez 
(10) fechaduras, cada uma com uma chave 
diferente, e só abre quando todas as fechaduras 
tiverem sido abertas. 

Diariamente, é sorteado um número N do conjunto 
(4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} e cada um dos diretores 
recebe N chaves diferentes. Qual a probabilidade 
de que o sorteio do número N impossibilite a 
abertura do cofre? 


173) (Canadá Open Challenge-2003) Dois 
diferentes números são escolhidos aleatoriamente 
do conjunto 10, 1, 2, 3, 4). Qual a probabilidade 
que a sua soma seja maior que seu produto? 


174) (Canadá Open Challenge-2002) Suponha que 
M é um inteiro com a propriedade que se x é 
escolhido aleatoriamente do conjunto (1, 2, 3, ..., 
999, 10003, a probabilidade que x seja um divisor 
de M é 1/100. Se M < 1000, determine o máximo 
valor possível de M. 


175) (Hong Kong-2002) 20 bolas são colocadas 
em duas umas com 10 bolas em cada urna. As 
bolas em cada urna são numeradas de 1 a 10, todas 
as bolas de uma urna são brancas e todas as bolas 
da outra urna são pretas. Se uma bola é sorteada de 
cada urna, calcule a probabilidade que o número 
da bola branca seja maior que o número da bola 
preta. 
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i Capítulo 7. Princínio de Dirichlet 
O PRINCIPIO DE DIRICHLET 


Também conhecido como Princípio das Gavetas de Dirichlet ou como Princípio das Casas dos 
Pombos (PCP) é uma poderosa ferramenta para determinar a existência (ou não) de conjuntos 
satisfazendo a certas propriedades. O enunciado mais clássico é: 

“Se n objetos forem colocados em, no máximo, n — 1 gavetas então pelo menos uma delas conterá pelo 


menos dois objetos.” 

Porém, este enunciado por ser generalizado: 
“Se n objetos forem colocados em, no máximo, m gavetas e n = m.q + r, onde q e IN er e INŽ, então 
pelo menos uma delas conterá pelo menos m + 1 objetos.” 


Exemplos: 


1) Mostre que se um subconjunto com n + 1 elementos é escolhido do conjunto (1, 2, 3,..., 2n) então 
este subconjunto necessariamente contém um par de números primos entre si. 

Solução: 

Sabemos que dois inteiros consecutivos são primos entre si. 

Podemos separar os 2n inteiros da seguinte forma: (1, 2}, 13, 4), (5, 6), (7, 8}, ..., {2n — 1, 2n} onde 
temos n conjuntos. Quando escolhemos n + 1 elementos, pelo menos 2 são do mesmo conjunto, 
implicando que são primos entre si. 


2) Mostre que em qualquer coleção de n inteiros há um subconjunto cuja soma dos elementos é divisível 


por n. 
Solução: 

Podemos separar os n inteiros (a1, a2, ..., an) da seguinte forma: 
al 

ai T a2 

dy T a2 T ds 

al a2 aetan 


Se um destes somatórios for divisível por n, então acabou o problema. 

Caso nenhum destes somatórios seja divisível por n, temos n — 1 restos de divisão por n que estes termos 
podem assumir. Como temos n termos e n — 1 restos possíveis, teremos dois termos com mesmo resto 
quando dividido por n. 

Subtraindo estes dois termos obteremos um termo que é divisível por n e da forma aj +aj+1 +... + an 


3) Mostre que entre sete inteiros positivos distintos menores do que 127 podemos escolher um par, 


digamos x, y, tal que 1< Ty: 

X 
Solução: 
Notemos inicialmente que 2” = 128 = 127 + 1. Podemos dividir os 127 números de 1 até 127 da seguinte 
forma: 
{1,2}, {3,4,5,6}, {7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14}, {15, 16, ..., 30}, 431, 32, ..., 62}, {63, 64, ..., 126) 
Como temos 6 conjuntos e 7 inteiros para escolher, teremos pelo menos 2 números de um mesmo 
conjunto, e para estes dois números do mesmo conjunto teremos 1 < y/x <2. 


4) Mostre que dados 17 números naturais é possível escolher 5 deles cuja soma seja divisível por 5. 
Solução: 

Se entre os 17 números existirem todos os cinco restos da divisão por 5 (0, 1, 2, 3, 4) então basta pegar 
um número de cada resto que a soma destes cinco números vai ser divisível por 5. 

Suponhamos agora que um dos restos não esteja presente. Assim sobram quatro restos possíveis. 

Como 17 = 4.4 + 1, então existem entre os 17 números 5 que deixam o mesmo resto na divisão por 5. A 


205 


Capítulo 7. Princínio de Dirichlet 


soma destes 5 números é divisível por 5. 


5) (Olimpíada do Rio Grande do Norte-98) Durante o ano de 1998, uma pequena livraria, que abria nos 
sete dias da semana, vendeu no mínimo um livro por dia e um total de 600 livros no ano todo. Diga, 
justificando, se existiu, obrigatoriamente, um período de dias consecutivos onde foram vendidos 
exatamente 129 livros. 

Solução: 

Seja a; o total acumulado de livros vendidos até o final do i-ésimo dia. 

Por exemplo: as = total vendidos até o quinto dia a35 — a3ı = total de livros vendidos entre os dias 35 e 
32 (inclusive). 

Então: aı < az < a3 < ... < a364 < a365 = 600 (1) 

Resta agora analisar se existem a; a; (i,j e N menores que 365, j > i) tais que a; — a; = 129 

Somemos agora a cada termo de (1) o valor 129: 

aı + 129 < a2 + 129 < a3 + 129 < ... < a364 + 129 < a365 + 129 = 729 

Chamemos estes termos de b; (b; = a; + 129): bi < b2 < b3 < ... < b364 < b365 = 729 

Temos então 730 termos, 365 termos a; e 365 termos b;, com a; + a; (i + j) e bp + bz (p + k). 

Notemos que estes 730 termos naturais estão entre 1 e 729, ou seja, existem dois valores iguais 
(princípios das casas dos pombos ou Principio das Gavetas de Dirichet) entre estes 730 termos. Como 
cada a; é distinto e cada b; é distinto, então existe um am que é igual a um b,;: 

aAm=bn > am=a, +129 > am—a,= 129 

Que prova que existe um período de dias consecutivos (m — n dias) onde foram vendidos exatamente 129 
livros. 


6) (Olimpíada da Argentina-95) Demonstrar que entre 50 números inteiros positivos menores ou iguais 
que 100 sempre pode-se eleger alguns (eventualmente um) de modo que sua soma seja um quadrado 
perfeito. 

Solução: 

Podemos organizar os números da seguinte forma: {1, 99}, {2, 98}, {3, 97}, (4, 96}, ..., 136, 64}, ..., 
(49,51, 150, 100) onde temos 50 pares de números. 

Caso sejam escolhidos dois números de um mesmo par então basta somar estes dois que a soma é 100 = 
102. Caso seja escolhido exatamente um número de cada par (totalizando 50 no total), teremos escolhido 
1 número do par (36, 643, sendo este número um quadrado perfeito. 


7) (International Talent Search) Seja A um subconjunto de (1, 2, 3, ..., 106}, consistindo de 16 
elementos, e tal que não existam dois elementos diferindo por 6, 9, 12, 15, 18 ou 21. Prove que dois 
elementos de A devem diferir por 3. 

Solução: 

Sejam os conjuntos: 

A = {1, 4,7, 10, 13, 16, 19,22, 25, 28, 31, 34, 37, 40, 43, 46, 49, 52, 55, 58, 61, 64, 67, 70, 73, 76, 79, 
82, 85, 88, 91, 94, 97, 100, 103, 106} 

B = {2, 5, 8, 11, 14, 17,20, 23, 26, 29,32, 35, 38, 41, 44, 47, 50, 53, 56, 59, 62, 65, 68, 71, 74, 77, 80, 
83, 86, 89, 92, 95, 98, 101, 104) 

C = {3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27,30, 33, 36, 37, 42, 45, 48, 51,54, 57, 60, 63, 66, 69, 72, 75, 78, 81, 
84, 87, 90, 93, 96, 99, 102, 105} 

Como 16 = 3.5 + 1, temos que em um dos 3 conjuntos teremos pelo menos 6 números a serem 
escolhidos, que não podem ter como diferença 6, 9, 12, 15, 18 ou 21. 

Como dentro de cada conjunto os elementos diferem por múltiplos de 3, teremos que a diferença entre os 
números deve ser igual a 3 ou um múltiplo de 3 maior ou igual a 24. 

Como 1 + 5.24 = 121 > 106, não é possível escolher somente números cuja diferença seja 24 ou mais, 
implicando que obrigatoriamente teremos números escolhidos cuja diferença é 3. 
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8) (Olimpíada do México) Considere um tabuleiro 10x13 e 3 cores com as quais deve-se pintar cada 
casa do tabuleiro. Demonstre que existem 4 casas de uma mesma cor que são vértices de um retângulo 
de lados paralelos as linhas do tabuleiro. 
Solução: 
Designemos que 10 corresponde ao número de colunas e 13 ao de linhas 
Como há 13 casas em cada coluna e 3 cores, e sendo 13 = 3.4 + 1, então em cada coluna existem pelo 
menos 5 casas com a mesma cor. Designemos cada coluna com esta cor predominante. 
Como temos 10 colunas e 3 cores, e sendo 10 = 3.3 + 1, então existem pelo menos 4 colunas com a 
mesma cor predominante. 
Digamos que esta cor seja verde. Desta forma, podemos afirmar que existem pelo menos 4 colunas em 
que a cor predominante (que ocorre em pelo menos 5 casas) é verde. 
Vamos considerar de agora em diante somente estas 4 colunas. 
Suponhamos que nas 3 primeiras não temos um retângulo com vértices nas casas verdes. 
Na primeira coluna temos pelo menos 5 casas verdes. 
Na segunda coluna teremos no máximo uma casa verde ao lado de uma casa verde da primeira coluna. 
Na terceira coluna teremos no máximo uma casa verde na mesma horizontal de uma casa verde da 
primeira coluna e outra casa verde da segunda coluna. 
Assim, temos 5 + 4 + 3 = 12 horizontais ocupadas com casa verdes. 
Como temos 13 horizontais possíveis, teremos certamente 2 casas verdes na quarta coluna que estão na 
mesma horizontal que 2 casas verdes de alguma das três primeiras colunas, formando um retângulo com 
vértices todas da mesma cor. 


9) (Olimpíada do México-92) Considere 7 pontos dentro ou sobre um hexágono regular e prove que três 
deles formam um triângulo cuja área é menor ou igual a 1/6 da área do hexágono. 

Solução: 

Inicialmente dividimos o hexágono da seguinte forma: 


Como temos 7 pontos e 3 regiões menores, então pelo menos 3 pontos pertencer a uma mesma região. 
Notemos que dentro de cada região, a maior área que estes 3 pontos podem formar corresponde a metade 
da área da região. Como cada região possui área igual a S/3, então temos que A <(S/3)2 > A< S/6 


10) Os números de 1 a 10 são escritos, de ordem aleatória, em torno de uma circunferência. Mostre que 
existem 3 números consecutivos cuja soma é menor que 17. 

Solução: 

A soma total dos números é 1 +2 +... +10 = 55. 

Separemos agora todos os ternos de números consecutivos e somemos todos eles. Como cada número 
aparece em 3 ternos, temos que a soma dos números associados aos termos é igual a 3.55 = 165. 

Como podemos separar 10 ternos e 165 = 10.17 — 5, então algum terno possui soma menor que 17. 


11) Quinze cadeiras estão colocadas ao redor de uma mesa circular e sobre esta estão colocados, em 
frente a cada uma das cadeiras, o nome de 15 convidados. Ao chegarem, os convidados não percebem 
isto e nenhum senta-se em frente ao seu nome. Prove que a mesa pode ser girada de forma que pelo 
menos dois convidados fiquem corretamente sentados. 

Solução: 

Seja x; o número de acertos, ou seja, o número de vezes, que em cada giro, uma pessoa senta na frente de 
seu nome. Notemos que podemos dar um total de 14 giros, pois a situação inicial já é um giro, a para a 
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situação inicial x, = 0. Notemos também que a soma dos acertos (S = x, + X2 +... + x15) é igual a 15, 
pois para cada pessoa temos, em um giro qualquer, exatamente um acerto. 
Desta forma, se tivéssemos x = 0 ou 1 (1 < i < 15) então S =x, + X2 +... + X15 < 14, que é um absurdo, 
pois S = 15. Assim, um dos x; é maior ou igual a 2, implicando que algum giro pelos menos dois 
convidados fiquem corretamente sentados. 


12) Prove que em qualquer conjunto de 52 inteiros existe um par de inteiros cuja soma ou cuja diferença 
é divisível por 100. 

Solução: 

Podemos escrever todos os inteiros de uma das 51 seguintes formas: 

100k +0, 100k + 1, 100k+2, 100k +3, 100k 4, ..., 100k + 49, 100k + 50 

Deste modo, em um conjunto de 52 inteiros existem pelo menos dois (digamos nı e n2) que podem ser 
escritos da forma 100k r. 

Se nı = 100k; Tr e m= 100k +r =>> 100 | nı — n2 

Se nı = 100k; -r e m= 100k -r =>> 100 | nı — n2 

Se nı = 100k; +r e n=100k-r > 100 [ny + n2 

Se nı = 100k; -r e n=100k+r > 100 | nı — n2 


13) Considere 9 pontos de coordenadas inteiras no R°. Mostre que o ponto médio de um dos segmentos 
de reta definidos por estes pontos também têm coordenadas inteiras. 

Solução: 

Sejam P; = (Xi, Yi, Zi), 1 = 1, 2, 3, ..., 9, cada um dos 9 pontos no Rê, 

Sejam Mi = ((x; + xj)/2, (yi + yj)/2, (zi + zi)/2),1#j, i= 1, 2, ...,9,j = 1, 2, ..., 9, os pontos médios. 
Evidentemente cada coordenada de M;; não será inteira se as respectivas coordenadas de P; e P; tiverem 
paridade diferente. Analisemos inicialmente a paridade de todos os x;. 

Como existem 9 pontos então pelo menos 5 deles possuem a mesma paridade para x;, implicando que 
(x; + x;)/2 seja inteiro. Dentre estes 5 pontos existem pelo menos 3 com a mesma paridade para yi, 
implicando que (yi + y;)/2 seja inteiro. 

Finalmente, dentre estes últimos 3 pontos que possuem a mesma paridade para x; e yi, temos que pelo 
menos 2, Pa e Pm, possuem a mesma paridade também para yi. Assim, o ponto médio do segmento P,Pm 
= ((Xn + Xm)/2, (Yn + Ym)/2, (Zn + Zm)/2) possui todas as coordenadas inteiras. 


14) (1MO-64) 17 pessoas se correspondem por carta com as outras pessoas — cada pessoa com todas as 
outras. Em suas cartas somente 3 assuntos são discutidos. Cada par de pessoas trocam correspondências 
sobre apenas um assunto. Prove que existem pelo menos 3 pessoas que escreveram cartas para cada 
outra discutindo sobre um mesmo assunto. 

Solução: 

Analisemos uma das pessoas que, claramente, escreveu para as outras 16 pessoas. 

Como temos 3 assuntos e 16 = 3.5 + 1, então esta pessoa escreveu sobre um mesmo assunto (digamos 
assunto A) para pelo menos 6 outras. Se uma dessas 6 pessoas escreveu para outra dentre essas 6 uma 
carta sobre o assunto A então teremos um grupo de 3 pessoas que discutiram o mesmo assunto. 

Vamos assumir, então, que cada uma dessas 6 pessoas escreveram para as outras 5 sobre os dois outros 
assuntos (assuntos B e C). Como cada pessoa deste grupo escreveu para outras 5 e 5 = 2.2 + 1, então um 
dos 2 assuntos (B ou C) foram discutidos por pelo menos 3 pessoas. Se duas pessoas destas 3 
escreveram para outra discutindo, por exemplo, o assunto B, então teremos um grupo de 3 discutindo o 
mesmo assunto. Por outro lado, se estas duas pessoas escreveram para as outras do grupo sobre o 
assunto C, então teremos um grupo de 3 discutindo o mesmo assunto. 
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Exercícios 


1) Que número mínimo de participantes deve ter a 
Olimpíada Brasileira de Matemática para que se 
tenha certeza de que existem dois participantes 
naturais do mesmo estado fazendo aniversário no 
mesmo dia? 


2) Prove que, para todo conjunto de 5 pontos no 
interior de um quadrado de lado 2, pode-se 
escolher 2 de modo que a distância entre eles é 


menor ou igual a V2. 


3) Dezenove flechas são arremessadas sobre um 
alvo com o formato de um hexágono regular de 
lado 1. Mostre que duas destas flechas estão a 


e a Duro dB: 
uma distância de no máximo ER uma da outra. 


4) Prove que para todo conjunto de 1996 números 
reais, é possível escolher um conjunto de termos 
consecutivos cuja soma difere de um inteiro por 
no máximo 0,001. 


5) Seja X real. Prove que dentre os números 
X, 2X, 3X, ..., (n — 1)X existe um que difere de 


Re ad l 
um inteiro por no maximo —. 
n 


6) Prove que, entre 7 reais y1, Y2, ..., Y7, podemos 
Niro É 1 


escolher y; e yj (i + j), tais que O < < 
1+y;yj J3 
7) Prove que, dados m inteiros aj, az, ..., 
existem k e Z (1 < k < Z < m), tais que aķk+1ı +ak+ 
2+... +a é divisível por m. 


Am, 


8) a) Dado um conjunto de 101 inteiros positivos, 
nenhum dos quais excede 200, mostre que pelo 
menos um membro deste conjunto deve dividir 
outro membro do conjunto. 

b) Construa um conjunto de 100 inteiros 
positivos, menores ou iguais a 200, tal que 
nenhum membro deste conjunto divida outro 
membro do conjunto. 

c) Prove que se escolhermos 100 elementos do 
conjunto (1, 2, ..., 200) e um deles for menor que 
16, então pelo menos um membro deste 
subconjunto deve dividir outro membro do 
conjunto. 
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9) Durante um treinamento um jogador de xadrez 
joga pelo menos uma vez por dia e não mais do 
que 12 dias por semana. Prove que há um período 
de dias consecutivos no qual ele joga exatamente 
20 vezes. 


10) Prove que qualquer conjunto formado por sete 
inteiros positivos menores ou iguais a 24 possui 
dois subconjuntos de mesma soma. 


11) Vinte e oito equipes competem em um torneio 
de futebol de um turno (todos jogam contra todos, 
2 pontos por cada vitória, 1 ponto por cada 
empate, O pontos por derrota). Mais de 75% dos 
Jogos deste torneio terminaram empatados. Prove 
que existem duas equipes que encerram o torneio 
com o mesmo número de pontos. 


12) Cinco pontos distintos, todos de coordenadas 
(x, y) inteiras, são dados em um plano. Prove que 
é possível selecionar dois destes pontos de modo 
que seu ponto médio possua coordenadas inteiras. 


13) As fatorações de r + 1 inteiros positivos (r > 
1) envolvem, no total, somente r primos. Prove 
que há um subconjunto destes inteiros cujo 
produto é um quadrado perfeito. 


14) Uma caixa contem 10 livros de Francês, 20 
livros de Espanhol, 8 livros de Alemão, 15 livros 
de Russo e 25 livros de Italiano. Quantos livros 
devem ser retirados da caixa (sem reposição) de 
modo que possamos garantir que foram retirados 
pelo menos 12 livros de uma mesma língua. 


15) Um professor conta, a cada ano, 3 piadas em 
sala de aula. Depois de 12 anos, o professor ainda 
não repetiu o mesmo terno de piadas. Qual é o 
menor número de piadas que o professor deve 
saber para poder realizar isto. 


16) Prove que se existem 5 pontos no interior de 
um triângulo equilátero de 1, então é possível 
escolher 2 de tal modo que a distância entre eles é 
menor que 1/2. 


17) Suponha que temos 27 números positivos 
ímpares menores que 100. Mostre que existe um 
par de números cuja soma é 102. 


18) Uma fábrica produz pelo menos uma unidade 
de um produto X por dia e no máximo 10 
unidades deste produto por semana. Mostre que 
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dado qualquer inteiro positivo n existe um 
conjunto de dias consecutivos em que a produção 
total é igual a n. 


19) Um paciente deve tomar 48 pílulas em 30 
dias, tomando pelo menos uma pílula por dia. 
Demonstre que existe uma sequência de dias 
durante os quais ele toma exatamente 11 pílulas. 


20) a) Prove que existem duas potências de 3 cuja 
diferença é divisível por 1997. 

b) Prove que existe uma potência de 3 que 
termina em 001. 


21) Um computador foi usado por 99 horas 
durante um período de 12 dias. Prove que algum 
par de dias consecutivos o computador foi usado 
ao menos 17 horas. 


22) 50 números são escolhidos do conjunto (1, 2, 
... 993, não existindo dois que somem 99 ou 100. 
Prove que os números escolhidos são 50, 51, ..., 
99. 


23) Prove que depois de selecionar os 55 inteiros 
1l < x1 < X2 < X3 < ... < X55 < 100, então existem 
dois inteiros que diferem por 9, dois inteiros que 
diferem por 10, dois que diferem por 12 e dois 
que diferem por 13. Prove que, 
surpreendentemente, não é necessário que exista 
um par de inteiros cuja diferença seja igual a 11. 


24) Cada uma de um total 9 retas em um plano 
corta um quadrado (que também pertence ao 
plano) em dois quadriláteros cujas áreas estão na 
proporção 2:3. Prove que ao menos 3 destas retas 
devem passar por um mesmo ponto. 


25) Uma cidade possui 10000 diferentes linhas de 
telefone, numeradas por número de 4 dígitos. 
Mais da metade das linhas telefônicas estão 
localizadas no centro da cidade. Prove que 
existem dois números de telefone no centro cuja 
soma é também o número de outra linha de 
telefone no centro. 


26) Dados 10 inteiros positivos aj, a», ..., aro, 
mostre que existem números x € {+ 1,0,- 1} (Gi 
= 1, 2, ..., 10), não todos nulos, tais que a soma 


Xjaj + x242 + x343 + X4đa4 + Xs5a5 + X646 + x7a7 1 
Xsgag + Xodo + X10810 é divisível por 100. 
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27) Dados 1000 inteiros, prove que existem dois 
deles cuja soma ou subtração é um múltiplo de 
1997. 


28) Dados 14 ou mais inteiros do conjunto {1, 2, 
... 28} prove que existem 4 destes inteiros que 
podem ser colocados em dois conjuntos de 2 
elementos de modo que a soma dos elementos de 
cada conjunto é a mesma. 


29) Se 9 pessoas estão sentadas em uma fila 
contendo 12 cadeiras, prove que existem 3 
cadeiras consecutivas que estão ocupadas pelas 
pessoas. 


30) Sejam a, < a2 <... < a44 inteiros positivos não 
excedendo 125. Prove que entre 43 diferenças 
consecutivas di = ai + ı — a, algum valor deve 
ocorrer ao menos 10 vezes. 


31) (Eureka! 5) Numa gaveta há 6 meias pretas e 
6 meias brancas. Qual é o número minimo de 
meias a se retirar (no escuro) para garantir que: 

a) As meias retiradas contenham um par da 
mesma cor? 

b) As meias retiradas contenham um para de cor 
branca? 


32) (Eureka! 5) Mostre que se n é impar e a, a», 
.., An é uma permutação de 1, 2,..., n, então o 
produto (a; — 1) (a, — 2)...(an— n) é par. 


33) (Eureka! 8) A soma de 17 inteiros positivos 
distintos é igual a 1000. Prove que podem ser 
escolhidos 8 destes inteiros de tal forma que a sua 
soma é maior ou igual a 500. 


34) (UFPE-2004) Qual o número mínimo de 
pessoas que devem fazer parte de um grupo, para 
que se possa garantir que existam, pelo menos, 7 
pessoas do grupo nascidas no mesmo mês? 


35) (UFRJ-2002) Um saco contém 13 bolinhas 
amarelas, 17 cor-de-rosa e 19 roxas. Uma pessoa 
de olhos vendados retirará do saco n bolinhas de 
uma só vez. Qual o menor valor de n de forma 
que se possa garantir que será retirado pelo menos 
um par de bolinhas de cores diferentes? 


36) (IBMEC-2001) Numa caixa de bombons 
existem somente 20 bombons de licor, 15 
bombons de cereja e 10 bombons de uva. Qual a 
quantidade minima de bombons que uma pessoa 
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deve retirar da caixa, sem observar o sabor na 
embalagem, para ter certeza que retirou da caixa 
dois bombons de mesmo sabor? 

)6 b5 04 dDI 2 


37) (Sergipe-99) O professor Epaminondas, no 
primeiro dia de aula, apostou que, entre os alunos 
daquela classe, pelo menos dois fariam 
aniversário no mesmo dia do mês. O professor 
tinha certeza de que ganharia a aposta, pois 
naquela classe o número de alunos era maior ou 
igual a: 

a)15 b)32 c)28 d)31 e)30 


38) (Ceará-98) Prove que entre três números 
inteiros quaisquer podemos escolher dois, 
digamos a e b, tais que ab” — ba” seja divisível 
por 10. 


39) (São Paulo-2004) São dados 11000 pontos no 
interior de um cubo de aresta 15. Neste problema 
provaremos que existe uma esfera de raio unitário 
que contém em seu interior 6 dos pontos dados. 
Considere o cubo dividido em nº cubinhos iguais. 
a) Para que valores de n garantimos a existência 
de 6 pontos dados no interior de um dos cubinhos 
menores? 

a) Determine os valores de n para os quais os 
cubinhos correspondentes têm diagonal menor ou 
igual a 2 e conclua a demonstração. 


40) (Minas Gerais) Em um país, as distâncias 
entre todas as suas cidades são distintas duas a 
duas. Certo dia, de cada cidade parte um avião, 
com destino à cidade mais próxima. Demonstre 
que em nenhuma cidade aterrissaram mais de 5 
aviões. 


41) (Rio Grande do Norte-95) Qual é o número 
mínimo de pessoas que deve haver num grupo 
para que possamos garantir que nele haja pelo 


menos 5 pessoas nascidas no mesmo mês ? 
a)150 b)50 c)5” d)49 e) 120 


42) (Rio de Janeiro-96) Mostre que, independente 
de como são pintados (com duas cores distintas) 
os vértices de um polígono regular de 1995 lados, 
existem sempre três vértices da mesma cor que 
formam um triângulo isósceles. 


43) (Rio de Janeiro-98) 100 pessoas jogam a 
seguinte variação do jogo de bingo: Inicialmente, 
cada jogador escreve os números de 1 a 100 na 
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ordem que desejar. Em seguida, o diretor do jogo 
sorteia sucessivamente os números de 1 a 100 em 
qualquer ordem. Cada jogador ganha 1 real por 
cada número de sua seqüência que apareça na 
mesma posição na seqüência sorteada. Sabendo 
que todos os participantes receberam quantias 
diferentes, prove que algum deles recebeu 
exatamente 100 reais. 


44) (Brasil-81) Um clube de matemática tem 100 
membros. Suponha que em qualquer grupo de 4 
membros, exista um que conheça os outros três. 
Prove que existe um membro do clube que 
conhece todos os outros 99 membros. Qual o 
número mínimo de tais membros? 

(Obs: Se o membro A conhece o membro B, então 
o membro B também conhece o membro A.) 


45) (Brasil-84) Um curso tem 289 alunos, que 
devem ser distribuidos em 17 turmas iguais. O 
curso é dividido em vários períodos, e, no início 
de cada período, as turmas são redistribuídas, 
sempre com os mesmos alunos no curso e o 
mesmo número de turmas iguais. Dois alunos que 
já tenham estudado em uma mesma turma em 
algum período não devem nunca voltar a 
pertencer à mesma turma. Qual é o número 
máximo de períodos durante os quais é possível 
respeitar estas condições? 


46) (Brasil-97) Em uma urna há 28 bolas azuis, 20 
bolas verdes, 12 bolas amarelas, 10 bolas pretas e 
8 bolas brancas. Qual é o número mínimo de 
bolas que devemos sacar dessa urna para termos 
certeza que sacaremos pelo menos 15 bolas da 
mesma cor? 

A) 58 B) 59 C) 60 D) 71 E) 72 
47) (OBM-Jr 97) A professora de Matemática 
propôs o seguinte problema para seus alunos : 
"Marquem 6 pontos sobre uma circunferência. Eu 
quero que vocês pintem o maior número de cordas 
determinadas por estes pontos, de modo que não 
existam quatro dos pontos sobre a circunferência 
determinando um quadrilátero com todos os lados 
e diagonais coloridos." 

(a) Edmilson encontrou uma solução correta 
colorindo 12 cordas. Exiba uma maneira de como 
fazer isto. 

(b) Gustavo afirmou ter encontrado uma solução 
na qual pintara 13 cordas. Mostre que a solução 
de Gustavo não está correta. 
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48) (Brasil-98 Nível 2) Prove que em qualquer 
pentágono convexo existem dois ângulos internos 
consecutivos cuja soma é maior ou igual a 216º. 


49) (Brasil-99) Uma caixa contém 100 bolas de 
cores distintas. Destas, 30 são vermelhas, 30 são 
verdes, 30 são azuis e entre as 10 restantes, 
algumas são brancas e outras são pretas. O menor 
número de bolas que devemos tirar da caixa, sem 
lhes ver a cor, para termos a certeza de haver pelo 
menos 10 bolas da mesma cor é : 

A)31 B)33 C)35 D)37 E)38 


50) (OBM-2000) Uma caixa contém 900 
cartões, numerados de 100 a 999. Retiram-se 
ao acaso (sem reposição) cartões da caixa e 
anotamos a soma dos seus algarismos. Qual é a 
menor quantidade de cartões que devem ser 
retirados da caixa, para garantirmos que pelo 
menos três destas somas sejam iguais? 

a)51 b)52 c)53 d)54 e)55 


51) (OBM-2001) Em um tabuleiro retangular com 
6 linhas e 9 colunas, 32 casas estão ocupadas. 
Podemos afirmar que: 

a) Todas as colunas têm pelo menos 3 casas 
ocupadas. 

b) Nenhuma coluna tem mais 
ocupadas. 

c) Alguma coluna não tem casas ocupadas. 

d) Alguma linha tem pelo menos 6 casas 
ocupadas. 

e) Todas as linhas têm pelo menos 4 casas 
ocupadas. 


de 3 casas 


52) (Brasil Seleção Cone Sul-2001) Seja S um 
subconjunto de (1, 2, 3, ..., 2001) tal que não 
existem dois elementos de S cuja diferença é 4 ou 
7. Qual é o maior número de elementos que S 
pode ter? 


53) (Rioplatense-98) Prove que entre 101 
números inteiros positivos quaisquer, é possível 
escolher 11 deles cuja soma seja divisível por 11. 


54) (Rioplatense-98) Seja M um subconjunto de 
{1, 2, ..., 1998! com 1000 elementos. Demonstrar 
que sempre é possível encontrar dois elementos a 
e b de M, não necessariamente distintos, tais que a 
+ b é uma potência de 2. 


55) (Número de Ouro-97) Em uma reunião de 20 
pessoas existem exatamente 49 pares de pessoas 
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que se conheciam entre si. Prove que alguma 
pessoa conhecia no máximo 4 dos convidados. 


56) (Número de Ouro-98) Todos os vértices de 
um quadriculado 6x2 são coloridos de vermelho 
ou azul. Demonstre que podemos determinar 
algum retângulo com todos seus vértices da 
mesma cor. 


57) (J. I. R. McKnight-91) Seis pontos são 
escolhidos no espaço de modo que não existam 3 
pontos colineares e não existam 4 coplanares. 
Então os 15 segmentos de linha conectando aos 
pares estes pontos são pintados de vermelho ou de 
azul. Prove que algum triângulo possui todos os 
lados da mesma cor. 


58) (Wisconsin-96) Seja S um subconjunto do 
conjunto f1, 2, 3, ..., 1000) com a propriedade 
que nenhuma soma de dois membros distintos de 
S está contida em S. Determine o número máximo 
de membros do conjunto S. 


59) (Wisconsin-98) Dado um quadrado de lado 1, 
determine o maior número de pontos que é 
possível marcar no seu interior de modo a evitar 
que a distância entre quaisquer dois pontos seja 
menor que 1/2 unidades. 


60) (Sonorense México-90) Seja M um conjunto 
de 1990 inteiros positivos distintos, tais que 
nenhum deles tem um divisor primo maior a 26. 
Demonstre que M contem ao menos 2 elementos 
distintos cujo produto é um quadrado perfeito. 


61) (Sonorense México) Selecionam-se nove 
pontos aleatoriamente no interior de um quadrado 
de lado 1. Demonstrar que três destes pontos são 
os vértices de um triângulo cuja área é menor ou 
igual a 1/8. 


62) (México) Dos seguintes 34 números: 1, 4, 7, 
10, 13, .. 97, 100, elegem-se 19 deles. 
Demonstre que entre estes 19 sempre existem 2 
cuja soma é 104. 


63) (Bélgica-93) Em dezembro, durante as férias 
escolares, 20 colegas de classe enviam 10 cartões 
de Natal para 10 diferentes colegas (diferentes 
deles mesmos). 

a) Mostre que pelo menos dois colegas de classe 
trocaram cartões. 
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b) Suponha que a classe possua n estudantes, cada 
um enviando m cartões de Natal para m diferentes 
(diferentes deles mesmos). Qual a relação entre n 
e m para que ao menos 2 estudantes tenham 
trocado cartões. 


64) (Espanha-88) Quinze problemas, numerados 
de 1 a 15, são propostos em um certo exame, 


todos admitindo somente duas alternativas: 
verdadeiro ou falso. Sabe-se que nenhum 
estudante respondeu corretamente a dois 


problemas consecutivos. Se 1600 candidatos 
participaram do teste, prove que ao menos dois 
dos alunos responderam o teste da mesma forma. 


65) (Espanha-93) Em uma reunião existem 201 
pessoas de 5 nacionalidades diferentes. Sabe-se 
que, em cada grupo de 6, ao menos duas tem a 
mesma idade. Demonstrar que existe ao menos 5 
pessoas do mesmo país, da mesma idade e do 
mesmo sexo. 


66) (Espanha-94) Com 21 fichas de damas, umas 
brancas e outras negras, forma-se um retângulo de 
3x7. Demonstrar que sempre existem quatro 
fichas da mesma cor situadas nos vértices de um 
retângulo. 


67) (Espanha-99) Uma caixa contem 900 bilhetes, 
numerados de 100 a 999.  Retiram-se 
aleatoriamente (sem reposição) bilhetes da caixa e 
anota-se a soma dos dígitos de cada bilhete 
extraído. Qual é a menor quantidade de bilhetes 
que devem ser retirados, para garantir que ao 
menos três dessas somas sejam iguais? 


68) (Inglaterra-98) Um guichê de rodoviária 
vende passagens de ônibus para 200 destinos. Em 
um dia, passagens foram vendidas para 3800 
passageiros. Mostre que: 

a) existem ao menos 6 destinos tal que o número 
de passageiros que desceram neste destino é o 
mesmo; 

b) a afirmativa a) torna-se falsa se “6” for trocado 
por 7. 


69) (Inglaterra-75) Use o Princípio das Gavetas de 
Dirichlet para resolver o seguinte problema. Dado 
um ponto O no plano, o disco S, com centro em O 
e raio 1, é definido com conjunto de todos os 
pontos P no plano tais que |OP| < 1, onde OP é a 
distância de P a O. Prove que se S contem 7 
pontos tais que a distância entre quaisquer 2 
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pontos é > 1, então um dos pontos deve ser o 
ponto O. 


70) (Inglaterra-73) Nove pontos estão no interior 
de um quadrado de área 1. Prove que existe um 
triângulo de área < 1/8 tais que os vértices são 
três dos pontos. 


71) (Inglaterra-71) É dado um conjunto de n + 1 
inteiros positivos, nenhum deles excedendo 2n. 
Prove que ao menos um dos membros do conjunto 
deve dividir outro membro do conjunto. 


72) (Grécia-96) Dados 25 números naturais cujos 
divisores primos pertencem ao conjunto (2, 3, 5}, 
prove que existem 4 números cujo produto é a 
quarta potência de um inteiro. 


73) (Índia-95) Prove que entre 18 inteiros 
consecutivos de 3 dígitos existe pelo menos um 
que é divisível pela soma dos seus dígitos. 


74) (Moldávia-99) Cem números naturais são 
escritos consecutivamente em uma linha. Prove 
que sempre é possível escolher alguns números 
consecutivos da lista de tal maneira que a sua 
soma seja divisível por 100. 


75) (Moldávia-2000) Dado o número 2000, 
calcule a soma das décimas potências dos 
algarismos deste número e continue fazendo o 
mesmo com o número obtido e assim 
sucessivamente. Mostre que entre os números 
obtidos existem pelo menos dois números iguais. 


76) (Leningrado-88) Um líder de um jogo e 30 
jogadores escrevem, cada um, os números de 1 a 
30 em alguma ordem. Então, o líder compara as 
sequências. Um jogador apaga algum número de 
sua lista toda vez que este número aparecer no 
mesmo lugar que ocupa na lista do líder. Depois 
de feitas todas as comparações, cada jogador fala 
em voz alta a quantidade de números que não foi 
apagada. Todos os valores falados são distintos. 
Prove que ao menos um dos jogadores possui uma 
sequência de números que é igual (mesma ordem) 
a sequência do líder. 


77) (Rússia-65) a) Um certo comitê se encontrou 
40 vezes. Existiam 10 membros em cada 
encontro. Nenhum par de membros se encontrou 
duas vezes. Prove que existiam não mais do que 
60 membros no comitê. 
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b) Prove que é não possível construir mais do que 
30 subcomitês de 5 membros de um comitê de 25 
membros, com nenhum par de subcomitês 
possuindo não mais do que um membro em 
comum. 


78) (Geórgia-95) a) Cinco números distintos são 
escritos em uma linha. É sempre possível escolher 
3 destes números de modo que estejam escritos de 
forma crescente ou decrescente? 

b) É sempre possível fazer o mesmo, caso 
desejamos escolher quatro entre nove números 
distintos escritos em uma linha? 


79) (Rússia-81) Seis pontos são marcados dentro 
de um retângulo 3x4. Prove que existe um par de 
pontos cuja distância entre eles não é maior do 
que ()” É 


80) (International Talent Search) É possível 
separar aos pares os número 1, 2, 3, ..., 50 de tal 
maneira que a soma de cada par de números é um 
diferente número primo? 


81) (International Talent Search) Determine o 
menor valor de n para os quais é possível afirmar 
que: Em todo conjunto de n inteiros positivos, é 
sempre possível escolher sete números cuja soma 
é divisível por 7. 


82) (Áustria-Polônia-87) Pode o conjunto X = 41, 
2, ..., 3000} conter um subconjunto de 2000 
inteiros na qual nenhum membro de A é igual a 
duas vezes outro membro de A? 


83) (Cone Sul-2001) Três triângulos acutângulos 
estão inscritos em uma mesma circunferência, de 
modo que seus vértices são nove pontos distintos. 
Demonstre que se pode escolher um vértice de 
cada triângulo de maneira que os três pontos 
escolhidos determinem um triângulo cujos 
ângulos sejam menores que ou iguais a 90º. 


84) (Hungria-2000) O produto de 2001 inteiros 
positivos distintos possui exatamente 2000 
divisores primos distintos. Mostre que podemos 
escolher alguns destes 2001 números de modo 
que seu produto seja um quadrado perfeito. 


85) (Polônia-99) Dados os inteiros positivos a, < 
a2 < a; < ... < ajo} menores que 5050. Prove que 
existem quatro números distintos ay, aj, am, an tais 
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que o número a; + a, — am — an é divisível por 
5050. 


86) (Japão Seletiva IMO-91) Suponha que A é um 
inteiro positivo de 16 dígitos. Mostre que é 
possível determinar alguns dígitos consecutivos 
de A tal que o produto destes dígitos é um 
quadrado perfeito. 


87) (Torneio das Cidades-96) Oito estudantes 
foram convocados para resolver 8 problemas. 

a) Cada problema foi resolvido por 5 estudantes. 
Prove que é possível escolher dois estudantes tal 
que cada problema tenha sido resolvido por pelo 
menos um deles. 

b) Se cada problema tivesse sido resolvido por 2 
estudantes, então é possível não mais exista este 
par de estudantes. Prove isto. 


88) (Tomeio das Cidades-94) 60 crianças 
participam de uma colônia de férias. Entre 
qualquer conjunto de 10 crianças existem 3 ou 
mais que vivem na mesma barraca. Prove que 
existem 15 ou mais crianças que vivem na mesma 
barraca. 


89) (IMO-72) Dado todo conjunto de dez 
números distintos pertencentes ao intervalo 10, 
11, ... , 99, prove que nós podemos sempre 
determinar dois subconjuntos disjuntos com a 
mesma soma. 


90) (Brasil Seletiva IMO-2001) a) Encontre um 
conjunto A com dez inteiros positivos tal que não 
haja seis elementos distintos de A cuja soma é 
divisível por 6? 

b) É possível encontrar um conjunto com a 
mesma propriedade se trocarmos “dez” por 
“onze”? 


91) (Brasil Seletiva Cone Sul-95) Determine o 
menor inteiro positivo n com a seguinte 
propriedade: para qualquer escolha de n inteiros, 
há dois deles cuja soma ou diferença é divisível 
por 1995. 


92) (Brasil Seletiva Cone Sul-96) Dados 70 
números naturais distintos < 200, prove que 
existem 2 deles cuja diferença é igual a 4, 5 ou 9. 


E Capítulo 8. helações de Recorrência em Combinatória 
RELAÇÕES DE RECORRENCIA EM COMBINATORIA 


No capítulo 3 estudamos as relações de recorrências entre termos de uma segiiência numérica. 
Neste capítulo estudaremos uma das aplicações das relações de recorrência, que trata de resolver 
problemas de análise combinatória e probabilidade utilizando esta ferramenta. Por exemplo, suponha 
que você quer determinar a quantidade de palavras com n letras formadas a partir das letras A, Be C. 
Seja Xx, esta quantidade. Podemos raciocinar da seguinte maneira para formarmos todas as palavras com 
n letras: tome todas as palavras com n — 1 letras (existem Xn- 1 no total) e, à direita de cada uma destas, 
basta acrescentar uma das letras A, B ou C (3 possibilidades). Portanto, temos a seguinte relação entre Xn 
e Xn-1: Xn = 3.Xn-1, que é uma relação de recorrência que caracteriza uma PG. Portanto: Xn = x1.3” E 
Como x, = 3, então x, = 3”. 

O exemplo anterior é um caso simples de aplicação, onde existem conseguimos relacionar 
diretamente x, com Xn - 1. Em alguns casos as relações de recorrência são de ordem maior que 1 e 
algumas não são lineares. Observe com atenção os exemplos abaixo que tratam dos casos mais clássicos 
de aplicação de recorrência em análise combinatória. 


Exemplos: 


1) Determine o número de permutações de n elementos distintos. 

Solução: 

Seja xn O número de permutações com n elementos distintos. Para formar todas estas x, permutações 
basta escrever as Xn - 1 permutações com n — 1 elementos distintos e no final de cada uma delas 
acrescentar mais um elemento (n possibilidades). Logo, temos que x, = n.Xn 1- 

Assim: Xn = N.Xn-1 = n(n -— 1)xn-2 = n(n- 1)(n — 2)xn -3 = ... = n(n — D(n-2)...3.2.x1. 

Uma vez que x; = 1, então Xn =n!. 


2) Quantos subconjuntos há de um conjunto com n elementos? 

Solução: 

Seja Xn O número de subconjuntos de um conjunto A com n elementos. Seja y um destes n elementos do 
conjunto A. Podemos formar todos os xn subconjuntos de duas maneiras: 

1) os subconjuntos que não contém y: Xn- no total; 

ii) os subconjuntos de contém y: para tanto basta acrescentar o elemento y em cada subconjunto do 
conjunto A — {y}, que possui n — 1 elementos, ou seja, também existem X,- no total. 

Desta forma: Xn = Xn-1 + Xn-1 = 2.Xn- 1, que caracteriza uma PG. Logo Xn = x1.2º” E 

Desde que x; = 2 (subconjuntos unitário e vazio), então xn = 2”. 


3) (EPCAr-2005) Gastei tudo que tinha em 6 lojas. Em cada uma delas gastei um real a mais do que a 
metade do que tinha ao entrar nela. Com base nisso, pode-se afirmar que: 

a) inicialmente tinha 120 reais. 

b) ao entrar na 3º loja tinha 16 reais. 

c) gastei 8 reais na 4º loja. 

d) sobraram 4 reais ao sair da 4º loja. 

Solução: 

Seja xn a quantidade de dinheiro ao entrar na loja n (ou sair da loja n — 1). Pelo enunciado: 


Xa = Xp 17 a pf | es a ac | => E Ge do), 
2 2 2 


n-7 
Portanto, a sequência Xn + 2 é uma PG de razão 1/2: x, +2=(x, + 25) : 


n-8 
Como x7 = O então: ta=(5] -2 Se DO qo, 
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Assim, vamos analisar cada afirmativa: 

a) FALSO. xı = 28-2 = 126. 

b) FALSO. x; = 2° -2 =30. 

c) VERDADEIRO. x4- x5 = (2f - 2) - (2-2) =8. 
d) FALSO. x= 2° -2 =6. 


4) (ITA-71) Qual o maior número de partes em que um plano pode ser dividido por n linhas retas? 

a) nº bn(n+1D) oJn(n+D/2 d) (° +n + 2)/2 e) N.d.r.a. 

Solução: 

Evidentemente, a situação em que temos um maior número de partes ocorre quando não existem duas 
retas paralelas, ou seja, todo par de retas é concorrente. Suponha que já temos traçadas, de acordo com 
as condições anteriores, n — 1 retas no plano, dividindo este em xn ı partes. Traçando mais uma reta que 
intercepte todas as n — 1 já traçadas, podemos notar que entre quaisquer dois pontos de interseção 
consecutivos (contando os extremos) desta nova reta podemos associar uma mova parte do plano criada. 
Assim, podemos afirmar que Xn = Xn- 1 + n, onde x; = 2. 


x» =x +2 
x =x +3 
X3 =X2 +4 


Xn © Xn-1 +n 
Somando estas equações obtemos: 


2 2 
TEPE ETE q oi (UNE E ON e 


5) (IME CG-2003) Uma pessoa possui uma criação de abelhas, inicialmente com a abelhas. A taxa de 
natalidade anual dessa população de abelhas é constante e igual a p%. A cada ano morrem x abelhas 
dessa criação. A população das abelhas é igual ao produto q.a ao final de n anos. Determine o valor de x 
em função de q, n, p e a. 

Solução: 

Seja b, a quantidade de abelhas ao final de n anos. Pelo enunciado podemos concluir que durante o ano n 


nascem | 1+ b,., abelhas e morrem x abelhas. Logo: b, =| 1+ E ba -X 
100 100 


Podemos observar que b, f1 pon aeoe 100.x (12) e 100.x | 
100 p 100 p 


Esta última relação de recorrência caracteriza uma PG de razão í + 2) . Então: 


n-1 n-1 
E 100x _ b, 100.x [14 z) = E 100.x (i+ p ) | 100.x 
p p 100 p 100 p 


nl 
Como b, = q.a temos que: qa =| a at í yae ) + TUOS 
p 100 p 


n-l n- n- n-1 
ga=a(1+ E) nf, 2) „100x _ 100x|f 100) la (E) ale 
100 p 100 p p p 100 
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6) (OBM-97) Os vértices de um decágono regular convexo 4BC...J devem ser coloridos usando-se 
apenas as cores verde, amarela e azul. De quantos modos isso pode ser feito se vértices adjacentes não 
podem receber a mesma cor? 
a)1022 t)1024 c)1026 d)1524 e)1536 
1º Solução: 
Seja xn O número de maneiras de pintar os n vértices de um polígono regular de modo que vértices 
adjacentes não recebam a mesma cor. Para pintar o 1º vértice existem 3 possibilidades. Para pintar o 2º 
vértice existem 2 possibilidades. Para pintar o 3º vértice existem 2 possibilidades, assim por diante. 
Eliminando a restrição do último vértice não possuir a mesma cor do primeiro, existem 3.2" ~ ! 
possibilidades. Os casos em que o primeiro e o último vértice possuem a mesma cor podem ser 
analisados considerando que estes vértices são o mesmo vértice. Assim, para este caso existem x, 1 
possibilidades. Portanto: xn = 3.2"! - xn- 1, ondex,=0€ex,=6. 
Observe que: xn = 3.27! =x 137 — (3.27? —xn-2) DM Ra 3.2", 
Analisando somente os índices pares podemos escrever: 
X4— X9 = 3.2? 
X6 — X4 — 30. 
Xg — X6 7 3.26 


Xon — Xan -2 = 3.27? 
Somando estas expressões obtemos: x2n — X2 = 3.2? + 3.24 +3.26 +... +3.27? > 
2,4n-1 
Xan —6= an) > xmn=22+2. 
4-1 
Paran = 5: x10 = 2! +2 = 1026. 
2° Solução: 


Seja Xn O número de maneiras de pintar os n vértices de um polígono regular de modo que vértices 
adjacentes não recebam a mesma cor. Inicialmente vamos pintar, seguindo o sentido horário, do 
primeiro ao penúltimo vértice. Se o penúltimo vértice for de uma cor diferente do 1º vértice (onde 
existem Xn - 1 possibilidades de pintura), temos somente uma possibilidade para pintar o último vértice. 
Se o penúltimo vértice for pintado da mesma cor que o primeiro (x, - 2 possibilidades), existem duas 
possibilidades para pintar o último vértice. Assim, temos que Xn = Xn- 1 + 2.Xn-2, com xı = 0ex2:=6. A 
equação característica desta equação de recorrência é x? — x — 2 = 0, cujas raízes são 2 e — 1. Logo: 

Xn = A.2” + B- 1)”, n 2 1. Como x; = 0 e x? = 6, então 2A — B = 0 e 4A + B = 6, onde obtemos A = 1 e 
B =2. Portanto: xn = 2”+2( 1)" > x=2®+2 = 1026. 


7) (Áustria/Polônia-98) Considere n pontos P1, P2, ..., Pa pertencentes nesta ordem a uma reta. Deve-se 
pintar estes pontos de branco, vermelho, verde, azul ou amarela. Uma coloração é admissível se cada 
dois pontos consecutivos P;, P;+ 1 (G = 1, 2, ..., n — 1) são ambos da mesma cor ou ao menos um deles é 
branco. Determine o número de colorações admissíveis. 
Solução: 
Definimos três segiiências (an), (bn) e (Xn) das seguintes formas: 

1) an = número de maneiras de pintar de modo que o último ponto seja branco; 

11) by = número de maneiras de pintar de modo que o último ponto não seja branco; 
iii) Xn = número total de maneiras de pintar. 
Claramente, pelas definições, temos Xn = an + bn (1) 
Inicialmente, podemos observar que todas as formas de pintar n pontos em que o último ponto é branco 
podem ser obtidas a partir das colorações de n — 1 pontos bastando pintar o último ponto de branco. 
Logo, concluímos que: an =Xn-1 (2) 
Por outro lado, as colorações possíveis de n + 1 pontos podem ser obtidas de duas maneiras: 

1) a partir das colorações de n pontos cujo último ponto é branco, bastando acrescentar mais um ponto 
de qualquer cor (5 possibilidades); 
ii) a partir das colorações de n pontos cujo último ponto não é branco, bastando acrescentar mais um 
ponto de cor branca ou da mesma cor que o último ponto da segiiência (2 possibilidades); 
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Portanto, concluímos que x, + 1 = 5an + 2bn (3) 


X n+ -5X1 


5 (4) 


Substituindo a equação (2) na equação (3) obtemos xn+1=5Xn-1+2b, > b,= 


XH T 5X p= 
2 

A equação característica desta equação de recorrência é x? — 2x — 3 = 0, cujas raízes são 3 e — 1. 

Assim, podemos afirmar que: Xn = A.3º + B(- 1)”. 

Pelas regras de coloração temos que x, = 5 ex, = 13. 


Substituindo as equações (4) e (2) em (1): x, =X,.1+ > Xn+1—2Xn— 3Xn-1 =Q. 


1 
Logo: 3A -B=5e9A+B=13 > A-SeB-——. 
n+l n+l 
Deste modo, temos que: Eee E 1 ,neIN,nel. 


8) (Báltica-94) Determine quantos inteiros existem satisfazendo as três condições: 

a) Todos os dígitos do número pertencem ao conjunto {1, 2, 3, 4, 5%; 

b) O valor absoluto da diferença entre dois dígitos consecutivos é 1; 

c) O inteiro possui 1994 dígitos? 

Solução: 

Sejam: 

an = número de inteiros com n dígitos que acabam em 1 ou 5; 

bn = número de inteiros com n dígitos que acabam em 2 ou 4; 

Cn = número de inteiros com n dígitos que acabam em 3. 

Perceba que todo inteiro com n dígitos que acabe em 1 ou 5 pode ser obtido a partir de um inteiro com 
n — 1 dígitos que acabe em 2 ou 4, bastando para isso colocar à sua direita 1 (caso o número com n — 1 
dígitos acabe em 2) ou colocar à sua direita 5 (caso o número com n — 1 dígitos acabe em 4). Assim, 
concluímos que an=bn-1 (1) 

Analogamente temos que cn =bn-1 (2) 

De (1) e (2) concluímos que an = cn (3) 

Um número com n dígitos que acabe em 2 ou 4 pode ser obtido de duas formas a partir de número de 
n— 1 dígitos: 

1) se o número de n — 1 dígitos acabar em 1 ou 5 acrescenta-se à sua direita 2 ou 4, de acordo coma 
condição b; 

ii) se o número de n — 1 dígitos acabar em 3 acrescenta-se à sua direita 2 ou 4, ou seja, existem duas 
possibilidades; 

Assim, temos diretamente que bn =an-1 +2cn-1 (4) 

De (3) e (4) concluímos que bn = 3an-1 > bi=3bn.» (5) 

Como b; = 2 eb; = 4 temos: b;=12 bs=18 bs = 36... onde temos duas PG’s, uma para índice par e 
outra para impar. 


n-2 n- 
Assim, sen é par temos b, =4.3 ? esen é ímpar temos b, =237. 
i 
Para n par temos a, =c, =b ,1=2.3 ? 
i2 i2 n i2 
Assim, para n par: x, =a, +b, +c, =2.3 ? +432 423? > x, ,=83? 


Portanto, para n = 1994 temos x1994 = 8.3*º. 
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Exercícios 


1) (IME-83) Uma rua possui um estacionamento 
em fila com N vagas demarcadas junto ao meio- 
fio de um dos lados. N automóveis, numerados de 
l a N, devem ser acomodados, sucessivamente, 
pela ordem numérica no estacionamento. Cada 
carro deve justapor-se a um carro já estacionado, 
ou seja, uma vez estacionado o carro 1 em 
qualquer uma das vagas, os seguintes se vão 
colocando imediatamente à frente do carro mais 
avançado ou atrás do carro mais recuado. Quantas 
configurações distintas podem ser obtidas desta 
maneira? A figura abaixo mostra uma das 
disposições possíveis. 


Ee e EE! 


2) (IME-2002) Quatro cidades, A, B, C e D, são 
conectadas por estradas conforme a figura abaixo. 


A 
10 km 
B 10 km 
10 NA 
D 
Quantos percursos diferentes começam e 


terminam na cidade A, e possuem: 
(a) exatamente 50 km? 
(b)n x 10 km? 


3) a) Ache o número de inteiros positivos com n 
algarismos nos quais algarismos adjacentes não 
sejam iguais. 

b) Existem quantos números pares satisfazendo 
a)? 


4) Um alfabeto possui cinco letras: a, b, c, d, e. 
Nesse alfabeto, existem quantas palavras de n 
letras com um número par de a's? 


5) Seja f(n) o número de palavras com n letras, 
sem zeros vizinhos, formadas a partir do alfabeto 
{0, 1, 2}. Encontre uma recorrência para f(n). 


6) Determine quantos inteiros positivos de n 
algarismos existem, formados apenas pelos 
dígitos 1, 2 e 3, de modo que o valor absoluto da 
diferença de dois dígitos consecutivos seja igual a 
Ooul. 
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7) Determine uma relação de recorrência para o 
número de maneiras de formar palavras com n 
letras utilizando o alfabeto fa, b, c, d} se as letras 
ae b não devem aparecer juntas? 


8) Determine o número de palavras formadas a 
partir do alfabeto (A, B, C, D} possuindo um 
número par de A”s? 


9) Qual a probabilidade de obter um número 
ímpar de seis quando são jogados n dados? 


10) Ao subir a escada de seu prédio, José às vezes 
sobre dois degraus de uma vez e às vezes sobe um 
de cada vez. Sabendo que a escada tem 8 degraus, 
de quantas maneiras diferentes José pode subir a 
escada? Você consegue generalizar para o caso de 
uma escada com n degraus? 


11) Um estudante arremessa uma moeda e se 
obtém cara marca um ponto e se obtém coroa 
marca dois pontos. Calcule a probabilidade que o 
estudante alcance exatamente n pontos em algum 
instante em uma segiiência de n arremessos da 
moeda. 


12) Determine a quantidade de subconjuntos de 
il 2, n} que não possuem números 
consecutivos. 


..., 


13) Determine o número de maneiras diferentes 
de se cobrir um tabuleiro 2x2 com dominós 2x1 
iguais. 

14) Mostre que existem 2"! maneiras de arranjar 
os inteiros 1, 2, ..., n em uma linha de modo que, 
exceto pelo primeiro, todo número difere do 
número imediatamente à sua esquerda por + 1 ou 
—1. 


15) Uma sonda espacial descobriu que um 
material orgânico em Marte possui DNA 
composto de cinco símbolos, denotados por (a, b, 
c, d, e}, ao contrário dos quatro componentes do 
DNA terrestre. Os quatro pares cd, ce, ed e ee 
nunca ocorrem consecutivamente em um código 
do DNA de Marte, mas qualquer outro código que 
não possuem estes pares são possíveis. Por 
exemplo, bbcda não é permitido, mas bbdca é 
permitido. Determine uma relação de recorrência 
para a quantidade de códigos possíveis de 
comprimento n? 
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16) Denotemos por B(n) o número de partições de 
n em partes que são potências de 2. Por exemplo, 


B(6) = 6, porque: 
1+1+1+1+1+1=1+1+1+1+2=1+14 
2+2=1+1+4=2+2+2=4+2. 

Prove que: 


a) B(2n + 1) = B(2n) para todo n> 1; 
b) B(2n) = B(2n — 2) + B(n) para todo n > 1; 


17) Seja A = (1, 2, ..., n). Dada a função fASA, 
suponha que an é o número de funções f injetoras 
tais que f(f(x)) = x, V x e A. Determine uma 
relação de recorrência da sequência an. 


18) (Itália-96) Dado o alfabeto com três letras a, 
b, c, encontre o número de palavras com n letras 
contendo um número par de a’s. 


19) (Noruega-96) Quantas contas de banco de 11 
dígitos existem usando apenas os dígitos 1 e 2, 
tais que não ocorram dois 1ºs consecutivos? 


20) (OBM-99) José tem três pares de óculos, um 
magenta, um amarelo e um ciano. Todo dia de 
manhã ele escolhe um ao acaso, tendo apenas o 
cuidado de nunca usar o mesmo que usou no dia 
anterior. Se dia primeiro de agosto ele usou o 
magenta, qual a probabilidade de que dia 31 de 
agosto ele volte a usar o magenta? 


21) (Bélgica-97) Considere todos os inteiros 
consistindo de n dígitos, cada um escolhido do 
conjunto (1, 2, 3, 4}, tais que nenhum dígito 3 
aparece à direita de um dígito 4. Por exemplo, 
quando n 6, os inteiros 123314 e 113424 
satisfazem, enquanto que 114234 não. Seja an o 
número de tais inteiros com n dígitos. Que 
expressão vale para todo n e IN? 

a) an+1 =4an— 1 b) an +1 de= 
c)an+2=2an+1t6an d)an+s2=4an+1— 3(an)/2 
e) an+1 = 3an +3” 


22) (Irlanda-97) Seja S o conjunto de todos os 
números naturais n satisfazendo as seguintes 
condições: 

(a) n possui 1000 digitos; 

(b) todos os dígitos de n são ímpares; 

(c) o valor absoluto da diferença entre dois digitos 
adjacentes de n é 2. 

Determine o número de distintos elementos de S. 
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23) (Áustria-87) Considere um alfabeto 
consistindo de 3 letras: a, b e c. Quantas palavras 
de n letras existem com as seguintes propriedades: 
1) a palavra inicia e termina com a letra a; 

ii) posições vizinhas devem ser ocupadas por 
letras distintas. 


24) (Hungria/lsrael-97) Quantas segiiências 
distintas de tamanho 1997 podem ser formadas 
usando cada uma das letras A, B, C um número 
ímpar de vezes (e nenhuma outra)? 


25) (OBM Univ-2001) Um ratinho ocupa 
inicialmente a gaiola 4 e é treinado para mudar da 
gaiola atravessando um túnel sempre que soa um 
alarme. Cada vez que soa o alarme o ratinho 
escolhe qualquer um dos túneis incidentes a sua 
gaiola com igual probabilidade e sem ser afetado 
por escolhas anteriores. Qual a probabilidade de 
que após o alarme soar 23 vezes o ratinho ocupe a 
gaiola B? 


26) (Romênia-98) Uma palavra de comprimento n 
é uma sequência ordenada x1X>...Xn, onde x; é uma 
letra do alfabeto fa, b, c}. Denote por A, o 
conjunto de palavras de comprimento n que não 
contém bloco x;x;+1,1=1,2,..,n-— 1, da forma 
aa ou bb e, por B, o conjunto de palavras de 
comprimento n nas quais nenhuma das 
subsegiências xXx; + 1X+21=1,2,.,n-2 
contém todas as letras a, b, c. 

Prove que |Ba + 1) = 3/Anl. 


27) (China-91) Seja an o número de inteiros 
positivos formados a partir dos dígitos 1,3 e 4 e 
suja soma dos dígitos é igual a n. Determine uma 
relação de recorrência para an. 


28) (Ucrânia-96) Seja M o número de todos os 
inteiros positivos que possuem n dígitos 1, n 
dígitos 2 e nenhum outro dígito em sua 
representação decimal. Seja N o número de todos 
os inteiros positivos de n dígitos possuindo 
somente os dígitos 1, 2, 3 e 4 em sua 
representação decimal onde o número de 1's é 
igual ao número de 2ºs. Prove que M =N. 
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MATRIZ 
I. INTRODUÇÃO 


Na representação literal de um sistema de equações lineares usamos as últimas letras do alfabeto 
para simbolizar as incógnitas e as primeiras letras indicam os coeficientes dessas incógnitas e os termos 
independentes. Assim para um sistema com duas equações e duas incógnitas teríamos a representação 

ax + by =m 
cx+dy=n 

O que fazer entretanto se o sistema tivesse 30 equações e 40 incógnitas? Para solucionar este 
problema foi sugerido que os coeficientes fossem representados por uma única letra dotada de um duplo 
índice, o 1° representando ordem da linha (equação) e o 2° a ordem da coluna (incógnita); as incógnitas e 
os termos independentes seriam dotados de um único índice que indicaria a ordem da coluna ou linha 
correspondente. 

Assim o sistema anterior teria a representação | a11X1 + dz = C1 

a21X1 +d22X2 = C2 
No sistema identificamos três tabelas. 


X] Cj 


ag a 
A = LI i (tabela dos coeficientes); X = í ] (tabela 
a21) a22 C2 
dos termos independentes). É bom observar que estas tabelas chamadas matrizes podem ser 
representadas entre colchetes. 


] (tabela das incógnitas); C = 


X2 


Ex: A = E | Usaremos entretanto a 1º representação. Posteriormente veremos 
a21 a22 

justificativa para a representação matricial de um sistema linear como AX = C. O uso dessas tabelas 

onde os elementos são dispostos em linhas e colunas é muito difundido mesmo fora do campo 

matemático. Assim, o conceito de matriz aparece no cartão da loteria esportiva, na tabela de um 

campeonato, no quadro representativo da produção de uma fábrica, etc. 


Il. MATRIZES 


2.1. Definição: Chama-se matriz de ordem m x n a um conjunto de mn elementos dispostos em uma 
tabela com m linhas e n colunas. 

Sem = 1 a matriz é dita matriz-linha ou vetor-linha e se n = 1 ela será dita matriz-coluna ou 
vetor-coluna. 

Os elementos de uma matriz podem ser números reais ou complexos, polinômios, funções, 
vetores, matrizes, etc... 

São exemplos de matrizes: 


2i 
2-3 
A= F , matriz tipo 2 x 2; B= (1 2 4) matriz linha 1 x 3; C=|3+1| matriz coluna 3 x 1 
4 
1 
D=|5 senx COSX | matriz 2 x 3 
2 4 tgx 


Em nosso estudo os elementos das matrizes em geral serão números reais ou complexos. 
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dj dj `o Am 
E à azi a27 #0 ajn PONER. 
2.2. Representação de uma matriz A de ordem m x n: A = . Sinteticamente 
Am Am? amn 


teríamos A = (aij)mxn- 


2.3. Classificação das matrizes: Se m = n a matriz é dita quadrada e se m + n ela será dita retangular. 
Nos exemplos dados no item 2.1 temos que A é uma matriz quadrada enquanto que as outras são 
retangulares. 


2.4. Traço de uma matriz quadrada: Nas matrizes quadradas os elementos de índices iguais 
constituem a diagonal principal da matriz e a soma desses elementos chama-se traço da matriz. A outra 
diagonal da matriz chama-se diagonal secundária. 


1 2 -3 
Ex: Em A=| 4 5 6 | temos que: 
-7 8 9 


1. Diagonal principal: (1, 5, 9) > tr(A)=(1+5+9)= 15 
2. Diagonal secundária: (-3, 5, —7) 


2.5. Matrizes fundamentais: 


2.5.1. Matriz nula: Seja A = (a;)mn com a; = 0 V i e Vj. Então A será dita matriz nula e será 
representada por Omxn ou simplesmente 0. 
0 0 
0 0 
Ex DOso=|0 0 Ex 2)0= qo 
0 0 


2.5.2. Matriz identidade: É uma matriz quadrada onde os elementos de mesmos índices são iguais a 1 
(um) e de índices diferentes são nulos. Representa-se por In ou simplesmente I. 


10 0 
Ex:6G=|0 1 0 
0 0 1 


2.6. Determinação de uma matriz: 
Em muitos casos (ver matrizes item 2.5) o elemento genérico a; de uma matriz A obedece uma 
f : l se 12] 
lei. Por exemplo: obter a matriz A = (a;ij)sx2 onde a; = wo 
2 se i=j 
Solução 
dj diz 
(1) Escrevendo a matriz geral 3 x 2 temos: A=|a,, az 


a3] &32 


(11) Substituindo-se em A os valores de a; obtidos pela lei temos: A = 


ao = N 
ao N =e 
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2.7. Igualdade Matricial: 
Definição: Dadas duas matrizes de mesma ordem A = (aij)mxn € B = (bij)mxn, diremos que A =B <s 
aij =b; Vie Yj. 


2 0 2 log, 1 0 2 
Ex: Dados A = ,B= eC= temos que: 
1 4 loga 4 1 4 


1) A = B pois loga 1 = 0 e loga a = 1 e portanto a;j bij Vi e Vj 
2)A#C pois aii É C11 


2.8. Operações com matrizes 

Ao utilizar matrizes surge naturalmente a necessidade de efetuarmos certas operações. Por 
exemplo, consideremos as seguintes tabelas que representam as produções de uma fábrica de carros 
tipos A, B, C e D nos primeiros trimestres de 97 e 98: 


PRODUÇÃO NO 1° TRIMESTRE DE 1997 
Meses A B C D 
D Janeiro 1800 1200 800 700 
Fevereiro 2000 1000 850 800 
Março 1700 1100 900 900 
PRODUÇÃO NO 1º TRIMESTRE DE 1998 
Meses A B C D 
ID J aneiro 700 1400 600 1000 
Fevereiro 1300 800 700 800 
Março 1200 900 800 900 


Para montar uma tabela que dê a produção por tipo de veiculo e por mês nos primeiros trimestres 
de 1997 e 1998, conjuntamente, teremos que somar em cada linha e coluna os elementos 
correspondentes ou seja: 


PRODUÇÃO CONJUNTA 97/98 
Meses A B C D 
1D Janeiro 2500 2600 1400 1700 
Fevereiro 3300 1800 1550 1600 
Março 2900 2000 1700 1800 


Sendo a produção do 1° trimestre de 99 a metade da produção do 1° trimestre de 98. temos a 
tabela IV. 


PRODUÇÃO PARA 1° TRIMESTRE/99 
Meses A B C D 
IV) Janeiro 350 700 300 500 
Fevereiro 650 400 350 400 
Março 600 450 400 450 


Observando as quatro tabelas acima, verificamos duas operações com matrizes: adição (tabela II 


= tabela I + tabela II) e multiplicação por um número (tabela IV = 5 tabela IN). Estas operações serão 


definidas formalmente a seguir: 
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2.8.1. Adição: 
Definição: Dadas duas matrizes de mesma ordem A = (aij)mxn € B = (bij)mxn chama-se matriz soma A + B 
a matriz C = (Cij)mxn tal que cij = aj + bj Vi e Vj. 


1 6 3 2 8 —4 
Ex1: Dados A = eB= temos que 
4 -2 5 3 7 0 


1+2 648 3-4) (3 14 1 
C=A+B= = 
TEES A & 5 


Zod 023 
Ex2: Sejam A = E | e B= Ê E J neste caso A + B não existe pois as matrizes não são de 


mesma ordem. 


2.8.2. Propriedades da adição matricial: 

1) Fechamento: C = A + B é da mesma ordem de A e B 

2) Comutativa: A+B=B+A 

3) Associativa: A+(B+C)=(A+B)+C 

4) Elemento neutro: para o conjunto das matrizes m x n é a matriz nula Oman tal que A +O=0O+A=A. 
5) Matriz oposta ou inversa aditiva: Toda matriz A = (aij)mxn tem uma matriz oposta (-A) tal que 
A + (A) = A) + A = Omxn- 

É fácil observar que estas propriedades são idênticas as propriedades da adição de números reais. 


2.8.3. Subtração matricial: 
A-B=A+(-B) 


f l í 3 z E a E 1 ] p 3 ] 
Ex: A= eB= SA-B=A+(-B)= + = 
3 0 -2 4 3 0 2 EA 5 —4 


2.8.4. Multiplicação de um número por uma matriz (multiplicação escalar) 
Definição: Dado um número a e uma matriz A = (aij)mxn chama-se múltipla escalar de A a matriz B = 
(bij)mxn onde bij =Q dij Vie Vj. 


2 3 4 2 3 4 6 9 12 
Ex: Dados a = 3 e A = > 3A =3 = 
0 -1 5 0 -1 5 0 -3 15 


2.8.4.1. Propriedades da multiplicação escalar: Sejam x, y números e A e B matrizes de mesma 
ordem. Então são válidas as afirmações: 

Dx (A) = (xy) A 

2)x(A+B)=xA +xB 

3) (x+y) A=xA+yA 


4) (-1)A=-A 
5)0.A=0 
6)1.A=A 


2.8.5. Multiplicação matricial: 

Um médico receitou para um cliente três tipos de medicamentos. Do tipo A deveria tomar 20 
cápsulas, do tipo B, 15 e do tipo C, 40. Se os custos de cada cápsula são respectivamente 1,00, 2,00 e 
3,00 reais, pergunta-se qual o valor total da receita? 

Solução: 
(20 x 1,00) + (15 x 2,00) + (40 x 3,00) = 20,00 + 30,00 + 120,00 = 170,00 
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E fácil observar que poderíamos ter chegado a este resultado multiplicando a matriz linha 1 x 3 
dos medicamentos pela matriz coluna 3 x 1 dos preços ou seja: 


1,00 
(20 15 40) | 2,00 | = (20 x 1,00 + 15 x 2,00 + 40 x 3,00) = (170,00) 
3,00 


Podemos então estabelecer a definição do produto de matriz linha 1 x n por uma matriz coluna n x 1. 
Teremos: 


by 


b 
2.8.5.1. Dada uma matriz linha 1 x n, A = (aj a12 ... ain) e uma matriz coluna n x 1, B = 2! | chama-se 


nl 
n 
produto A . B à matriz 1 x 1, C = (a1; b11 + a12 b21 +... + ain bni) = Danda 
k=1 
Exemplos: 
1 
a)(213).|0|=(2.1+1.0+3.6)=(20) 
6 
1 
b)(4013).|2] não existe pois a 1º matriz é 1 x 4 enquanto que a 2° é 3 x 1 ou seja o número de 
5 


elementos da matriz linha é diferente do número de elementos da matriz coluna. 


2.8.5.2. Caso Geral: Dadas A = (aij)mxp € B = (bij)pxn chama-se produto A x B a matriz C = (Cij)mxn onde 
o elemento cj é obtido pela soma dos produtos elementos da i-nésima linha de A pelos elementos 
correspondentes da j-ésima coluna de B. Assim sendo teríamos que cij = a; bi; + a; b2j +... + aip bp = 


ambas i € {1,2,...m} ej € {1,2,...n}. 
k=1 


41 a2 b b ab +a12b2] aj1b12 +a12b22 
. 2 1 Do |. 
Ex:A.B=|a,, ag |. l = |a2by +a22b2] azıbi2 +a22b77 


a31 32 d3/0/1 ta32021 &31012 + a32022 
Podemos usar um dispositivo prático 
bi by 
A.B 
bi bz 


an az|anbitaib21  amnbiztaba 
azı az | a21b11+a22b21 azibiztazobo> 
azı as |asibirtasabo, a3ıbı2+a32b22 


É importante observar que: 


1) A condição para que A x B exista é que o número de colunas de A seja igual ao número de linhas de 
B. Assim sendo no exemplo anterior não existiria o produto B . A. 


2) A multiplicação é sempre feita 2linha da 1º matriz x coluna da 2º matriz. 
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3) A ordem de A x B será dada pelo número de linhas de A x número de co3lunas de B. No exemplo 
dado A x B é de ordem 3 (linhas de A) x 2 (colunas de B). 


2.8.5.3. Propriedades: Partindo da condição de que A, B e C são matrizes compatíveis para a 
multiplicação teremos que: 

1) A (BC) = (AB) C (Prop. Associativa) 

2) 

2.1) A (B+C) = AB+ AC 

2.2) (B+C) A = BA + CA (Prop. Distributiva) 

3) AB z BA geralmente (não é comutativa) 


4) AB = AC & B =C (não existe a lei do corte) 


S)A.B=02A=00uB=0 
6) k (AB) = A (kB) = (kA) B, sendo k um número 


É útil observar que para as matrizes quadradas de ordem n teremos: 

7) A matriz identidade I, é elemento neutro ou seja AI = IA = A 

8) Algumas matrizes A = (a;j)nxn tem inversa multiplicativa ou seja A . AA AS, (Veja exercício 
9) 


2.8.6. Potência de matrizes: Seja uma matriz quadrada A não nula de ordem n. 
Então Aº = he At= ABI A Yk e N*. Se A é nula então Na = A Yn e N*. 


1 2 Z 
Ex: Dada A = 30 calcule A”. 


Solução: 

É 2 

3 0 a (7 2 
AE = -f j 
3 0/3 6 


Observe que os elementos de A? não foram obtidos elevando-se os elementos de A a 2º potência. 
Exemplos 


3x+4y=5 


1) (M.L.C-82) Escreva sob forma matricial o sistema | 5 6 
x-y= 


4 NA x 
; a das incógnitas X = | 


] e a dos termos 
y 


Solução: A matriz dos coeficientes será A = 5 


5 3 4 5 
independentes C = G . Assim teríamos: f ] q = R ou sinteticamente AX = C. 


2 8 

2) (M.L.C-98) Dada a matriz A=|—1 4 O |, calcule: 
3 6 -5 

2.1) 2 azı + a13 + as 

2.2) traço de A 

Solução: 
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2.1) 2 azı + a3 + a33 = 2 (3) + 5 + (-5)= 6 
2.2) tr (A) = aıı + a22 + a33 =2 +4 +(-5)=1 


3) (PUC-74) A matriz quadrada A de ordem 2 tal que aij = (-1).i.jé: 


a21 a22 
Pela lei temos: an = (-1)1!. 1. 1=1; an= (CD. 1.2=-2; an =(-1)!.2.1=-2; 


x 5 „a [Md 
Solução: A matriz geral A de ordem 2 será: A = 


1 -2 
a = (el 2.2 = 4; lo oA= 
2=(-1) g de a 


i 5x 8 10-y 8 a 3 . 
4) (Bahia-78) Sendo = então x e y são respectivamente: 
10 1 10 6x-y 


Solução: Pela definição de igualdade de matrizes temos: 
5x=10-y 5x+y=10 
>> 
6x-y=1 6x-y=1 


>llx=11>x=l 
Substituindo x = 1 na 1° equação > y=5 


5) (Amazonas-74) M e N são matrizes quadradas de ordem 2 e tais que: 


M+N= E i eM-N= 5 al Então o elemento my; é: 


Solução: 
-1 3 
M+N= 


3 1 
M-N= 
e 


1 2 0 1 3 1 
6) (M.L.C-85) Dadas as matrizes A = E | B= | eC= 5 ] pede-se resolver a equação: 
2A +3B-2X=4C. 
Solução: Como X não está multiplicando outra matriz a equação pode ser resolvida como se fosse uma 
equação comum do 1º grau: 2X =2A +3B-4C > 


neo Deo Jp JE PEE JE 3) 


7) (Fuvest-77) Considere as matrizes: 

1) A = (a;)sx definida por aj = 1—) 

2) B = (bij)7xo definida por b; = i 

3)C=A.B 

O elemento c63 é: 

Solução: C existe pois número colunas de A = número de linhas de B = 7 e é de ordem 4 x 9 ou seja terá 
4 linhas apenas, logo o elemento c63 não existe pois estaria situado na 6º linha de C. 


8) Mostre, usando exemplos que: 
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8.1) A. B + BA geralmente 
8)A.B=02A=00uB=0 
8.3) AB=AC&B=C 

89 4A2=084A=0 


z 1 2 10 8 
Solução: Sejam A = 3 ,B= , temos que 


6 -5 -4 
10 8 1 2 

A.B= k 4 eB.A= | 3 6 
1 2 | 0 0 10 8| 34 68 

3 6j0 0 -5 -4| -17 -34 


Portanto: 8.1 e 8.2 estão respondidas. 


OBS.: Quando AB = 0 sem que A = 0 ou B = 0 as matrizes são ditas divisoras da matriz nula. 


; 1 2 10 8 0 0 0 0 
2) Sejam A = ,B= eC= ,A. B= ,A.C= 
3 6 -5 —4 0 0 0 0 


mas B # C (8.3) 


gE BE 

D soaa= [ É Eq f |  eA#0(84) 
Eao 
1 4/00 


0 0 
0 0 


| 


É útil observar em 8.1 que certas matrizes quadradas, comutam na multiplicação (Veja exercício 25). 


3 7 3 


1 2 1 ; E en 
9) Dadas as A = ] e B = encontre, se existirem, suas inversas multiplicativas ou 


simplesmente inversas: 
Solução: 1) Se a inversa de A existe > A . A =I. 


E A [XxX y -1 _ 
Seja A a r]. Logo A.A = | x y 
t Z 
1 2 |x+2t y+2z 
3 7 [SERIE 3y+7z 


x+2t=1 y+2z=0 
II > 
3x+7t=0 


e 

3x+7t=0 3y+7z=1 
y+2z=0 —3y-—-62=0 
> 

3y+7z=1 3y+7z=1 


resolvendo (I) temos: | 


Resolvendo II): | 


ED ce AR a À dice X y 

2) Seja B -(; ses = | t $ 
1 2 |x+2t y+2z 
3 6 |3x+6t 3y+6z 
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3x+7t=0 


<) 


x+2t=1 Ro pr 


7 
-3 


x=7 
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= 0=-3 (impossível) . B'! não existe. 


e x+2t=1 -3x -6t = -3 
como B.B = Itemos > 


3x+6t=0 3x+6t=0 


Observação: Quando uma matriz tem inversa ela é dita inversível ou não singular, caso contrário ela 
será dita não inversível ou singular. Posteriormente quando estudarmos determinantes veremos a 
condição necessária e suficiente para que uma matriz quadrada A tenha inversa multiplicativa ou 
simplesmente inversa. Também veremos outros métodos para calcular A |. 


10) (M.L.C-86) Dadas as afirmações 

1) Sendo A, B e C matrizes compatíveis para multiplicação, temos A (BC) = (AC) B. 

2) Sendo A e B matrizes quadradas de ordem n então (A + B) (A — B) = AB, 

3) Sendo A = (aij)mxn € como A . In = A então In será o elemento neutro do conjunto das matrizes de 
ordem m x n. 

4) Toda matriz quadrada tem inversa multiplicativa. 

5) Toda matriz quadrada tem inversa aditiva. 

Então: 

a) Todas são falsas. 

b) São verdadeiras apenas 1 e 5. 

c) São falsas apenas 1 e 5. 

d) É verdadeiro apenas 5. 

e) São todas verdadeiras. 

Solução: 

1) é falsa pois embora a associatividade seja válida não foi mantida a ordem nos dois produtos; 2) é falsa 
pois (A + B) (A — B) = A?-AB+BA-B'esó poderíamos cancelar — AB com AB se AB = BA o que 
nem sempre é verdade; 3) falsa, pois por definição de elemento neutro ele tem que ser neutro a direita e 
a esquerda mas In . A nem existe pois o número de colunas de I é diferente do número de linha de A ou 
seja n = m; 4) falsa pois nem toda matriz tem inversa multiplicativa (ver ex. 9); 5) verdadeira pois dada 
uma matriz A sempre teremos a matriz -A = (-1) A tal que A+(-A)=(-A) + A = 0 e 0 é o elemento 
neutro da adição matricial. Logo a resposta será d. 


) f 2 4 1 2 0 0 1 0 
11) (ITA-74) Sejam as matrizes A = í | B= ] 45 l ] = É |) . Então temos: 


0 4 0 4 0 0 
a)BA=I b)BA=AB c)JA=2B d) AI=BZ end. 
Solução: 

)B.A= 2 4 + I (falsa) 
0 4 
l 2 2 12 
0 4/0 16 
b) AB = | 1 2 
Dea logo AB + BA (falsa) 
2 4/2 20 
0 4/0 16 


)2B= ii A (falsa) 
c 0 g alsa 


d) AI = A e BZ = Z > AI + BZ (falsa) 
e) n.d.a. (verdadeira) 


Resposta: e 
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12 3 1 0 1 
12) Dadas as matrizes A = ,B= eC= resolva a equação AX + 2B =C. 
3T 2 4 2 3 


Solução: Como AX + XA devemos levar em consideração a posição de A, assim temos AX = C — 2B > 
X = A” (C — 2B), fazendo os cálculos correspondentes teríamos: 


EE a S 0 1) (629 (6 -ı 
ie (ex.9); C — 2B = > = 
sa j aN A BA A a 


o -6 -l 
PIA | Do E E 
Faa a ANNE so 

-3 1| 16 -2 


Preste atenção que a resposta X = estaria errada pois ela não indicaria, se A está invertida à 


direita ou a esquerda de (C — 2B). 


Ba 
13) (UFPA-74) Dada a matriz X = 5 i a função f(X) =X’ -X-8LbLé igual a: 


a) X b)X-I c)X?+X+8I d) 2X e)X(1-X)+X’ -X 
Solução: 
P 2 2. 

da | E sé 
2 2| 10 2 
3 sido 7 

; 10 2 2:2 8 0 0 0 5 dh 

S58 = = = :X(A-X)+X’ -X=X-X +X’ -X=0 

3 7 3 =i 0 8 0 0 


Resposta: letra e 


14) (UFPA-74) Se H representa a inversa da matriz M, I a matriz identidade e 0 a matriz nula, podemos 
escrever: 
aH-M=0 b HM?=M o) -F+(H+DH-D dHM#+MH e) HM°’=I 
Solução: 
À 1 2 E 7 -2 
a) H -M = 0 > H = M, falsa pois se M = É |] >H=M = de l +M 
b) H?M? = H (HM) M? = H (1) Mº = HM’ = (HM) M = IM = M (verdadeira) 
c) Falsa pois HI = IH 
d) Falsa pois sendo H = M” > HM = M`” . M =M . M” = MH 
e) HM? = (HM) M =I. M = M (falsa) 


E fácil observar que discutimos todas as opções apenas para treinar o leitor. Em uma prova bastava 
mostrar que a opção b é verdadeira. 


15) Mostre que a matriz A = O, (nula) não tem inversa, usando a definição de matriz inversa. 

Solução: Por definição de matriz inversa multiplicativa ou simplesmente inversa temos que se A = On 
tivesse inversa A™" então O, . A™! = A™ . On = In o que é absurdo pois o produto de qualquer matriz A de 
ordem n por O, é A . On = On zh. 
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16) (Cescem-73) Dada a equação Xº-2X=0, onde A é uma matriz quadrada, n x n, não singular, 
podemos afirmar que esta equação: 
a) Tem uma infinidade de soluções. 
b) Não tem solução. 
c) Tem duas soluções. 
d) Tem uma única solução. 


e) Admite a solução X = | ............ ; 


Solução: X? — 2X = X (X - 21) = 0 como X é não singular ela tem inversa X'e portanto X (X — 2I) = 0 
>X” [X X -2D0] =X". 0 > (XX) X-20)=0>I(X-20)=0>X-2U=0>X=21> 


ETS 0 

0 2...0 
ba 

Ois 2 
Resp.: d 


17) (ITA-80) Sejam A, B e C matrizes quadradas de ordem n e O, a matriz nula de ordem n. 
Consideremos as seguintes afirmações: 

1) AB =BA 

2) Se AB = AC >B=C 

3) Se A? =O, >A=0n 

4) A (BC) = (AB) C 

5) (A - B? = A?’ -2AB +B? 


A respeito destas afirmações, qual das afirmativas abaixo é verdadeira: 

a) Apenas a afirmativa 1 é falsa 

b) Apenas a afirmativa 4 é verdadeira 

c) A afirmação 5 é verdadeira 

d) As afirmações 2 e 3 são verdadeiras 

e) As afirmações 3 e 4 são verdadeiras 

Solução: 

1) É falsa pois a multiplicação matricial não é comutativa; 2) é falsa pois não existe a lei do corte na 


1 
multiplicação matricial; 3) é falsa pois sendo A = | l temos que 


A? = | 1 
-1 -1 
110 0 
-1 a 0 0 


e A # 0; 4) é verdadeira pois a multiplicação matricial é associativa; 5) é falsa pois devido a não 
comutatividade da multiplicação temos que (A BÝ = (A — B) = A? — AB — BA + B? sendo que — AB — 
BA z -2AB. Logo a alternativa certa é b. 


3 4 5 -2 
18) (PUC-76) Dadas as matrizes A = l eB= í à ] então a matriz X de ordem 2 tal que 


(XA)!=Bé: 
Solução: 
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XA)! = B > XA = B” > X = B” . A”, fazendo os cálculos de A! e B! (ex. 9) temos que 


1-4 32 7 -6 
re apral EntãoX=B!.4!= À 
io 3 Isto 5 16510 15 


Observação: Para efeito de treinamento é útil que o leitor calcule A”, B eB!. A! e prove que (A! 


=A. 
1 

19) (Cescem-73) O produto MN onde M = |2 |eN=(1,1,1): 
1 


a) Não se define 

b) É igual a I 

c) É uma matriz de 3º ordem com duas linhas iguais 
d) É uma matriz 1 x 1 

e) Não é uma matriz quadrada 


Solução: 
|1 1 1l 
111 1 1 
E2, 2 2 
111 1 1 


Resp.: Letra C 


20) (Uepa/Prise-99) Para a fabricação de caminhões, uma indústria montadora precisa de eixos e rodas 
para seus três modelos de caminhões, cuja especificação se encontra na tabela abaixo: 


Componentes | Modela A | Modelo B | Modelo C 


Eixos 2 3 4 


Rodas 4 6 8 


Para os dois primeiros meses do ano, a produção da fábrica deverá seguir a seguinte tabela: 


Meses/Modelo | Janeiro | Fevereiro 
Modelo A 30 20 
Modelo B 25 18 
Modelo C 20 15 


Nessas condições, quantos eixos e quantas rodas são necessárias em cada um dos meses para que a 
montadora atinja a produção planejada? 


Solução: 
a J F 
30 20 
dj s 55 qg [=[215 154 E 
Ei dos 430 308)R 
20 15 
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HI. MATRIZES ESPECIAIS 


3.1. Matriz Transposta 
Definição: Dada uma matriz A = (aij)mxn chama-se matriz transposta de A (representa-se por A'ou A”) a 
matriz obtida de A, trocando-se as linhas pelas colunas ou seja a; é substituído por aji. 


1 4 
1 2 3 Aet 
Ex: se A = então A =|2 0). 
4 0 5 35 


Observe que se A é uma matriz quadrada os elementos da sua diagonal principal são invariantes perante 
a transposição matricial. A transposição matricial goza de certas propriedades: 

D(AS'=A 

2) Se A é quadrada então tr (A) = tr (A) 

3) Se A e B são matrizes de mesma ordem então (A +B)' = A'+B' 

4) Se A é uma matriz e K € IR > (KA) =KA! 

5) Se A = (aim € B = (bip > (AB) = B'. A! 

6) Se A é quadrada então (AP)! = (ASP com p e N* 


3.2. Matriz Simétrica 
Definição: Uma matriz quadrada A é dita simétrica se At = A. É fácil observar que na matriz simétrica 


aj = aj Vi e Vj. 
lo q 
Ex:A=|2 -5 4 
3 4 0 


3.3. Matriz anti-simétrica 
Definição: Uma matriz quadrada A é dita anti-simétrica se AÍ = —A. É claro que na matriz anti-simétrica 
aij =-—a; e isto > a; = 0 (procure explicar isto). 


0 -3 2 
Ex: A=] 3 0 -5 
-2 5 0 


3.4. Matriz triangular 
Definição: Uma matriz quadrada A será triangular superior se aj = 0 V i> j e triangular inferior se a; = 
0OVi<gj. 


1 2 0 4 0 0 

Ex:A=|0 4 5| (Matriz triangular superior)B=|2 9 0| (Matriz triangular inferior) 
0 03 3 RD 

3.5. Matriz diagonal 


Definição: Uma matriz A = (a;)nxn será dita diagonal se aj = O Vi +j. É claro que a matriz diagonal é ao 
mesmo tempo triangular inferior e triangular superior. 


2 0 0 
Ex:A=|0 3 0 
00 4 


3.6. Matriz Escalar 
Definição: E toda matriz diagonal onde os elementos da diagonal principal são iguais. 


233 


Capítulo 9. matriz 


0 0 
3 0|. E claro que se A = (aij)nxn é escalar então A = al, com q sendo um número. 
0 3 


3.7. Matriz Periódica 
Definição: Se A é uma matriz quadrada tal que A! = A com k e N* ela será dita periódica e o menor 
valor de k que satisfaz A“! = A será o período da matriz. 


1 -2 -6 
Ex:A=|-3 2 9 | é periódica e seu período é 2 (verifique isto) mostrando que Aº = A. 
2 0 -3 


3.8. Matriz Idempotente 
Definição: É toda matriz A periódica de período 1 ou seja A’ = A. 
Ex: A matriz I, é idempotente (verifique) 


3.9. Matriz Nilpotente 
Definição: Uma matriz quadrada A é nilpotente se A? = 0 com P e N* e o menor vallor de p tal que A? 
= 0 chama-se índice. 


1 1 3 
Ex:A=| 5 2 6 | énilpotente de índice 3 (verifique calculando A”) 
-2 -1 -3 


3.10. Matriz involutória ou involutiva 
Definição: É toda matriz quadrada A tal que A? = I. É claro que se A é involutória então A = A”. 


(porquê?) 
1 -1 
Ex: A = o i é involutória (verifique calculando A?) 


3.11. Matriz ortogonal 
Definição: Uma matriz quadrada A será dita ortogonal se A'= A”. 


1 J3 
2 
3 


2 2 


Ex: A = é ortogonal (verifique) 


3.12. Matriz conjugada 
Definição: Quando A é uma matriz cujos elementos são números complexos, a matriz formada pelos 
conjugados dos respectivos elementos de A é dita conjugada de A e representa-se por A . 


1+2 3i -3 1-2 -3i 
Ex: A = ABAS . 
3 aA l 3 ma 


Observação: Se A e B e A e B são matrizes compatíveis com as operações indicadas então: 
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SA! =(A) 
3.13. Matriz Hermitiana 


Definição: Uma matriz quadrada será dita hermitiana se At = A. É fácil observar que se A é hermitiana 
então a; = a ji e consequentemente os elementos da diagonal principal (aij) são números reais. 


1 l-1 3+2i 
Ex: | 1+1 3 i é hermitiana 
3—2i —1 4 
Exemplos: 
O x-1 y+3 
DA=|-2 t-4 5 | é anti-simétrica. Calcule x + y + t- z. 
4 z+1 0 


Solução: Como A é anti-simétrica então aij = -aji => 
x-l=2>x=3 
y+3=45y=—7 
=>x+y+t-z=3+(-7)+4-(—-6)=6 
t-4=0>t=4 


z+l=-5>5z=-6 


2) Mostre que se A e B são matrizes quadradas de mesma ordem poderemos ter: 

1) (A +B? ZA + 2AB +B? 

2) (A + B) (A — B) # A? - B? 

Solução: 

1) (A + BY = (A Ł B) (A t B) = A? + AB t BA + B? e (+ AB t BA) = 2AB somente se AB = BA o 
que nem sempre é verdade. 

2) (A + B) (A - B) = A° — AB + BA — B’ e -AB + AB = 0 só se AB = BA. 


1 -1 1 1 
3) (MLC-95) Mostre que A = E l eB= p ] são anti-comutativas e (A+B) = A? + B?. 


-1 
Solução: 
(1) A e B são anti-comutativas se AB = - BA 
1 1 1 -1 
D 4 a Ea | TA 
1 -1| -3 2 > 1 1 3 -2 
2 -1| -2 3 4 -1| 2 -3 


=> A e B são anti-comutativas. 
(2) (A +B? = A? + AB + BA + B? = A’? + [AB + (-BA)] + B? = A? + 0 + B? = A? + B? 
4) Se A, B e C são matrizes quadradas de ordem n então (ABC) = C'B' A! 


Solução: Pela associatividade e pela propriedade da transposta de um produto temos: 
(ABO = [(AB)C]' = C' (AB) = C'B' A! 


235 


Capítulo 9. Matriz 
5) (PUC/SP-84) Se A, B e C sao matrizes de ordem n com A e B inversíveis, resolva a equação na 
matriz X dada por A XB=C. 
Solução: Pré-multiplicando por A" temos A !(AXB)=A!.C > (A!LA)(XB)=A!.C > 
IXB)=ALC>XB=ALC; pois multiplicando por B” temos (XB)B!=(A!.O)B! > 
XxB.By=A!CB!>Xx.I=A!CB!>x=A!CB), 


6) Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n e inversíveis. Prove que: 
1) A” é única 

2) (AB)! =B". A” 

3) (AJ = (AT) 

4) (KA)! = A com K e IR* 


Solução: 
(1) Sejam A, B, C matrizes quadradas de ordem n e tais que A`” =B e A” =C. Então (CA)B = C(AB) > 
LB = C.I > B =C logo B =C = A” é a única inversa de A. 


(2) 

2.1. (B.A) (AB) = B'(A™.A)B = B'.(B)=B'.B=1 
2.2. (AB(B!AD=A(BBMA!=A(AD=AA!=I 
De 2.1 e 2.2 conclui-se que (AB)! = BLA! 


OBS: Dadas as matrizes quadradas A,, A», ... Nas inversíveis certamente teremos (A1. Ao. AS... An An)! = 
1 1 1 1 1 
An An ÃS As À] 


(3) 
3.1. A.A" =I > (A.A =É > (AY. A'=I 
3.2. A.A = 1> (A.A =É > At(A =I 


De 3.1 e 3.2 conclui-se que (AY! = (AD, 


(4) 
4.1. (KA) 4!) (žx) (A.A) =1.1I=I 
K K 
42. (ža) (KA) = [Ee] (ALA)=11=1 
K K 
De 4.1 e 4.2 conclui-se que (KA)! = A! 
10 0 o 
7) Mostre que A = o o j é inversa a esquerda deB=|0 0| mais A +B”. 
01 
Solução: 
A.B= 1 0 
0 0 
Ji +] 
1 0 0/1 0 
0 0 1/0 1 
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1 0 0 

BA Ê 01 
1 0|1 0 0 

o olo o 0 

A RO a 


Como AB = l, = BA então A = BË. 
Observação: Se A e B fossem quadrados e AB = I então BA = I e A = B” 


8) Pede-se: 

a) Dê exemplo de uma matriz quadrada não nula que seja nilpotente. 
b) Mostre que A? = 0 $ A?=0 

c) Mostrar que se A é inversível então A não pode ser nilpotente. 


Solução: 
1 1 3 0 0 0 
a) Tomando a matriz não nula A=|5 2 6 | então A?=]3 3 9|eAÍ=AA= 
-2 -1 -3 -1 -1 -3 
000 
O O 0] (verifique os cálculos indicados mostrando que você sabe multiplicar matrizes). 
0 0 0 
Logo A é nilpotente. 


b) Logo, a é nilpotente. Verificamos que Aº=0€ A? + 0 
c) Seja A nilpotente de índice p e A inversível. Então AP = A .A . A ... A=0 (p fatores). Pré- 
multiplicando seguidamente por A! temos: A!(AxXAxA..xA)J=A!(AXA..XAJ=... =A!.A 


=0 >I =0 o que é absurdo logo se A é inversível A não pode ser nilpotente. 


9) Dê exemplo de uma matriz idempotente diferente da identidade I e mostre que se A é idempotente e 
inversível então A =. 


Solução: 
2 -3 -5 
(1)Seja A=|-1 4 5 | IT; calculando A’: 
1 -3 -4 
2 -3 -5 
-1 4 5 


-3 -4 como A?=A então A é idempotente. 


RR ER 
U Gato df o5 
To od edi ld 230 44 


(2) A? = A e A é inversivel > A” (A x A) = A” . A > (A7. A)A=I>I.A=sI>AFL 


1 0 
10) Dada a matriz A = o ] pede-se: 
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a) Provar que A é involutória. 
b) Obter uma regra para A” com n e N. 


Solução: 
a) Calculando A’: 10 
fa 
1 0/1 0 
0 1/0 1 


> A é involutória pois A? = I. 


b)n e N >n é par ou impar 

b.1) n par >n =2 k comk e€ N. 

A” = A™ = (A®* = I = I pois I é idempotente. 
b.2) n ímpar > n =2k + 1 comk e N. 
A”=A7™" = A™,A=I.A=A 
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Exercícios de Vestibular 


1) (UNIFOR-99) Seja a matriz 4 = É 7) , com 
01 
m +0. A matriz A” é igual a: 


2) (UFC-99) Dê exemplo de três matrizes 2x2, A, 
B e C tais que: a matriz A não seja nula, A.B = 
ACeBzC. 


3) (UFPB-94) Uma matriz n x n representa um 
quadrado mágico de ordem n quando satisfaz, 
simultaneamente, as seguintes condições: 

I. os elementos da matriz são números inteiros de 
1 até n?, sem repetição. 

II. a soma dos elementos de qualquer linha ou 
coluna ou diagonal da matriz é igual a n(n? + 1)/2 
Das matrizes abaixo, a que representa um 
quadrado mágico de ordem 3 é 


627 8 1 6 555 
als 43) bl3 57) 9555 
[5 9/1] [4 9 2| 555 
147l [2 3 1] 
di2 sm) SUSI 
[3 6 9| [3 13] 


4) (UFPB-95) O traço de uma matriz quadrada é 
definido pela soma dos elementos de sua diagonal 
principal. Se 4=(a,) ., onde a,=icos(jx), então o 


traço de 4 é igual a: 
a)—2 b)-1 c) 0 d) 3 e)5 


5) (UFPB-95) Sejam A, B e C matrizes 
quadradas de ordem n, formadas com números 
reais, e I a matriz identidade de ordem n. Das 
afirmações abaixo: 

L se A? = I, então A= A`! 

II. se AB = AC, então B=C 

HI. se AB = I, então BA=I 

está(ão) correta(s) apenas 
a) I b) H c) M d) Ie M e)IeN 
6) (UFPB-99) Considere a seguinte definição: 


Em uma matriz B = (bij )mxn» um elemento b; 


e R é denominado ponto de sela caso satisfaça a 
uma das condições: 
1) bj é o maior elemento da linha i e o menor da 


coluna j. 


2) bij é o menor elemento da linha i e o maior da 


coluna j. 
De acordo com esta definição, na matriz 
2 10 3 1 
A=] -3 -4 —7| o ponto de sela é 
-] -2 0 99 
15 5 —3 6 
a) az4 b)az c)a24 dass e) ass 


7) (UFPB-99) Considere a matriz 4= (a;;) 2x2 


T é . 

sen(Éi), se i= 
tal que a; = (3 4 
cos( ni), se i+ j 


A transposta da matriz 4” é igual a 


) [0 2 b) 0 l ) 0 1 

a c 

p= 207 -1 1 -] —1 
| 2 -2 0 -1 

d e 

) |-2 l ) Ý | 

8) (UFRJ-92) Uma confecção vai fabricar 3 tipos 

de roupa utilizando materiais diferentes. 

Considere a matriz 4 = (aj) abaixo, onde aij 

representa quantas unidades do material j serão 

empregadas para fabricar uma roupa do tipo 1. 

502 
A=|0 13 
421 


a) Quantas unidades do material 3 serão 
empregadas na confecção de uma roupa do tipo 2? 
b) Calcule o total do material 1 que será 
empregado para fabricar cinco roupas do tipo 1, 
quatro roupas do tipo 2 e duas roupas do tipo 3. 


9) (UFRJ-99) Antônio, Bernardo e Cláudio saíram 
para tomar chope, de bar em bar, tanto no sábado 
quanto no domingo. As matrizes a seguir 
resumem quantos chopes cada um consumiu e 
como a despesa foi dividida: 


4 1 4 5 53 
S=|10 2 0 e D=|0 3 0 
3 1 5 213 


S refere-se às despesas de sábado e D às de 
domingo. Cada elemento aij nos dá o número de 
chopes que i pagou para j, sendo Antônio o 
número 1, Bernardo o número 2 e Cláudio o 
número 3 (aij representa o elemento da linha i, 
coluna j de cada matriz). Assim, no sábado 
Antônio pagou 4 chopes que ele próprio bebeu, 1 
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chope de Bernardo e 4 de Cláudio (primeira linha 
de S). 

a) Quem bebeu mais chope no fim de semana 

b) Quantos chopes Cláudio ficou devendo para 


Antônio? 

a) Determine 4º = 4.4.4 

b) Se 4º denota o produto de 4 por 4 n vezes, 
determine o valor do número natural k tal que 
AF — AS + 4º = I onde Ié a matriz identidade. 


1 1 
10) (UFRJ-99) Seja A = o i 


11) (UFLA-98) Dadas as matrizes A do tipo mxn, 
B do tipo pxq e C do tipo rxs, qual a condição 
entre m, n, p, q, r e s para que exista a matriz M = 
BC — AB? 


12) (UEM-98) Se 4 é uma matriz quadrada, 
definem-se: 42 = A.A; A = AAA; ...; A 


A.A...A (n vezes). Considere a-[; | ebo 
3 1 


elemento da 2º linha e 1º coluna da matriz 


B= E + A?+...+ A2). Então, b é igual a ... 


13) (AFA-95) Dadas as matrizes: A = (aij)sx3 e B 
= (bi)3x7, onde a; =2i-—j e bj =ij, o elemento 
cse da matriz C = (cij) = AxB é: 
a) 74 b) 162 c) 228 d) 276 
14) (UFU-2000) Seja A uma matriz de terceira 
ordem com elementos reais. Sabendo-se que 
l -1 
AJO 4 
0 2 


elementos da: 

a) diagonal da transposta de A. 

b) primeira coluna da transposta de A. 
c) primeira linha da transposta de A. 
d) última linha da transposta de A. 


, conclui-se que — 1, 4 e 2 são os 


15) (Covest-93) Nesta questão A, B, I e O são 
matrizes 2x2, I é a matriz identidade, O a matriz 
nula e det A denota o determinante de A. Pode-se 
afirmar que: 

0) Se A? = O então det A = 0 

1) Se A? = O então A =O 

2) Se A? = A então A = 1 

3) Se AB + BA então A’ — B? + (A + B)(A — B) 

4) Se A° =I então A =I 
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16) (Unesp-2002) Considere três lojas, Li, Lz e 
Ls, e três tipos de produtos, P1, P2 e P3. A matriz a 
seguir descreve a quantidade de cada produto 
vendido por cada loja na primeira semana de 
dezembro. Cada elemento a;j da matriz indica a 
quantidade do produto P; vendido pela loja L;, 1, j 
=],2,3. 


L Lo L; 
P, BO 19 20 
P, 15 10 8 
P |2 16 1 


Analisando a matriz, podemos afirmar que 

a) a quantidade de produtos do tipo P vendidos 
pela loja Ly é 11. 

b) a quantidade de produtos do tipo P; vendidos 
pela loja L; é 30. 

c) a soma das quantidades de produtos do tipo P3 
vendidos pelas três lojas é 40. 

d) a soma das quantidades de produtos do tipo P; 
vendidos pelas lojas L;i =1,2,3, é 52. 

e) a soma das quantidades dos produtos dos tipos 
Pı e P2 vendidos pela loja L; é 45. 


17) (Unesp-2006) Numa pequena cidade realizou- 
se uma pesquisa com certo número de indivíduos 
do sexo masculino, na qual procurou-se obter uma 
correlação entre a estatura de pais e filhos. 
Classificaram-se as estaturas em 3 grupos: alta 
(A), média (M) e baixa (B). Os dados obtidos na 
pesquisa foram sintetizados, em termos de 
probabilidades, na matriz 


Filho 
= 
AMB 
A |5/8 1/4 1/8 
Pais M |3/8 3/8 1/4 
B |1/8 3/8 1/2 


O elemento da primeira linha e segunda coluna da 
matriz, que é 1/4, significa que a probabilidade de 
um filho de pai alto ter estatura média é 1/4. Os 
demais elementos interpretam-se similarmente. 
Admitindo-se que essas probabilidades continuem 
válidas por algumas gerações, a probabilidade de 
um neto de um homem com estatura média ter 
estatura alta é: 

*a) 13/32 b)9/64 c)3/⁄4 d)25/64 e)13/16 
18) (UFRRJ-2001) Duas fábricas de “patinetes” 
utilizam dois tipos diferentes de “arruelas” para 
fabricação de dois tipos de “patinetes”. A 
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produção anual de patinetes tipo “A” e tipo “B” 
está representada no quadro abaixo. 


Tipo de patinete | patinete A patinete B 
Fábrica 1 30 40 
Fábrica 2 20 35 


Para a montagem do patinete tipo “A”, são usadas 
15 arruelas e, para a do tipo “B”, são usadas 12 
arruelas. O total de arruelas utilizadas anualmente 
pelas fábricas para montagem dos patinetes é 

a) 640. b)720. c)860. d)930. e) 1650. 


19) (FGV-2001) Uma matriz A é do tipo 3x5, 
outra matriz B é do tipo 5x2 e a matriz C é do tipo 
mx4. Qual o valor de m para que exista o produto 
(A.B).C, e qual o tipo dessa matriz? 


b) Dadas as matrizes A = f MC B= [4 0], 


obtenha a matriz X, tal que X.A = B. 


20) 


do 


*a) AZ = E, sendo Iz a matriz identidade de 
ordem 2. 


b) A” = L, sendo L a matriz identidade de ordem 
2 


(FGV-2004) Com relação à matriz 


] , a opção correta é: 


c) ASA 
d) A”! =A’ 
e) A” =A° 


21) (FGV-2005) O montante aplicado de R$ 
50.000,00 foi dividido em duas partes, x e y, uma 
tendo rendido 1% em um mês, e a outra 10% no 
mesmo período. O total dos rendimentos dessa 
aplicação foi de R$ 4.000,00. Sendo M, P e Q as 
S f A 
e Q= „a 

4 1 01 
matriz M pode ser obtida pelo produto 
a) 1000.(P.Q) ~! b) P.Q.1000 
c)Q !P.1000 *d) 1000.(Q57'.P 
e) (Q7 ')).P*.1000 


x 
matrizes m=! | P 
y. 


22) (ESPM-2003) Considere as seguintes 
matrizes: 

A= (aijj)sx3/ãij =2i-j 

B= (bij)sx7 /b; =i+j 

C= (cj )sx7/C = A.B 

O elemento c,, da matriz C vale : 

a)20 b)22 c)24 d)26 *e)28 
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23) (UFMT-2004) Uma maneira para codificar ou 
decodificar uma mensagem é utilizar a 


multiplicação de matrizes. Para tanto, associam-se 
as letras do alfabeto e alguns simbolos aos 
números, segundo a correspondência a seguir. 

AjB|cjoje|rf|cjufji|J|K|LIM|N [O] 
1j2|3ļ4[s[6|7{8]9[i10[11|12|13[14[15| 


PIOQJRIS|T|U|VIWIX|Y|Z|. |, |H| 
[16 [17[18[19[20/21/22[23[24/25[26 [27/2829] 
Nesse exemplo, o símbolo # indica um espaço 
entre as palavras. A mensagem codificada a ser 
enviada 63 20 42 12 113 44 1532 11 84 está 
representada pela matriz: 

ea 

] 


63 20 42 12 113 
44 15 32 11 84 
3 
obtida do produto entre a matriz A = E 
matriz M que contém a mensagem original 
decodificada (N A.M). Para decodificar a 


mensagem, multiplica-se a matriz inversa de A 
pela matriz N obtendo-se a matriz M (M 


A — LN). Assim sendo, a mensagem, após 
decodificada, será 

a) AME O BEM b) SONHE ALTO 

c) CANTE ALTO *d) SEJA FELIZ 

e) VIVA A PAZ 


b 
24) (UFSCar-2000) Seja A = $ à uma matriz 
c 


2x2 cujos coeficientes são números reais. Vamos 


c 
d 
Dizemos que uma matriz A é simétrica se A = A' 


e dizemos que A é anti-simétrica se - AÏ. 
a) Dada uma matriz A qualquer, verifique que 


a 
chamar de transposta de A à matriz A! = E 


1 EA ze ns 
B=5(A+A)) é uma matriz simétrica e que 


l ; EEST 
C= Sã (A-At) é uma matriz anti-simétrica. 


b) Mostre que toda matriz 2 x 2 é a soma de uma 
matriz simétrica com uma matriz anti-simétrica. 


25) (UERJ-99) João comeu uma salada de frutas 
com a, m e p porções de 100 g de abacaxi, manga 
e pêra, respectivamente, conforme a matriz X. A 
matriz A representa as quantidades de calorias, 
vitamina C e cálcio, em mg, e a matriz B indica os 
preços, em reais, dessas frutas em 3 diferentes 
supermercados. A matriz C mostra que João 
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ingeriu 295,6 cal, 143,9 mg de vitamina C e 93 
mg de cálcio. 


MATRIZ X MATRIZ A 
Porções de 100 g (por cada 100g) 
Abacaxi | a Abacaxi Manga Pêra 
Manga |m Calorias 5,2 64,3 63,3 
Pêra p VitaminaC |27,2 43 3,5 
Cálcio 18 21 15 
MATRIZ B MATRIZ C 


(por cada 100g) 
Abacaxi Manga Pêra 


Comabem [0,15 0,30 oa 


143,9 
93 


Calorias 295,6 
Vitamina C (mg) 


Compremais | 1,16 0,25 0,45 


0,20 0,27 0,35 


Cálcio (mg) 


Boa Compra 


Considerando que as matrizes inversas de A e B 
pd -1 

são A e B , o custo dessa salada de frutas, em 

cada supermercado, é determinado pelas seguintes 


operações: 
*a) BA LC b)CA!B c) A.B.C 
d) B.A.C e) A.B.C 


26) (UFRN-96) Dadas as matrizes A = ; j 


B= $ i , qual é o resultado de AB — BA ? 
A) p o B) f S © É | 

0 0 12 0 32 20 
D) E | E) E a| 

8 20 12 20 


27) (UFC-2004) A matriz quadrada M de ordem n 
> 1, satisfaz a equação M?’ =M- I, onde I éa 
matriz identidade de ordem n > 1. Determine, em 
termos de M e I, a matriz M”, 


Resp: I-M 


28) (UFC-2005) Se æ e [0, 7/2] e satisfaz a 
identidade matricial: 
cosa -sena | | EM ET o) —1/2 
aa io 1/2 Ro 
então o valor correto de tg a é igual a: 


DO *b) 3/3 3/2 DI e v3 


29) (EPCAr-2004) Um empresário necessita para 
o transporte de seus funcionários, 11 
compartimentos de classe A, 9 de classe B, 20 de 
classe C e não quer compartimentos vazios nos 
aviões. Se o aluguel de cada avião do tipo I custa 
60 mil reais, do tipo II, 10 mil reais, e do tipo HI, 
também 10 mil reais, quantos aviões ele deverá 
alugar gastando exatamente 100 mil reais? 


a)4 b)6 c)7 *d)5 

30) (AFA-99) Se os elementos da matriz A3x4 são 
definidos por aij = 21 - j, então, o elemento b23 da 
matriz B = 2'A.A' é 

a)l. b)7. c)10. *d)13. 


31) (ITA-77) Seja xf i uma matriz 
0 1l 


quadrada 2x2 onde m é um número inteiro 
qualquer. Se P = (aij) é uma matriz definida por P 
= X"+ X”7!+X"7?+... +X, onde n é um 
número inteiro positivo (n > 1), então podemos 
afirmar que: 

a) um elemento a; da matriz P é igual a m.n.(n + 
D/2 

b) um elemento a; da matriz P é igual a m.n.(n — 
D/2 

c) um elemento a; da matriz P é igual a n.m.(m — 
D/2 

d) P é uma matriz cujos elementos são todos 
inteiros, se, e somente se, m é par. 

e) nenhuma das respostas anteriores 


32) (ITA-83) Seja a matriz A = f 
C 


b 
a! onde 
az= 2 (llog: 5) É b = 210828. 


d =log 27. Uma matriz real quadrada B, de 


c=log ;81 e 


ordem 2, tal que AB é a matriz identidade de 
ordem 2 é: 


[1 27 2 2 o 
a) E | d) 2 
08,58 E log, 5 
[3 
TE 2 e) Ro Es 
5 —9 log, 81 
[N3 -5 
3 
ZON 
e) || 2 
2. 
2 


33) (ITA-86) Dizemos que duas matrizes reais, 
2x1, 4 e B quaisquer são linearmente dependentes 
se e somente se existem dois números reais x e y 
não ambos nulos tais que x4 + yB = 0, onde 0 é a 


E 1 k” +1 
matriz nula 2x1. Se 4= , B= 
k” -1 2 


onde k e R* en e N=(1, 2,3, ...) 
a) A e B são linearmente dependentes, V k e R*. 
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b) existe um único k e R* tal que 4 e B não são 
linearmente dependentes. 

c) existe um único k e R* tal que 4 e B são 
linearmente dependentes. 

d) existe apenas dois valores de k e R* tais que 4 
e B são linearmente dependentes. 

e) não existe valor de k e R* tal que 4 e B sejam 
linearmente dependentes. 


34) (ITA-87) Considere P a matriz inversa da 
matriz M, onde M = E 3 | A soma dos 
1/7 1 


elementos da diagonal principal da matriz P é: 
a) 9/4 b) 4/9 c) 4 d) 5/9 e) —1/9 


35) (ITA-91) Sejam M e B matrizes quadradas de 
ordem n tais que M — M`! =B. Sabendo que 

Mt = M” podemos afirmar que : 

a) B° é a matriz nula. 

b) B? = -21. 

c) B é simétrica. 

d) B é anti-simétrica 

e) n.d.a. 


36) (ITA-96) Sejaa e R,a>0ecazle 
considere a matriz A: 


log, (3a) log, (34)? 
4=hog, [+] -108,0 
a 
log, 1 logo 1 


Para que a característica de A seja máxima, o 
valor de a deve ser tal que: 


aja#10 e a#1/⁄3 bja X10 caz1/3 
Jasz5 e asl0 D)az2 e a+ 3 
e)a+2 e a+ IO 


37) (ITA-99) Sejam x, y e z números reais com y 
+ 0. Considere a matriz inversível 


x 1 1 
A=|y 0 0 
z —l 1 


Então: 

a) A soma dos termos da primeira linha de A~” é 
iguala x+1. 

b) A soma dos termos da primeira linha de A é 
igual a 0. 

c) A soma dos termos da primeira coluna de A”! é 
iguala 1. 

d) O produto dos termos da segunda linha de A”! 
é iguala y. 


e) O produto dos termos da terceira coluna de A! 
é iguala 1. 


38) (TTA-00) Sendo x um número real positivo, 
considere as matrizes 


je e x log; x? 1l 


0 -log;x 1 É 
0 log, x? 
B= 1 0 
-3l0g;;; x -4 


A soma de todos os valores de x para os quais 
(AB) = (AB)" é iguala : 
F 25 28 32 27 25 


39) (ITA-01) Sejam A e B matrizes n x n , e B 
uma matriz simétrica. Dadas as afirmações: 
I. AB +BA' é simétrica. 
IL (A+A!+B)é simétrica. 
HI. ABA! é simétrica. 
temos que: 
a) apenas I é verdadeira 
b) apenas II é verdadeira 
c) apenas III é verdadeira 
d) apenas I e II são verdadeiras 
e) todas as afirmações são verdadeiras 


40) (ITA-01) Considere a matriz A = 


1 1 1 1 
[52 Bo MH 
1 4 9 16 
18 27 64 


A soma dos elementos da primeira coluna da 
matriz inversa de A é: 
a)l b2 œ©)3 d4 es 


41) (ITA-02) Sejam A e B matrizes quadradas de 
ordem n tais que AB=A e BA =B. 
Então, [(A + B)'P é igual a: 


a) (A + BY. d) At + B'. 
b) 2 (AÏ. BÀ. e) AÝ Bİ. 
c) 2 (A+ BÀ. 


42) (ITA-04) Se A é uma matriz real, considere as 
definições: 

I — Uma matriz quadrada A é ortogonal se e só se 
A for inversívele A! =A". 

II — Uma matriz quadrada A é diagonal se e só aij 
= 0, para todo i, j = 1,...n, com i # j. 
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Determine as matrizes quadradas de ordem 3 que 
são, simultaneamente, diagonais e ortogonais. 


43) (IME-80/81) Mostre que não existem matrizes 
quadradas A e B que verifiquem AB — BA = I, 
onde I é a matriz identidade de uma ordem n 
qualquer. 


44) (IME-80/81) Seja M = (mi) uma matriz 
quadrada real nxn de termos positivos. Defini-se o 
“permanente de M” como 


permM = F mii Mayo) Mn) 
S 


conjunto das permutações (t(1), t(2), ..., t(n)) de 
P 2508 
4 5 6 
789 


exemplo, como permanente 1x5x9 + 4x8x3 + 
2x6x7 + 3x5x7 + 2x4x9 + 1x6x8. Seja a matriz 
nxn, H (hj) onde hj = iQ + 1). Calcule o 
permanente de H. 


t1, 2, ..., n}. A matriz tem, por 


45) (IME Militar-81/82) Determine a matriz H tal 


Edo 4 2 6 
que HA =B onde 4 =|, ee A i, ele 
2 04 


46) (IME-86/87) Seja 4 -| 1 | 

-—1 1 
a) Encontre todas as matrizes B, 2x2, que 
comutam com A. 
b) Calcule 4 !, 
c) Mostre que 4? = 24 I, onde I = E | : 

01 

d) Encontre a fórmula para A” em função de 4 e I, 
e calcule A. 


47) (IME Militar-89/90) Determine todas as 


E ; E 4 
matrizes X reais, 2x2 tais que: X? = ; j ; 
48) (IME-91) Determine todas as matrizes X 
reais, de dimensões 2 x 2, tais que AX = XA, para 
toda matriz A real 2 x 2. 


49) (IME-99) Determine uma matriz não singular 
P que satisfaça à equação matricial: 


1 [60 o 
P A= , onde A = : 
0 -l1 5 4 


50) (IME-02) Uma matriz quadrada é denominada 
ortogonal quando a sua transposta é igual a sua 
inversa. Considerando esta definição, determine 
se a matriz [R], abaixo, é uma matriz ortogonal, 
sabendo-se que n é um número inteiro e a é um 
ângulo qualquer. Justifique a sua resposta. 


cos(no) -—sen(no) 0 
[R]=|sen(no) cos(no) O 
0 0 1 


Exercícios Gerais 


1) (Interno-ITA) Sendo A, B matrizes nxn, mostre 
que: 

a) (AB) = B'A! 

c) AA! é simétrica 
e) (A?) = (AS? 


b) A+ A! é simétrica 
d) A — A! é anti-simétrica 


D (AS! = AY 


2) (Interno-ITA) Mostre que se a terceira linha de 
uma matriz mxn A é quatro vezes a primeira 
linha, então a terceira linha de AB é também igual 
a quatro vezes a primeira linha, sendo B uma 
matriz nxp. 


3) (Interno-ITA) Mostre que se 


E ce fa o MN Ybr bh ER 
an an |b Cn Cn |b i , 


4) (Interno-ITA) Uma matriz anti-simétrica é 
definida como sendo uma matriz tal que AÏ = — A. 
Mostre que uma matriz anti-simétrica é quadrada, 
e que os elementos da diagonal são nulos. 


5) (Interno-ITA) Mostre que toda matriz quadrada 
nxn pode ser decomposta de maneira única na 
soma de uma matriz simétrica e de matriz anti- 
simétrica, isto é, dada A matriz nxn existem 
únicas matrizes nxn, Be C, tais que B‘ = B, C! = 
-C e A=3B+C. 


6) (Interno-ITA) Dizemos que uma matriz 
quadrada é não-singular se possui inversa. Sejam 
A e B matrizes nxn não-singulares, mostre que: 

a) (A'Y '=A b) (AB) '=B!A! 


7) (Interno-ITA) Achar todas as matrizes X 2x2 
tais que X? = I, onde I é a matriz identidade 2x2. 
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8) (Interno-ITA) Uma matriz nxn A é nilpotente 
se A” = O para algum inteiro positivo r. Dê 
exemplo de uma matriz não-nula 2x2 nilpotente. 


9) (Inteno-ITA) Uma matriz quadrada é 
idempotente se A? = A. Dê exemplo de uma 
matriz idempotente diferente da matriz nula e da 
matriz identidade. 


10) (Interno-ITA) Construa matrizes A e B, 2x2, 
sem coeficientes nulos, e tais que AB = O. 


11) (Interno-ITA) Ache duas matrizes 2x2, X e Y, 
tais que nenhuma delas seja a matriz nula, e tais 
que x +Y’ =0. 


12) (Interno-ITA) Que matrizes reais satisfazem 
A'A =0? 


13) (Interno-ITA) Suponha que A é uma matriz 
2x2 que comuta com qualquer matriz 2x2. Mostre 
que A deve ser múltiplo da matriz identidade. 


14) (Interno-ITA) Mostre que (A) | = (A7 DE, 
logo conclua que se A é simétrica então A. 
também o é, sendo A uma matriz quadrada 
inversível. 


15) (Interno-ITA) O traço de uma matriz 
quadrada, representado por tr A, é a soma de seus 


elementos sobre a diagonal, isto é, tr A = Da, 
i=] 

Mostre que: 

a) Se k e R, tr (k.A) = k.tr A, 

b) tr (A+B)=trA+ttr B, 

c) tr AB = tr BA, 

d) t (B` 'AB) = tr A, 


e) tr (AA) = 55a. 


i=l j=l 


16) (Interno-ITA) Uma matriz real nxn A que 
satisfaz as relações AA! = AtA = I é chamada 
ortogonal. 

a) Dê exemplo de uma matriz ortogonal 2x2, 
distinta da identidade. 

b) Ache a matriz ortogonal geral 2x2. 

c) Mostre que o produto de duas matrizes 
ortogonais é uma matriz ortogonal. 

d) Mostre que a inversa de uma matriz ortogonal é 
uma matriz ortogonal. 


Iy EEE E 
17) Prove que A“ é simétrica quer A seja 
simétrica quer seja A anti-simétrica. 


18) Se A e B são ambas simétricas, prove que: 
a) A + B é simétrica. 
b) AB é simétrica se, e somente se, A e B 


comutam. 
1 5 
B= 


20) Determinar x e y de modo que as matrizes 
[1 2 0 1| 
A= e B= 
1 0 x y| 
21) Obter todas as matrizes B que comutam com 
[1 -1 
A= 
3 0 
22) Provar que se A e B são matrizes comutáveis, 
então valem as seguintes igualdades: 
a) (A + BX(A - B) = A° - B? 
b) (A + BÝ = A? +2AB +B? 
c) (A - B} = A?’ -2AB + B’ 
d) (A + BY = A? + 3A°B + 3AB? + B? 


e) (A — BÝ = A? —- 3A°B + 3AB? — B? 
f) (AB) = A"B” 


19) Resolver o sistema: 
X+Y=34 [2 0 
onde 4 = 
X-Y=2B [0 4 


comutem. 


23) Calcular as matrizes X, quadradas de ordem 2, 
tais que X’ = O. 


24) Calcular as matrizes X, quadradas de ordem 2, 
tais que X’? =X. 


25) Sabendo que A, B e C são matrizes quadradas 
de ordem n inversíveis e AXB = C, prove que X = 
A` 'CB' 


26) Sendo A e B matrizes inversíveis de ordem n, 
isolar X a partir de cada equação abaixo: 


a) AX =B d) BAX =A 
b) AXB =Í e) (AX) = B 
(AX) '=B D(A+X)'=B 


27) Se A, B, C e X são matrizes do mesmo tipo, 
inversíveis e 
AX(B+C) ! =B, prove que: X=A !B(B+C) 


28) Demonstrar que se A e B são matrizes 2x2 
inversíveis então (ABA 'Y !=AB!A | 
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29) Prove que N = Li 
0 01 
30) Prove que: 
cosa sinal _|cosnæ -sinna 
sina cosa| lsinna cosna 
31) Determine X onde: 
E -3 2 -2 4 
X. = 
[3 2 5 -3 3 -l 
32) Determinar x para que a matriz 
0 2x 1 
A= x? O -—4x| seja anti-simética. 
œ+) x) 0 


33) Prove que se AB = BA, então A 'B=BA ! 


34) Uma matriz diz-se fragmentada se for 
dividida em matrizes mais pequenas (submatrizes) 
por traços horizontais ou verticais traçados entre 
linhas e colunas inteiras. As operações aritméticas 
definidas para as matrizes contendo elementos 


escalares aplicam-se também às matrizes 
fragmentadas. Determine 4B se al A e 
E E 


T sl onde C, D, E, F e G são matrizes 
F E 
2x2. 


35) Mostre que A? — 9A + 101 = O quando 
1 -2 2 

A=|0 2 0 
| =1 =3 


36) A matriz quadrada A diz-se nilpotente se 4º = 
O para alguns inteiros positivos p. Se p for o 
menor inteiro positivo para o qual 4? = 0, então 4 
diz-se nilpotente de índice p. Mostre que 


LS: m=2 
A=|1 2 =] | é nilpotente de índice 3. 
3: 161553 


37) Uma matriz quadrada diz-se idempotente se 
A? = A. Prove que, se 4 for idempotente, então 
também o é I- A. 
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38) Prove que a inversa de uma matriz triangular 
inferior A com elementos com os elementos da 
diagonal diferentes de zero é ela própria uma 
matriz triangular inferior. 


39) Uma matriz A é congruente com uma matriz 
B com a mesma ordem se existir uma matriz real 
P não-singular tal que A = PBP”. 

a) Mostre que se A é congruente com B e B é 
congruente com C então A é congruente 
relativamente a C. 

b) Mostre que se A é congruente com B, então B é 
congruente com A. 


40) Se A* = O, prove que: ([— A). 1=]+A +A? 


age A 

41) Achar a potência enésima da matriz: 
10 0 

Á=|1 1 0 
11 1 


42) Prove que a solução do sistema de equações 
matriciais 

AX+BY=C 
> +CY=4A 
é dada por Y = (B° - AC) '(BC- 4?) 
X=C-B(B*-AC)(BC-A?) 


43) Prove que toda matriz de segunda ordem 


a 
bh 


(ad — bol = 0. 


satisfaz a equação X?’ — (a+ d)X + 


44) M e N são matrizes distintas nxn satisfazendo 
M? = N? e MÍN = NºM. Prove que M? + Nº não é 
inversível. 
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DETERMINANTES 
DETERMINANTE ASSOCIADO A UMA MATRIZ QUADRADA 


I. INTRODUÇÃO: 
Quando iniciamos nossos escritos, associamos a noção de matriz à representação dos sistemas 
lineares. A noção de determinante surgiu com a resolução dos sistemas, historicamente antes do conceito 


3 ; b 
de matriz. Consideremos o sistema ax = b com a * 0. Sua solução será x = —. Observe que o 
a 


denominador está associado à matriz dos coeficientes do sistema ou seja, M. = (a). No sistema 2 x 2: 
| a11X1 +a12X2 = C] 
a21X1 +422X72 = C2 


caso tenha solução única, teremos: 


C,ã292 — C24 C2ą]] —C]a À o grs 
E CSS gy a U beem que os denominadores são iguais e ele pode ser 


d11d422 — d12d921 d11d92 7412421 


ajy d2 


obtido da matriz dos coeficientes M. = ] por uma simples regra: basta do produto dos 


do -a22 
elementos da diagonal principal subtrairmos o produto dos elementos da diagonal secundária. Este 
processo de resolução, quando o sistema linear n x n (número de equações = número de incógnitas) tem 
uma única solução, é geral e constitui a regra de Cramer que será vista em mais detalhes, 
posteriormente; os números obtidos nos denominadores são chamados de determinantes associados as 
matrizes dos coeficientes ou simplesmente determinantes dessas matrizes e são representados por det Mc 


ajy  d12 


ou IMç| ou (2º Sistema) 


a2) a22 


IH. DETERMINANTE DE UMA MATRIZ QUADRADA: 


Definição: 
1) Seja a matriz A = (a11) então seu determinante tem como valor o próprio elemento ai. 
Ex: Se A = (-2) > det A = -2 


(Md = 
2) Se A = =>> det A= dj1d22 — d12d91 
a21) a22 


1 2 
sosea- q) dera =1.4 2.3=4-6=-2 


dj a2 di 
3)SeA-=|a,, à» as|> 
d31 d32 d33 
det A = a11 a» a33 + a12 a23 a31 + a13 A21 A32 — a13 a22 A31 — 411 &23 a32 — a12 &21 33 
Podemos memorizar esta definição 3 usando um dispositivo prático conhecido como regra de 
Sarrus: 


1) Repete-se, em ordem, ao lado do quadro matricial, as duas primeiras colunas. 
2) Procura-se calcular todos os produtos com 3 elementos sendo que os obtidos segundo a direção da 


diagonal principal conservarão o sinal enquanto os obtidos segundo a direção da diagonal secundária 
mudarão de sinal. 
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d1 dj da|dyy dio 
a2} à» avo, a| = (a11 a22 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32) — (a12 a21 a33 + a11 a23 a32 + a13 a22 a31) 


a3] da &33|āa31 a32 


1 2 3 
Ex 1: Calcule o valor de |4 0 2 
3 5 1 
1 2 31 2 
Solução: |4 O 24 0/=(0+12+60)-(8+10+0)=72-18=54 
3 5 IB 5 
Exemplos: 


1) Resolva as equações abaixo: 


x 9 
a) =0 
4 x 
x 1 2 
b) 3 4 -Į =0 
4 5 x 
Solução: 
X 2 
a) >x-36=0>x=+6 
4 x 
x 1 2kx 1 
b) |3 4 -13 4ļ=(4x?°-—4 +230) - (3x -5x +32) = 4x° +26 + 2x -32 =4x°+2x-6=0>x =le 
4 5 x4 5 
sa 3 
X = — — 
2 


: senl8º cos 72° 
2) (ESPCEX-98) Calcule o determinante de A = 


sen36º cos54º 


Solução: 
|A| = sen 18º cos 54º — sen 36º cos 72º = cos 72º sen 36º — sen 36º cos 72º = 0 


2 3 pal 
3) (FGV-81) O determinante de (A'x B), sendo A=| 1 1ļ|eB=|2 -2]|é: 
-3 0 3 4 


Solução: 
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1 1 
2 -2 
A'.B= 
3 4 
2 1 3/-5 -12 
3 1 015 
-5 -12 
> det =-5+60=55 
5 1 
1 x 1 30 
4) (UFBA-81) 2 13 x|= | | para todo x pertencente ao conjunto: 
1 3 0 
a) {1, 6) b) {1, 7) c) ii; -7% d) {-1, 7) e) tl, -7} 
Solução: 
1 x I x á 
2 13 x2 13/= (0 +x*+6)-(0+3x+13)=x*-3x-7e | =3x 
13 o1 3 Ë 
>x?’ -3x-7=3x >x -6x-7=0>x =7ex”=-l] 
Letra D 


1 3 1 0 
5) (FGV-88) Considere a equação det (A — xI) = 0 onde A = G el= í 3 . A soma das raizes 


dessa equação é: 
Solução: 


1 3 x 0 1-x 2 1-x 2 
A-xl= = = => =(1-x)(4-x)-6=0 > 
2 4 O x 3 4-x 3 4-x 


x-5x-2=0 > S=x +x”=5 


HI. ABAIXAMENTO DE ORDEM 


Anteriormente verificamos que nos cálculos dos determinantes, o de 1° ordem apresenta um 
termo, o de 2º dois e o de 3º seis, isto nos leva a acreditar que o cálculo direto de um determinante 
associado a uma matriz de ordem n apresenta n! termos e esta intuição será justificada em um dos 
apêndices de nosso trabalho quando apresentarmos uma definição geral de determinante. 

Segundo essa hipótese, a obtenção direta dos determinantes em geral a partir de 4° ordem (4! = 
24 termos) em geral é impraticável. Entretanto existem regras que permitem o abaixamento de ordem, 
ou seja, dada uma matriz A de ordem n seu determinante será calculado usando matrizes de ordem n — 1 
e a aplicação sucessiva desse raciocínio nos levará até matrizes de 3º ordem onde poderemos aplicar a 
regra de Sarrus. Apresentaremos duas regras: 


3.1. Regra de Laplace 
3.1.1) Menor complementar de um elemento: 
Definição: Dada uma matriz A de ordem n > 2 chama-se menor complementar de um elemento a; e 


representa-se por A;* ao determinante da submatriz de A obtida pelas eliminações da linha i e coluna j 
de A. 
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123 
Ex: Dada A=|4 6 1| calcule A%, + A*33 
0 75 
Solução 
123 
D) 14 6 1 FANS apos 
0 75 * * 
x 12 
2 4 6 1|> A3 = =6-8=-2 
) 33 h j 
07 5 


3.1.2) Cofator ou complemento algébrico de um elemento 


Definição: Dada uma matriz A de ordem n > 2 chama-se cofator de um elemento a;j e representa-se por 
A;j ao número (-1) 2. A*; 


12: 3 
Ex.l: Na matriz A=|4 0 5 | calcule A23 
7 6 -8 
Solução: 
12 3 
D4 0 5 = An (IPS), d= =16-14)=8 
7 6 -8 


2 0 
Ex.2: Calcule A, na matriz A = À 
Solução: 


a=[? l] sans" a =4 
3 4 


1234 
2 100 
Ex.3: Calcule A32 em A = 
3412 
0 0 7 1 
Solução: 
1234 
13 4 1 3 41 3 
ea 0 0 3+2 
A= TEE > Az =(-1) |2 0 0--2 0 02 0 =-[(0+0=+56)-(6+0+0]=-50 
071 0 7 10 7 
0 0 7 1 


Observação: Pelos exemplos acima verificamos que o cofator de um elemento a;; será igual ao 
menor complementar se i + j é par e será simétrico se i + j for impar. 


3.1.3. Regra de Laplace: 
O determinante de matriz A de ordem n > 2 é a soma dos produtos dos elementos de uma fila 


qualquer (linha ou coluna) pelos seus respectivos cofatores, ou seja: 
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Se escolhermos a linha 1 da matriz A: 


dg a2 ` dm 
a21 d22 don 
A =s 
aj) diz din 
anl an2 anm 


Então det A = ail Aii + dijo Ap at din A; 


Se escolhermos a coluna J de A teremos: 


aj] d2 ain 

a21) a22 a2n 
A == 

ani an2 ann 


n 


j=l 


n= > ajj Aij 


Então det A = aij Ajj + aj Anj +..+an Anj = o aij Ai 


Observação: Como temos liberdade de escolha da fila devemos escolher aquela que apresenta 


i-l 


maior número de zeros (procure o leitor explicar essa nossa afirmativa). 


Ex: Calcule usando Laplace os dets. Abaixo: 


4 1 2 3 
|. 2-3 

6 2 1 0 
a)|4 2 5 b) 

3140 
2 1 3 

1 0 2 5 
Solução: 


1) Usando a 1° linha para expansão temos: 
1 2 3 


4 2 5=1. 


f T 
Eo) 
2 1 3 


4 2 
+3 
ri 


2 vd 


-1(6-5)-2(12-10)+3(4-4)=1-4+0= 


3 


(procure calcular o mesmo det. Usando a 2º coluna e verifique que os resultados são iguais). 


2) Usando a 4º coluna pois ela tem um número maior de zeros. 


Solução: 
4123 

6 2 I 4 1 2 
6 1 0 
314 0 

1 0 2 3 1 4 
1 02 5 
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=-33 1 4+56 2 1| calculando os dets. De 3º ordem temos: 
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6 2 
43 1 =(12+8+0)-(12+0+1)=7 
21 0 

24 1 
16 2 
31431 


logo o valor do det. será: (3) 7 + 5 (7) =-21 +35 = 14 


=(32+3+12)-(24+4+12)=47-40=7 


OAA AO OD 
— N e O =e N 


3.1.4. Exemplos 


1) (ESPCEX-98) Para todo x e y reais, com x *t y, o quociente entre os determinantes 
x+y x-y 


0 1 y 
0 x x+y , . 
é equivalente a: 
x y 
y x 
Solução: 
x# y- ade yes as © i 
i x 
0 1 y -awy Ed | =(x +y). (x? +y xy) e | =x- y, ogo: 
O) xX x? + y? ERR Pa 


(x+y)? tyy) x?+y? -xy 
(x+y) (x-y) x-y 


Resposta: x e |-00,0 [1 ]2, +% [ 


x 0 0 3 


-1 0 
3) (PUC/SP-85) O determinante í į i representa o polinômio: 
X 


Solução: 
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x 0 0 3 
x 0 0 0 0 3 
-] x 0 X 1 — X 
=x-1 x Li+1-1 x 1|=x.x +1.3 = 
0 -l x 1 —1 -2 0 -l 
0 -1 -2 0 -1 -2 
0 0 -1 -2 


=x (2x + 1)+3 (1 -0)=-2x° +x +3 


0 0 1 
4) (Fatec-87) Se x + y = Z então cosx senx Olé igual a: 
3 seny cosy 0 
Solução: 
0 0 1 


cosx senx 0 = 


cosx  senx 


= cos x cos y — sen x sen y = cos (x + y) = cos 


wl|a 
[O = 


seny cosy 
seny cosy 0 


3.2. Regra de Chió: 

O emprego da Regra de Laplace apresenta-se bastante trabalhoso quando o det é de ordem n > 3 
e não apresenta zeros. Assim um de 5° ordem poderia dar origem ao cálculo de 20 dets de 3° (procure 
explicar isto) o que seria penoso. Muitas vezes devemos aplicar propriedades (veremos posteriormente) 
que fazem surgir os zeros ou empregar outra regra de abaixamento de ordem que seria: 


- Regra de Chió: 

Considere uma matriz A de ordem n > 2 com um elemento a; = 1. A regra de Chió obedece os 
seguintes passos: 
1) Elimine no det a ser calculado a linha e a coluna que se cruzam na unidade, no caso a linha i e a 
coluna j. 
2) O novo quadro correspondente ao det de ordem n — 1 deve ser precedido do sinal + sei + j é par e do 
sinal — se i + j é impar. 
3) Os elementos desse quadro, resultam da substituição dos elementos não cortados no det original pela 
diferença entre eles e o produto dos cortados correspondentes. 


1 2 3 
Ex: Calcule o valor de |4 O 2| usando a regra de Chio: 
3 16 
Solução: 
1) Aplicando a regra em aj, = 1 temos: 
p273 
i 0-4x2 2-4x3 |-8 -10 
4o 2=| É Ie =24-50=-26 
1-2x3 6-3x3) |--5 -3 
$ 1 6 
2) Aplicando a regra em as» temos: 
123 
à 1-2x3 3-2x6 =5 59 
4 0 2| =- =— =- (—10 + 36) = -26 
em 4-3x0 2-6x0 4 2 


Observa-se pois que a escolha da unidade positiva é livre porém é mais vantajoso escolher aquela 
em cuja linha ou coluna tenha maior número de zeros. 
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Exemplos: 
1 1 1 1 
1) Resol ol l-x 1 1 ù 
a a equa = 
esolva a equ ção do cute 
l l 3-x 


ł}---+-----ł------ 


(-x)-1) 1-1 1-1 -x 0 
I l-x 1 1 
' =i 1e] (2-x)-1 dal l=l0 1-x 0 |==x(1-x)(2-x)= 
į 2 2-x À 
1-1 1-1 (-x)-| |0 0 2-x 
l1 1 1 3-x 
0>xe {0,1,2} 
| 
2) Calcule usando a regra de Chio o det |) -3 2 
3 1 -2 
Solução 
aa 
3-0 2-0 Bs 
0 -3 2|= = =-3-14=-17 
' 1+6 -2+3 7 1 
$ 1 -2 


Observação: É preciso frizar que na prática não se deve empregar Chio em det de 3° ordem. 


2 345 
l 1 3 0 2 
3) Use Chio para calcular 
e 
0254 
Solução: 
3 4 5 
rE 
t--3--0 -2 16 -2 
! =-|1 4 -l| = =96-6=90 
2 7 43 -3 6 
i 2 5 4 
02 54 


Obs: Muitas vezes emprega-se na solução do mesmo det as duas regras. 


4) Calcule x em 


N=- x N 
Lv A N A 


5 
3 

=0 
6 
| 


OS O a 
O N -e 


Solução: 
Aplicando Laplace e depois Chió temos: 
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t--2---3--4--5 

A x--d--2--3 

0x 123 i l-2x 2-4x 3-6x 

à 1246 

|) 1 2 4 6= ò TE =— 3 4 1 
03 41 ' —4 —5 -11 

O 2 0 3 1 

0 2 0 3 1 


Empregando Sarrus: 
1-2x 2-4x 3-6x|l-2x 2-4x 
=-| 3 4 1 3 4 |= 
—4 5 11 4 -5 
{[-44 (1 — 2x) — 4 (2 — 4x) - 15 (3 — 6x)] — [+33 (2 - 4x) - 5 (1 - 2x) - 16 (3 - 6x)]; = 
44 — 88x + 8 — 16x + 45 — 90x — 66 + 132x — 5 + 10x — 48 + 96x = 


=-22+44x=0>x= 1 


3 1 0 
5) Usando Chió calcule x em | 1 x? -3=0 
-2 0 3 
Solução: Como Vx2 = |x| temos: 
3 1 0 
1-3|x| -3 1 l ar 
1 |x| -3 =- : 3 =3-9|x|-6)=9x|+3=0> [x| = Sai logo o conjunto solução é 
-2 0 3 
Ø. 


Comentário: No uso da regra de Laplace verificamos que a falta de zeros na linha ou coluna a ser usada 
dificulta a solução do det e agora constatamos que a regra de Chio só pode ser empregada se existir pelo 
menos uma unidade positiva na matriz, entretanto estas dificuldades (falta de zeros ou unidade positiva) 
serão eliminadas com os estudos das propriedades dos determinantes. Observe-se que exemplificaremos 
muitas dessas propriedades com dets de 2º ordem para facilitar os cálculos, mas elas serão válidas para 
matrizes quadradas de ordem n > 2. 


3.3. Propriedades dos Determinantes: 


3.3.1. Seja A uma matriz de ordem n e A‘ sua transposta, então det A = det A! 


o 
Ex: A = > |Aj=8-6=2 
Ee 


t 1 3 t 
a'=| >| => l|Aj=8-6=2 


Esta propriedade permite a troca de linhas por colunas sem alterar o determinante e este fato é 
importante pois qualquer propriedade válida para coluna será valida para linha daí chamarmos as linhas 
ou colunas de filas. 


3.3.2. Quando se trocam as posições de duas filas paralelas de uma matriz de ordem n o seu 
determinante fica multiplicado por (-1). 


12 
sa| ] > |Aj=5-8=53 
4 5 
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E B|=8-5=(-1)(3)=3 
= a vai =R CIE) 


3.3.3. Quando se multiplica uma fila de uma matriz de ordem n por um número real K o seu 
determinante fica multiplicado por K. 


2 
Ex: A= >|A|=4-6=-2 
3 4 


2. 
sel 4) = B-s 12=-4=2 det A 


ii 
c-Í J-m=2 qe A 
2 2 


3 


OBS.: É importante notar que para cada fila multiplicada por K o det fica multiplicado por K ou seja se 
a matriz for de ordem n então det (KA) = K” det A. 


3.3.4. Condições para que um det seja nulo 
a) Condições particulares 
a.1) Uma fila nula: 


000 
Ex:A=|2 5 4|>A|=0 
3º dd 


a.2) Duas filas paralelas iguais: 


basi 
A=|2 0 2|=>]A|=0 
3 5 3 


a.3) Duas filas paralelas proporcionais: 


[208 
A=|2 4 6|=[|A|=0 
0 6 5 


b) Condição geral para que um det seja nulo: 
b.1) Quando uma fila é soma de outras filas paralelas multiplicadas ou não por números reais, dizemos 
que a fila inicial é uma combinação linear das outras filas paralelas. 


Il Z 3 
Ex:emA=|2 -1 4 | temos 3º linha = 3 (1º linha) + 1 (2º linha) 
E dio dO 


3.2. Quando uma fila de uma matriz de ordem n é combinação linear de outras filas paralelas o det da 
matriz é nulo. 


12 3 4 
2 3 -l l l : 
Ex: = 0 porque temos 3° linha = 3 (1º linha) + 2 (2° linha) 
7 12 7 22 
04 5 6 
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E útil lembrar que quando o det de uma matriz é nuLo obrigatoriamente uma fila é combinação linear de 
outras filas paralelas. 


3.3.5. Propriedade de Cauchy 
A soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer de uma matriz quadrada de ordem n > 2, 
ordenadamente, pelo cofatores dos elementos de uma fila paralela, é igual a zero. 


123 
4 5 0 5 0 4 
Ex:A=|0 4 5 da AA AaS Ad E al ERO EN 
312 


3.3.6. Propriedade de Binet 
Se A e B são matrizes quadradas de ordem n então det (A x B) = det A x det B. 


1 2 23 2 13 
Ex: A = , B= e AB = 
5 abB-(o s)e48=(6 55) 


[A| =4- 6 =-2; |B| = 10 - 0 = 10; |AB| = 58 — 78 = -20 ou seja det (A x B) = det A x det B. 


3.3.7. Adição de determinantes: 


aj azg ce (Djs) © an a azg ce bj = an dj ay ct Cj o n 
jt®j j j 

az) azp e (b2j+C2j) © a| ja azn e bo; + axm [azn az e Cj am 
TC; j j 

azı a32 =*= (b3j+c3j) © aznļ=|a3; a32 ©: ba; © aAsn|+|Az a32 ce C3j * azn 
jtoj j j 

ang an2 (baj + Cnj) “ am dn Anz by “ am Ani an2 e Cn vt ann 


Como vemos a coluna j-ésima é uma soma com duas parcelas bij + cij então o det original foi 
decomposto na soma de dois dets. Se a soma fosse composta de n parcelas o det seria uma somatória de 
n dets. 

2 a+b 


3 c+d 


Ex: 


T 


+ 
3 d 3 d 


a 


3.3.8. Propriedade de Jacobi: 
Quando substituirmos uma fila de uma matriz de ordem n pela soma dela com outras filas paralelas 
previamente multiplicadas por uma constante o determinante da matriz não se altera. 


F23 
Ex: A = f 0 4| = det A= 4. Vamos substituir a 3º linha por ela + 2 x 1° £ + (1) 2 £. 
3 


0 5 
waa Te aea 
B=|2 0 4|>2 0 42 0=(0+24+24)-(28+16+0)=48-44=4 
347) | 4 73 4 


3.4. Determinantes Especiais 


3.4.1. Det. de Vandermonde 
Chama-se matriz de Vandermonde, ou das potências, toda matriz de ordem n > 2 do tipo 
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a al a o 
1 1 1 a a a 
A= aj az ise an E 1 2 Ver n 
7 2 1 2 
a? as aí al az os an 
E z — n-1 n-1 n-1 
BE an cor dj. ds, tm an 


Os elementos ay, a2, ... na são chamados elementos característicos da matriz. 
Valor: det A = (a2 — a)... (an— a1) (a3 — a2) ... (an — a2) ... (an — an-1) 


A CR 

palco =(3-2)(5-2)(6-2)(5-3)(6-3)(6-5)=1.3.4.2.3.1=72 
4 9 25 36 
8 27 125 216 


3.4.2. Determinante Triangular 


a 0 0... 0 
a272 0 PA 0 

a21 a272 0 0 a33 0 

0 a32  d33 

a31 a32 a33 = 4] = àj 1å22| 

uin A tune an3 An 
an2 an3 ann 

anl an2 an3 ann 


aE REESE = ąã]1 d22 433 .... dm 
Este resultado, produto dos elementos da diagonal principal, é válido também para os dets diagonal e 
escalar. 


3.4.3. Det onde todos os elementos situados de um mesmo lado da diagonal secundária são nulos: 

neste caso, sendo a matriz de ordem n, o valor do det será o produto dos elementos da diagonal 
n(n-1) 

secundária multiplicado por (—1) ? 


0 0 —4 3(3-1) 
Ex:|)0 2 5|=(-1) 2 .(—4.2.3) = 24 
34 1 


3.4.4. Determinante anti-simétrico de ordem ímpar 
O det de uma matriz anti-simétrica de ordem ímpar é sempre nulo. 


0 -2 3 0 -2 3/0 -2 
Ex:A=| 2 0 -5ļ>ļaļ=|2 0 -5/2 0|=(0-30+30)-(0+0+0)=0 
-3 5 0 -3 5 0|-3 5 


3.5. Matriz Inversa — Cálculo por Determinante 

3.5.1. Matriz Cofatora 

Dada A = (aij)nxn: Chama-se cofatora de A ou cof A a matriz B = (A;j) onde A; é, em A, o cofator do 
elemento aij. 


3.5.2. Matriz adjunta de A 


Chama-se matriz adjunta de A ou comatriz de A e se indica por A*, a matriz transposta da cofatora ou 
seja Adj A = A* = (cof AÙ. 


t 
a a a —a a —a 
1 2 . 22 21 22 12 
Bx: sea = [ |saa-| ] -| ] 
a2) a22 Taz a —do9 ajl 
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Obs: No caso de 2° ordem pode-se obter a matriz adjunta a partir da matriz inicial pela simples troca das 
posições dos elementos da diagonal principal e pela inversão dos sinais na diagonal secundária. É útil o 
leitor verificar com exemplos que esta regra é exclusiva para matriz de 2º ordem. 


3.5.3. Prova-se (veremos no apêndice) que dada A — (aij)nxn então A x A* = A*A = (det A). In 
Vamos exemplificar esta propriedade importante usando matrizes de 2° ordem: 


a a a -a 
Sejam a = [ k A e A* -{ % : então A . A*: 


a2) a22 —=d29 MI 
a22 -d12 
-d21 di 

aj a2 |a118a22-4a12a21 0 

a2ı à22 0 a22ą11-412821 


1 0 
>A.A*= (ai18a22 = a12821) k ) = (det A) bL 
O leitor pode verificar que A* A = (det A) h 


3.5.4. A condição necessária e suficiente para que uma matriz A de ordem n seja inversível, ou seja 
exista A”, é que det A + 0. 


1º Parte: Condição necessária 
A é inversível > det A = 0 


Demonstração: 


. 1 
A inversível > A” existe > A . A! = A`! . A = h > det A . det A”! = det n = 1 > det A = —— #0 


det A! 


2° Parte: Condição suficiente 
det A # 0 > A éinversível 


Demonstração: 
Pela propriedade 3.5.3 temos: 


A* A* 
Sendo det A + O temos: A = Al=h 
det A det A 


A*  adjA 


E como A.Al=A! A= In temos que A” existe e A! = = 
detA detA 


Ex: Ache se existirem, as inversas de 
1 0 2 
1 2 [+2 
A= ,B= eC=|0 20 
3 6 4 9 
3 1 0 


1) 

1.1. [A| = 6 — 6 = 0 = A! não existe. 

2) 

2.1. |B|=9 -8 = 1 # 0 => A” não existe. 
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TEN 
1 
3) 
1 0 2 
3.1.|C|= 0 2 J= J 720-605-1240 
3 1 0 
0 0 -6 
3.2.cofC=| 2 —6 -l | (procure efetuar os cálculos dos cofatores) 
-4 0 2 
0 2 -4 0 2 -4 
3.3.adjC=| 0 -6 0 >07 =-Z 0 -6 0 
-6 -l1 2 -6 1 2 


3.6. Exemplos 


3x+4y=11 
4x +5y=14 


1) Resolva o sistema | usando matriz inversa. 


Solução: 


; al 3 4x 11 
O sistema em forma matricial será: A = 
4 5J)ly 14 


Achando a inversa da matriz MÀ dos coeficientes temos: 
IMel= 15 —-16=—1 
5 —4 -5 4 
adj M. = l E ] => M7! | i |) pré-multiplicando por Me ': 


x=1 


TONEDE MEHE a 


2,3 4 
2 46 8 ; 
2) Encontre x para que A = tenha inversa. 
AA RR 
4 234 


Solução: Como a 2º linha é proporcional a 1° linha então |A| = 0, logo o conjunto solução é Ø. 


3) Prove a regra de Vandermonde para uma matriz de 3° ordem. 


Solução: 

1 1 1 1 0 0 

a b cļ=ļ|a b-a c-a | =(b-a)(c-a) ; =(b-a)(c-a)(c—b) 
a? b? cl) ja” b-a? c-a? RA 
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4) (USP-78) Calcule o valor do det 


a aaa a gl 0 0 
b-a b-a b-a b-a 0 0 


a b b b la b-a b-a b-a 
= =ab-a c-a c-al=ab-a c-b c-b 
a b c co) la b-a c-a c-a 
b-a c-a d-a b-a c-b c-b 
a b c d la b-a c-a d-a 
6a P Capao? O |a0-a -b d-0) 
=a(b-a a(b-a =a a) (c c 
b d-b -b d-c 
x 10 0 0 
O x 100 
5) (UFGO-78) Dada a matriz A=|0 0 x 1 0f sejaf: R — R definida por f (x) = |A|, então f (—1) 
0 0 0 x 8 
O 0 1 0 x 
vale: 
Solução: 
152000 
fi a a aÀ] 
O x 100 ! 0 x 1 0x 1 
; 0x 10 2 7 E 
ð 0 x 1 A, i Re O x 8l=x|0 x 80 xij=x[(x+8+0)-(0+0+0)] 
boo x 8 hos 10 x 10 xil 0 
! © 1 0 x 
®© 0 1 0 x 
=x + 8x > fC1)= C1 +8 (17 =7 
x 0 1 
6) (OSEC-SP-78) Para que valores de x temos |0 x 0>0 
1 0 1 
x 01 
x 1 
Solução: |0--%--0| = x |rxo-D>0 
10 1 
+ 0 — 0 + 
>xe|-c0,0Ul]l,+c07[ 
0 1 


7) (UFMG-78) Qual a afirmativa errada? 

a) O determinante de uma matriz que tem duas linhas (colunas) iguais é nulo. 

b) O determinante de uma matriz não se altera quando se trocam duas linhas (colunas) entre si. 

c) O determinante de uma matriz fica multiplicado por K quando se multiplica uma linha ou coluna por 
K. 

d) A adição à uma linha de uma matriz de uma combinação linear das demais linhas não altera o valor 
do det da matriz. 

e) O determinante de uma matriz que tem duas linhas (colunas) proporcionais é nulo. 


Resp. A afirmação errada é a b pois nesse caso o det mudaria de sinal. 


8) Prove que: 
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1) Se A é ortogonal > det A é 1 ou-l. 

2) Se A e B são matrizes quadradas não nulas e AB = 0 > A e B são singulares. 
3) Se A e B são matrizes de ordem n e AB = h > A = B! e AB=BA=h. 
Solução: 


1) A ortogonal > A* = A” > det A* = det A” > det A = — >(det A) =1 >det A =+ 1 
e 


2) 

2.1) AB = 0 > det (AB) = det A. det B = 0 

2.2) Se det A + 0 > A” existe > A” (AB) = A” . 0 > I. B = 0 => B = 0 (contra a hipótese) por 
raciocinio análogo teríamos det B = 0 logo A e B nesse caso são singulares. 


3) AB = I > det (AB) = det I > det A . det B = 1 > det A + 0 e det B + 0 => A” e B” existem; AB = 1 
> A” (AB) = A” . I > (A` A) B = A" logo B. A=A”.A=I>AB=BA=I 


9) O valor do det (onde log representa logaritmo na base 10): 
1 1 1 1 
log2 log20 log200 log2000 
(log2} (log20” (10g200? (1og2000? 
(log2) (log20) (10g200) (log 2000) 
O det é de Vandermonde logo: 
= (log20 — log2)(10g200 — log2)(10g200 — log2)(10g200 — l0g20)(10g2000 — log20)(10g2000 — l0g200) = 
-lo 20 lo 200 lo 2000 lo 200 lo 2000 lo 2000 
e RD OR a 
= ]og10 . log100 . 10g1000 . log10 . log100 . log 10=1.2.3.1.2.1=12 


10) (TA-79) Sejam A, B, C matrizes reais 3 x 3, satisfazendo as seguintes relações: 
AB=C!,B-24A, se o determinante de C = 32, qual o valor do módulo do determinante de A? 
Solução: 


AB = A(2A) = C”! > det (A x 2A) = det C! > det A . det 2A = — > det A (2° det A) = 5 > 
e 


8 (det A? = EE (det A? = a Idet A| = L 
32 256 16 


11) Sendo A e B e C os ângulos de um A ABC e a, b e c os respectivos lados opostos a estes ângulos 
1 1 1 
prove que | a b c |=0 
SenA SenB SenC 
Solução: 
— b um, 
SenA SenB SenC 


Pela lei dos senos temos (duas linhas proporcionais) logo o det é nulo. 


l l l 


12) (USP-93) Prove sem desenvolver que | à b € |=0 independente dos valores a, b e c. 
b+c c+a a+b 


Solução: 
Substituindo a 3° linha pela soma dela com a 2° linha temos: 
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l l l l l l 


a b o e a b c colocando (a + b + c) em evidência 
b+c c+a a+b la+b4c a+b+c a+b+c 


temos: 
1 1 1 

(a+b=+c)ļa b c|=0 (duas linhas iguais). Se a + b + c = 0 não poderiamos colocá-lo em evidência, 
1 1 1 


mas neste caso, o det seria nulo pois tem uma fila nula. 


WIN 


13) Torne unitários os elementos da 1º linha de |2 sem alterar o valor e mantendo inteiro os 


3 


OS HAN] 
o ne] 


outros elementos do det. 
Solução: 
(1) Multiplicando por 12 (m.m.c. dos denominadores) a 1° linha e dividindo por 12 fora do det temos: 


E 
SD apa 8 18 15 
2 1 5/=—2 1 5 
12 
3 6 8 3 6 8 
(2) Achando o MMC (8, 18, 15) = 360; multiplicando a 1° coluna por = , a 2º por = e a 3° por e 
8 18 15 i 360 360 360 
e controlando as alterações temos: — |2 =>———— |90 20 120 
2 12x45x20x24 
3 6 8 135 120 192 
Ji 1 1 1 
(3) Colocando 360 em evidência temos finalmente: ——————— |90 20 120 
20x12x45x24 
135 120 192 


OBS: Experimente solucionar este problema de outra maneira. 


1 1 l 


14) (Cice-68) Supondo a, b, c números diferentes e não nulos encontre x em: |a b c |=0 


Solução: 

1 —1 1 1 1 1 1 1 0 

a b c |=ļ]a b cl4+la b 0| =(b-a)(c-a)(c-b)+x(b-a)=0 > 
a? b? +x ja” b c? ja? b? 
x=-(c-a)(c-b)=(b-c)(c—a) 


X 
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1 1 1 
15) (Lins-SP-67) Estando a, b, c nesta ordem em p.a. mostre que o valor do det |a b c| depende 
a? b? œ 
apenas do valor da razão r da p.a. 
Solução: 
1 1 1 
a b c|=(b-a)(c-a)(c-b)=r.2r.r=2r 
a? b el 


16) (CESEP-PE-74) Dadas as afirmações: 

1) Se A é de ordem n e K e R* > det (KA) = Kº det A 

2) Se det A=0>A=0 

3) Se A e B são de ordem n então det (A + B) = det A + det B 

4) Se A e B são matrizes de ordem n então det (A . B) = det A . det B 
São verdadeiras: 

a) 1°, 2° e 4° 

b) 1° e 4° 

c) nenhuma 

d) todas 

e) unicamente 1º e 2º 

Solução: 

(1) A 1º verdadeira pois para cada linha multiplicada por K o det fica multiplicado por K logo det (KA) 
= Kº det A onde n é a ordem da matriz. 

(2) Falsa pois A pode ser singular sem ser nula. 


12 
sa-l )=Isl=0e820 


l 1 2 1 0 2532 
(3) Falsa pois A = ,B= eA+B= elAj=8-6=2, 
3 8 01 3 9 


det B = 1 e det (A + B)=18-6=12e12#2+1. 
(4) Verdadeira pela propriedade de Binet. 


Resp. letra B 


17) (ITA-73) Seja Q uma matriz 4 x 4 tal que det Q 0 e Q? + 2Q? = 0 (det Q indica determinante de Q). 
Então temos: 


a)detQ=2 b)detQ=16 c)detQ=-2 d)detQ=-16 e) N.R.A 
Solução: 
Q? +2Q?°=0 > Q? (Q +20 = 0 como det Q 0 > det Q? + 0 > Q? tem inversa > [Q*] ' [Q7 (Q + 2D] 
-2 0 0 0 
24-1 2-1 n2 Es 0 0 
=[Q°T!. 0>[Q7! .QH[Q+2]=0>Q+21=0>5Q=21= Ed pa => det Q= 16 


0 0 0 -2 
(letra b) 


264 


Capítulo TO. Determinantes 
18) (Mapofei-SP-75) Indicando por Aij o complemento algébrico do elemento genérico aj de A = 


ajy dj a13 
ao, à)» az | o valor de M = a . A, + aÃ» + a32A31 É: 


d31 a32 d33 
a) depende da matriz 
b) sempre positivo 
c) sempre negativo 
d) sempre nulo 
e) faltam dados na questão 
Solução: 
Letra D pela propriedade de Cauchy sobre os determinantes. 


a y Z a y z 
19) (UFPA-75) Qual o valor do determinante | b s t | seo valor de |b s t| =25? 
c+b d+s e+t c d e 


Solução: 
Pela propriedade de Jacobi o valor do 1° det é igual 25 pois sua 3° linha foi obtida pela combinação 
linear da 2° linha com a 3° linha do 2° det. 


x-1 0 0 

20) (PUC-75) Seja dada a matriz A=| 0 x-2 0 |. Então o polinômio P (x)= det A é: 

0 0 x+l 
a) identicamente nulo 
b) tem grau 4 
c) é divisível por x? — 1 
d) tem raízes 1, 2, —3 
e) tem raízes complexas 
Solução: 

x-1 0 0 
PQ)=1 0 x-2 0 |=(@&-1)@&-2)(x+1)=(°-1)(x- 2), logo a resposta é c. 
0 0 x+l 
2 3 


Solução: 
O det é nulo pois tem a 3° e 2° colunas proporcionais. 


22) (Unicamp-88) Prove a igualdade sendo a, b, c e d reais não nulos: 
l+a 1 1 1 


1 l+b 1 1 
1 1 l+c 1 
l l 1 l+d 


Solução: 
Substituindo ordenadamente as 1°, 2° e 3º linhas por elas +(-1) . 4º linha o det não se altera (Jacobi) 


-abod [Le Le feira] 
a bc ad 
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a 0 0 -d 
0 b 0 -d . ; ; 
0 d (colocando em evidência a, b, c e d respectivamente em cada uma das colunas) 
Cc pn 
1 1 1 l+d 
1 0 0 -1 
0 1 0 -1 
= abcd 00 1 -1 (substituindo a 4° coluna pela soma dela com as outras) 
L | 
= = — —+l 
a bcd 
1 0 0 0 
0 1 0 0 TU E TR 
= abcd (det triangular) = abcd [|+—+— +—+— 
0 0 1 0 do bed 
1 1 1 1 1 
l+—+—+-+ 
a b c a b c 
2 4 5 10 
364 5 
23) Calcule, por Laplace, o valor de 
2 1 7 14 
4 62 4 
Solução: 
2 4 5 10 20 20 20 20 20 0 0 0 
364 Si 1 30 30 16 10) 130 0 -14 -20 
2 1 7 14] 10x5x4x2)20 5 28 28| 40020 -15 8 8 
4 62 4 40 30 8 8 40 -10 -32 -32 
O -—-14 -20 0 -14 -6 lo. g 158 
“201 45 8g 8g “As 8g 0 Ler aa 
400 20 20-10 -32| 10/-70 0 
-10 -32 -32 -10 -32 0 


E E 
10 


Obs: Que fique claro que a regra de Laplace na prática deve ser empregada até 4º ordem, atingida a 3° 
ordem deve ser empregada a regra de Sarrus; no exercício anterior chegamos por Laplace até 1º ordem 
com o único objetivo de treinamento do leitor. 


24) Prove que todo det associado à uma matriz anti-simétrica (det anti-simétrico ou hemi-simétrico) de 
ordem ímpar é nulo. 

Solução: 

Seja A = (aij)nxn UMa matriz anti-simétrica com n ímpar. Temos que Al=-"A = CIA > 

det (A = det [(-DA] > detA=(-I detA => detA=-detA => detA=0. 


x 1 1 
25) (ITA-99) Sejam x, y, z números reais com y + 0. Considere a matriz inversível A = |y 0 0). 
z -11 


Então: 
a) A soma dos temos da 1º linha de A” é igual a x+1 
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b) A soma dos temos da 1° linha de A! é igual a O 
c) A soma dos temos da 1º coluna de A” é igual a 1 
d) O produto dos termos da Segunda linha de A! é y 
e) O produto dos termos da terceira coluna de A é 1 


Solução: 
x 1 1 
(DIAl=Iy 0 0 ef | -2+0 
A er 
(2) Calculando a matriz cofatora de A: 
An= 8 [50 An=f q or Ass = 
Asi k | =-2 Aa = | =x z; Az =- ut: 
-1 1 z | y -l1 
msh | Ame Ê | = 4n= R => 
0 0 0 0 
O -y -y 0 -2 0 
CotA=|-2 x-z x+z|>adjA=|-y x-z y |=(cotA) 
0 y -y -y X+Z -y 
O 1/y 0 
41. adjA X-Z 4/9 
det A —2y 
1/2 x+2z 1 
—2y 2 


Resp: A soma dos elementos da 1º coluna é 0+ - + 5 = 1 (letra C) 


1 


. Então, a soma dos 
a 2+a 


2+ 
26) (ITA-98) Sejam as matrizes reais de ordem 2, A = ! $ J eB= í 


elementos da diagonal principal de (AB) ! é igual a: 


aj)a+1 b)4(a+1) o) TG + 2a +a?) d) q(28+20+1) e) ZG 2a ta?) 


Solução: 
1) AB: 
| 1 1 
a 2+a 
2+a a | a+a+? a +3a+2 
1 1 a+1 a+3 


T a? +a+2 a°+3a+2 
a+1 a+3 


(1) det (AB) = (2 +a +2) (a +3)- (a + 1) (2 +34 +2)=4 


2 2 
; + -a^ +3a— EUS! + -a^ —3a— 
dj (AB) a+3 3a-2 ( Bj! a+3 T 3a-—2 
-a-l aí“ +a+2 4l-a-l aí +a+2 
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2 
tr (AB!) = 1 [(@+3)+(@ +a+2)]= Loi (letra C) 


27) (ITA-97) Sejam A, B e C matrizes reais, quadradas de ordem n e não nulas. Por O denotamos a 
matriz nula de ordem n. Se AB = AC, considere as afirmações: 


DA?z0 

IDB=C 

II) det B + 0 

IV) det (B-C)=0 
Então: 


a) Todas são falsas 

b) Apenas a afirmação I é verdadeira 

c) Apenas a afirmação II é verdadeira 

d) Apenas as afirmações I e II são verdadeiras 

e) Apenas a afirmação III é verdadeira 

Solução: 

I) Falsa pois existem matrizes quadradas nulas A, B e C tais que AB = AC e A? =0. Por exemplo sendo: 


2 -2 5 -3 3 -1 
A= :B= ;C= temos 
2 -2 5 -3 3 -1 
0 0 y A 2N 2 2 0 0 
AB=AC= CA = = 
0 0 2 -2142 -2 0 0 


II) Falsa pois AB = AC com B # C (item anterior) 

HI) Falsa pois vemos no item (I) que det B = 0 

IV) Verdadeira pois supondo det (B — C) + 0 então (B — C) ! existe e como AB = AC teríamos AB = AC 
SAB-O=0>[A(B-O(B-O!'=0(B-C)!'=0>A[(B-O(B-C)!'=054.1=0> 


A = 0 o que é absurdo pois por hipótese A 0. Portanto a questão foi anulada pois não tinha opção 
correta. 


Sugestão: 
Procure refazer a solução dessa questão usando matrizes diferentes das apresentadas aqui. 
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Questões de Vestibulares 


1) (USP-62) Demonstre que: 
1 1 1 


sinx siny sinz|=sin(x-y)+sin(y—z)+sin(z—x) 


CcosXx cosy Cosz 


2) (UFPB-89) Considerando as afirmações: 

I — Numa matriz simétrica A = {aij}mxm, tem-se 
aij = aji 

II — Se A e B são matrizes quadradas inversíveis 
de ordem m, então (AB) '= B~ LA! 
HI — Se A é uma matriz quadrada de ordem m, 
então det A” = (det A)” 
IV — A multiplicação de matrizes não é 
comutativa 

V — Se A e B são matrizes quadradas de ordem 
m, então 
det (A + B) # det A + det B 
pode-se concluir que é (são) verdadeira(s) 
a) somente I, II, I e IV b) somente I 
c) somente I, IV e V d) somente I, II e IV 
e) I, H, M, TV e V 


3) (UFPB-90) Seja a matriz quadrada de ordem 3, 
tal que em cada linha e em cada coluna apareçam 
apenas os números — 1, 2 e O sem repetição. Se 
aq =— l, az = 2 e a33 = 0 e se x, y e Zz são os 
elementos da diagonal secundária da matriz 
inversa de A, qual o valor de 7(x + y + z)? 


4) (UFPB-95) Dê exemplo de duas matrizes 
quadradas 4 e B, de ordem 2, tais que det4 = 
detB = 0, mas det(4 + B) +0. 


5) (UFPB-96) Seja (an ), ne N, uma progressão 


a Era a 1 
aritmética de razão r, onde q, = r = z Calcule o 


6) (UFPB-97) Se A e B são matrizes quadradas de 


ordem 2 tais que det A = 1/12 e det B = 3, então 
det (2A.3B) é igual a 


a)3/2  b)1/⁄2 


; A a; dy 
determinante da matriz 4, onde Á = 


a, dy 


012 d6 9 
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1 0 1 
7) (UFPB-98) A inversa da matriz A=|0 1 0 
234 
4 x -l 
é a matriz a-t o 2 |. Então, o valor 
-2 -3 1 
de x é: 
a)- 1 b) 0 c) 1 d) 3 e)2 


8) (UFPB-99) Sendo a, b e c as medidas dos lados 
de um triângulo, cujos ângulos internos opostos 


são 4, B e C, respectivamente, calcule o 
senA cosA a 


determinante da matriz: Wf -|senÊ cosÊ b 


senC cosC c 


9) (UFPA-97) O determinante da matriz 
2 3 1 

A=|-1 y Olé iguala- 2. Se B e C são as 
1 2 2y 

matrizes obtidas respectivamente, pela 


substituição em 4 do menor e do maior valor de y 


encontrados, calcule a matriz transposta do 
produto de B por C. 
10) (UFPA-98) Dadas as matrizes A = 
1 2 -3 x-1 8 -5 à 
> B= eC=A.B > 
4 1 2 -2 7 4 


encontre o valor de x para que a matriz C possua 
inversa. 


11) (UFPA-99) Sejam a, b, c, m, n, p números 
naturais tais que a,b,c estão, nesta ordem, em 
progressão aritmética (PA), enquanto m,n,p estão, 
nesta ordem, em progressão geométrica (PG). Se 
a razão da PA e a razão da PG são iguais a 2 e m 
é o dobro de a, calcule a, b, c, m, n, p de tal 
forma que: 


b 
m n p-4=0 
1 0 0 


a (0 


12) (UFPel-98) Seja a matriz A = aij, de ordem 3, 
tan x, sei= j 


com aj = 1 
bd 


seiż j` 
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A soma dos valores de “x”, x e [0,7] - B 


que tornam det A = 2 é: 


x 37 
Seal bh c) 57. 
d) 27. e) 7. 


13) (PUC/RS-2005) O determinante da matriz 


senx senx cotx 
cosx cosx -l | é: 
O  senx tgx 
a) 0 b) 1 c) sen x + cos x 


d) sen? x e) (sen x + cos x} 


14) (UECE-2004) Se o determinante do produto 
X 


1 l Ad 
Jef r) é iual a = 1, 


X X 
então dois dos possíveis valores de x são 
números: 
a) positivos 


x 
das matrizes : 


b) negativos 


c) primos d) irracionais 
15) (UFRN-98) Sendo a= —— e 
b= An o determinante da matriz f i é 
igual a: 

1 1 
a) 3 b) 4 c) 1 d) 5 


16) (UNIFOR-99) Considere a matriz A, de 
ordem 3, na qual os elementos são dados por a, = 


i +j -— 1. O determinante dessa matriz é 


a)-7 b)-5 c)-3 d)- 1 e) 0 
17) (UFC-99) Considere a matriz M 
1 1 1 
=| 1 q q? |, onde æ representa qualquer uma 
o 1 a 


das raízes (complexas) da equação x? + x + 1 = 0. 
Se det M simboliza o determinante da matriz M, 
assinale a opção na qual consta o valor de (det 
M) + (det M) + 1. 


Ji DO ð-1 dl o-i 


270 


18) (UEM-98) Com relação às matrizes 
2 3 + -1 0 8s 
4=|01 2) B=|2 -1| € c=lo 6b é 
2 1 -5 1 5 4 -2 


correto afirmar que: 
01) nenhuma das matrizes possui inversa. 


02) a matriz A + B é dada por 
1 3 -l 

A+B=|2 0 2 
3 6 -5 


04) o elemento da 2º linha e 2º coluna da matriz 
produto AC é — 10. 

08) o determinante da matriz 4 é igual a zero. 

16) existe uma matriz D, tal que AD = J, onde I é 
a matriz identidade 3x3. 

32) não existe o produto CA. 


1/2 1/3 -1 
64) a inversa da matriz A é | q t- 472 
1/2 1 -1/5 


19) (UFRJ-92) A matriz X é tal que : 


Quanto vale o determinante de X? 

20) (UFRJ-98) O agente Id Ota inventou o 
seguinte código secreto para a transmissão de 
datas de certos fatos importantes: o código 
transforma uma data d-m-a, onde d é o dia, m é o 
mês e a representa os dois últimos algarismos do 


ano, em uma nova tripla de números d'’- m’- a”, de 
acordo com a regra 


cosa sena cosb senb 


— sena cosa —senh cosb 


-2 3 1Yd d' 
-—1 2 1I|lml|=|m' 
-2 3 Ikka a' 


O código revelou-se um desastre. De fato, várias 
datas originais distintas (d, m, a) correspondem a 
um mesmo código transmitido (d'm',a). Por 
exemplo, as datas 1/1/97 e 2/2/96 correspondem 
ao mesmo código 98-98-98, pois: 


-2 3 dj 1 -2 3 12 98 
-1 2 1f 1j]=|-1 2 1| 2 |=|98 
-2 3 1\97 -2 3 1196 98 


Id Ota pensou então em alterar o coeficiente 
central da matriz, a22, igual a 2, para um outro 
valor k. Determine, se possível, os valores de k 
que fazem o código funcionar bem. 
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21) (UFLA-98) Sendo A uma matriz real 
quadrada de ordem 3, cujo determinante é igual a 
6, qual o valor de x na equação 

det(24 !. A} = 4x ? 


a) 72 b) 18 c) 12 d) 2 e) 1/2 
22) (UFLA-99) Dadas as matrizes 
1 1 1 5 02 x 0 0 
A=|2 3 2), B=|0 0 3 e C=|0 x 0 
475 -4 0 -6 0 0 x 


determine todos os números reais x tais que o 
determinante da matriz C — AB seja positivo. 


23) (UFSC-99) Sejam 4, B e C matrizes. 
Determine a soma dos números associados à(s) 
proposição(ões) VERDADEIRA (S). 

1) A.B só é possível quando A e B forem 
matrizes de mesma ordem. 

2) (AA =I 

4) det (A + B) = det A + det B. 

8) Se A é uma matriz de ordem nxm e B é de 
ordem m x k, então A + B é uma matriz de 
ordem nx k. 

16) Se A é uma matriz de ordem n, então det 
(kKA)=KA, keR. 


24) (ESPCEX-93) Sejam A, B e C matrizes reais 
3x3 que satisfazem às seguintes condições: A.B = 
C` !; B = (1/2)A. Se o determinante de C é 1/32, 
então o valor do módulo do determinante de A é: 
a) 1/8 b) 1/4 c) 8 d) 16 


25) (AFA-94) O determinante associado à matriz 


a a a a 


X X X 


yY Y 
x y 1l 
a) ax - ay — x)? 
c) a(l -x)(1 -yx - a) 


M= é igual a: 


a 
a x 
a 


b) a(x- a) —y) 
d) a(x — py - x)\(1 - y) 


qdo 1/2 0 
26) (UNESP-99) Seja 4 =] -1/2 3/2 0 
0 0 1 


a) Justifique, através do cálculo do determinante, 
que 4 é inversível. 

a b 

c d) 


b) Mostre que A`! = AÅ. 
27) (Unesp-2003) Seja a matriz M -( 
onde a, b, c e d e R. Se os números a, b, c e d, 
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nesta ordem, constituem uma PG de razão q, o 
determinante desta matriz é igual a: 
a)0 bI oga dga ga 


28) (FUVEST-94) 
| 2 

A= 
1 
b) A relação especial, que você deve ter observado 
entre 4 e 4 ' acima, seria também encontrada se 


3 i! 


-2 3 


Dada matriz 


a) 


J , calcule a sua inversa ÁA y 


a 


calculássemos as matrizes inversas de: | 
-1 2 


E 


Generalize e demonstre o resultado observado. 


29) (UNICAMP-99) Considere as matrizes: 
cos0 send O $ l 
M =| -senf cosð 0j, x=|y|€Y=|0|- 
0 0 1 z 3 


a) Calcule o determinante de M e a matriz inversa 
de M. 
b) Resolva o sistema MX = Y 


30) (UFMA-2001) Seja A uma matriz tal que 


2 -1 3 
A=| 1 2 1l. Então o elemento a, da 
-1 3 1 


matriz inversa de A é: 
a)— 1/15 b)1/12 c)- 5/12 
d)- 2/15 e)-1⁄3 


31) (UFPI-2003) Sejam A e B matrizes 2x2 tais 
que det A = 3 e det B = 5. Se x e y são números 
inteiros positivos, considere as matrizes M = xA e 
N = yB. Se det(MN) = 15, podemos afirmar 
corretamente que: 
a)x-y=1 b)xy=15 
d)x>y eJx=y=1 


c)xty=3 


32) (UFC-2003) Considere a matriz A-[a;;]3x tal 
que a; =i —j . Calcule det(A-A). 


33) (UFC-2006) As matrizes A e B são quadradas 


9 0 0 0 
0900 
de ordem 4 e tais que AB = : 
0090 
0009 


Determine a matriz BA. 
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34) (UFPR-2004) Considere as matrizes A 


1 cos q 3a+t2b logio 410 
b eB= , onde a, 
2 c = logio J5 


b, c e q são números reais. Assim, é correto 
afirmar: 

(1) Os valores de a e b para os quais A = B são, 
respectivamente, 2 e —1. 

(2) Para que a matriz A seja igual à matriz B, é 
necessário que c seja número negativo. 

(3) Se b = 0 e c = —1, então o elemento na posição 
"2º linha, 2º coluna" da matriz (A -B) é logo V2: 
(4) Se b = 0 e c = 0, então a matriz A tem inversa, 
qualquer que seja o valor de b. 

(5) Todos os valores de v para os quais A = B são 


T O ni adia 
da forma 2kr + 3 , onde k é número inteiro. 


35) (FGV-2005) Seja I a matriz identidade de 


0 1 2 
ordem 3 e M a matriz quadrada | 1 0 2|. Seo 
-1 0 0 


determinante da matriz (M + xI) é uma função 
polinomial na variável x, a soma de suas raízes é 


igual a 
a)—1. bO. c)l. d)2. œ)3. 
36) (UFOP-2001) Considere a matriz: 
1 X. 3 
M=| x 3 x+l 
x-1 1 X 


A equação det M = 0 tem como solução: 
a) três raízes racionais. 

b) duas raízes irracionais e uma racional. 
c) apenas uma raiz racional. 

d) duas raízes racionais e uma irracional. 
e) três raízes irracionais. 


37) (UFOP-2005) Considere a matriz M. 


x+ 1 1 

M=|x-1 -— 1 
X 

1 0 2 


Determine a conjunto de todos os possíveis 
valores de x tais que det (M) > 0. 


38) (UFMT-2005) Dada a matriz 


272 


1  logķ4x log,x +48 
A=|1 logx- J8 0 ; quantas 
0 Jlog;x-1  logąx-l1 


soluções possui a equação det A =— 1? 


39) (UFSE-2004) Analise as afirmações que 
seguem. 


1 1 
(1) A inversa da matriz a-l | é matriz 


simétrica. 
(2) O determinante de qualquer matriz anti- 
simétrica é igual ao produto dos elementos de sua 
diagonal principal. 

-1 
3 | i 


então o determinante da matriz A + A! é igual a 
14. 


2 
(3) Se A! é a matriz transposta de A = f 


n 0 0 
(4) O determinante da matriz | 5 n-—1 0 
6 7 (n-2)! 


é igual a n!. 


40) (UFU-2000) Se A e B são matrizes inversíveis 


-1 
de mesma ordem, então AS) é igual a: 
det(B) 
a)l b)-1 c)det(A)+det(B) d)det(AB) 
41) (UFV-2005) Dadas as matrizes 
2 -1 


a 


det (-DA !.B® é: 

a) um múltiplo de 8. 

b) um número divisível por 15. 
c) um número primo. 

d) um quadrado perfeito. 

e) um número ímpar. 


3 4 
B= , então o valor de 
3 3 


42) (Unifor-2003) O determinante de uma matriz 


7 DN E 1 p 1/2 
M é 2 e a sua matriz inversa é M = 3 i 
= q 
O valor de p.q é: 
a)2 b)l cdD12 d)-1⁄2 e-l 
43) (Unifor-2004) Sejam as matrizes reais 


1 
0 


x y-l 
t+1 


E 


1 
, tais que A é a 
1/2 


i 


Z 
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matriz inversa de B. O determinante da matriz 


x y z 
x+z x tl|éiguala: 

y y-t x 

a)-10 b)-5 c)0 d5 elo 


44) (UFLA-2003) Uma matriz C corresponde ao 
produto da matriz A pela matriz B, as quais estão 
apresentadas abaixo 


Sa a 


Qual deve ser o valor do elemento k da matriz A 
para que o determinante de C seja nulo? 
a3 b2 co) d5 œe4 


m 0 senx 
45) (UFLA-2005) Seja f(x)=|2 -1 0 
O senx -l1 


Os valores de m para os quais f(x) admite raízes 
reais são: 

a)-3<m<-2 b-2<m<0 

c)J0<m<2 d)i<m<?2 

e) f(x) não admite raízes reais 


46) (UFAL-2002) Calcule o determinante da 


0 1 0 
matriz M =| —-senx 2 seny |, sabendo que x + 
cosx 3 cosy 


y=l1lr/6. 


47) (UFAL-2004) Indica-se por Mt e M las 
matrizes transposta a inversa de M, 
respectivamente. Para analisar as afirmativas 


; 0 4 
abaixo, considere as matrizes a=] ; 


1 3 
0 5 3 -2 
B= e C= f 
; l É d 


-9 9 
(1) aBel, | 


—3 
Gaa 
1 3 


(3) A matriz A — A! é anti-simétrica 
(4) A matriz A — B + C não é inversível. 
(5) O determinante da matriz B + B' é igual a 100. 


48) (UFU-2004) Considere a matriz invertível 
dj do d3 


A=|a a» a |, cujos elementos são 


a3] da da 


números reais. Se B é a matriz 
ajl cap (ea 

B=| ca, (e*)a» (e*)as | edetB= 
(as (as (e*) az 


(e? + 2)det A, então o número x pertence ao 
intervalo 
a) (2,3) 


b)(-1,0) 


c)(1,2) d)(0,1) 


49) (UFU-2004) Considere as matrizes 


ge x-1 8 -5 
A= e B= . Para que 
2 5 8 -2 7 4 


o determinante da matriz A.B‘, em que B' denota a 
matriz transposta da matriz B, seja igual a 138, 0 
valor de x será igual a: 

a)6 b)7 c)8 d9 


50)  (EPCAr-2004) Sejam as matrizes 


9 1 1 1 E 
A= ,P= e P` a inversa de P. Se 
4 6 1 —4 


a matriz B é tal que B = P™ A P, tem-se que 
a) det B = 0 c) B é a matriz diagonal 
b) det B =-50 d) B=A 


51) (EPCAr-2005) Sejam A, B, C matrizes reais 
não-nulas de ordem 2, satisfazendo às seguintes 
relações: 
1) AB=C'! em que C™ é a inversa de C 
2) B= Ta 

2 
Se o determinante de C é 16, então o valor do 
módulo do determinante de A é igual a 
dA me gi ass 


2 8 


52) (AFA-2001) Sejam A uma matriz quadrada de 
ordem 3, det A = d, det(2A - A')=4k, onde A' é a 
matriz transposta de A, e d é a ordem da matriz 
quadrada B. Se det B = 2 e det 3B = 162, então o 
valor de k + d é 

a)4 b)8 c)32 d)36 
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53) (Escola Naval-2005) Considere a matriz 


y 2 l 
quadrada A=|-2 2y? —1]| onde y € IR. 
4 3 1 


O produto dos valores de y, para os quais o 
determinante de A é igual a menor raiz da 
equação |x — 3|= 15 é 


a) 1 DE c) k d)-1 


e)— 42 


54) (ITA-64) Complete o determinante ao lado de 


cosa sina 


modo que represente cos (a + b) 


55) (ITA-64) Sem desenvolver, mostrar que 
241 


3 6 2150 

4 8 3 

56) (ITA-67) Seja o determinante 
q d d; 

D=|b, b, b| e Ai, 42, A3 respectivamente 


CG C C 
os complementos algébricos de ci, c2, c3. Então 
aÃ, + asÃo + a343 = 


XD bD-D 90 DD! gl 


Xa Xn 


. Xi Xn 
57) (ITA-69) Sejam X -| | e 


K= a matrizes quadradas 2x2. Uma das 
Nzi -Yaz 


afirmações abaixo é verdadeira, assinale-a. 


2 2 
a) X.X = d 


2 2 
Xa Xn 


b) det (a.X) = a.det X 

c) det (X + Y) = det X + det Y 
d) det (aX) = o2.det X 

e) det (X.Y) = det X + det Y 


58) (ITA-71) Qual o resto da divisão por 3 do 
determinante: 


4 1 3 -6 
(3-4) (6-1) (-3-5) (9+6) 
5 1 2 3 
4 1 2 5 


a) O b)3 c)7 d) 1 e) N.d.r.a. 


59) (ITA-75) Seja A uma matriz quadrada de 
ordem n, tal que A != A! Se det A = 1, dizemos 
que A é uma matriz de rotação, e se det A =- 1, 
A é uma matriz de reflexão. Apoiado em tais 
definições, podemos afirmar que: 

a) se n é ímpar, o produto de duas matrizes de 
reflexão é de reflexão. 

b) a soma de duas matrizes de rotação é de 
rotação. 

c) o produto de duas matrizes de rotação é de 
rotação. 

d) a matriz inversa de toda matriz de rotação é de 
rotação. 

e) nenhuma das respostas anteriores. 


60) (ITA-76) Seja Q uma matriz 4x4 tal que det Q 
+ 0 e Q? + 2Q? = 0. Então, temos: 
a) det Q=2 b) det Q=-2 
d) det Q=16 e)nda 


c) det Q=- 16 


61) (ITA-80) Sejam A = (aj) uma matriz real 
quadrada de ordem 2 e h a matriz identidade 
também de ordem 2. Se rı e r2 são as raízes da 
equação det(A — rh) = nr, onde n é um número 
inteiro positivo, podemos afirmar que: 
a)ritr=a + a22 d) ri.r, = det A 

b) rı + r2 =-— (ai; + a22) e) r1.r2 =— n.det A 
c)ritr)=n.(aj + a22) 


62) (ITA-81) Dizemos que uma matriz real 
quadrada A é singular, se det A = 0, ou seja, se o 
determinante de A é nulo, e não-singular se det A 
* 0. Mediante esta definição, qual das afirmações 
abaixo é verdadeira? 

a) A soma de duas matrizes A e B é uma matriz 
singular, se det A = — det B. 

b) O produto de duas matrizes é uma matriz 
singular se, e somente se, ambas forem singulares. 
c) O produto de duas matrizes é uma matriz 
singular se pelo menos uma delas for singular. 

d) Uma matriz singular possui inversa. 

e) A transposta de uma matriz singular é não- 
singular. 


63) (ITA-82) Sendo A uma matriz real quadrada 
de ordem 3, cujo determinante é igual a 4, qual o 
valor de x na equação det (2AA = 4x ? 

a) 4 b)8  c)16 d) 32 e) 64 


64) (ITA-84) Sejam P, Q, R matrizes reais 
quadradas arbitrárias de ordem n. Considere as 
seguintes afirmações: 
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I - se PQ = PR, então Q = R 

II - se P? é a matriz nula, então o determinante de 
P é zero 

HI - PQ=QP 

Podemos afirmar que: 

a) I é a única afirmação verdadeira 

b) II e II são afirmações verdadeiras 

c) I e II são afirmações verdadeiras 

d) HI é a única afirmação falsa 

e) I e II são afirmações falsas 


65) (ITA-85) Dadas as matrizes: 
x 0 A 0 0 

A=| 0 x 1I e B=| 0 -x, 0 
Xy -Sia l =x, 0 =x 


onde x1, x2 € x3 são raízes da seguinte equação em 
x: x? + ax? + bx —2 = 0. Se det A = 4x e det (A — 
B) = 8, então podemos afirmar que: 

a) det (A - B)=5 e a=2 

b)det4=b e a=2 

c)detB=2 e b=5 

d) det (4 — B) =a e b= detA 

e) det A = a/2 e b=a/2 


66) (ITA-86) Seja x e R e A a matriz definida por 


mT xX 
l+senx sonf Z + x) 
A= 
(z x) 1 
cos| — — — — 
4 2 2 


Se S é o conjunto dos x tais que 4 é uma matriz 
inversível, então podemos afirmar que: 


a) S é vazio d) S = {kr, k € Z} 
b) S = {kr/2, k € Z} e) S = [+ n/2, 7/2] 
c) S= [0, 27] 


67) (ITA-87) Seja À um número real, I a matriz 
identidade de ordem 2 e A a matriz quadrada de 
ordem 2, cujos elementos a; são definidos por: aij 
=1 +j. Sobre a equação em À definida por det(A — 
AI) = detA — À, qual das afirmações abaixo é 
verdadeira? 

a) Apresenta apenas raízes negativas. 

b) Apresenta apenas raízes inteiras. 

c) Uma raiz é nula e a outra negativa. 

d) As raízes são 0 e 5/2. 

e) Todo À real satisfaz esta equação. 


68) (ITA-87) Seja P o determinante da seguinte 
matriz real: 


1 1 1 1 
232 x 

E e N 
4 9 8 x 
Para se obter P < 0 é suficiente considerar x em 
R, tal que: 
a) x = (V2 +43 )/2 
c) J33<x<2 
e)9<x<10 


X 


b)10<x<11 
d)2<x<3 


69) (ITA-87) Quaisquer que sejam os números 
reais a, b e c, o determinante da matriz 

1 1 1 1 

1 l+a 1 


é dado por: 
1 1 1+b 1 
1 1 1 l+c 
a)ab+ac+bc b)abc c)zero 
d) abc + 1 e) 1 


70) (ITA-88) Sejam as matrizes: 


ns x 27m 27m 
sin— cos— sec— cos— 
4=| 2 4) e B= 5 5 
. 2m T 
tanz sn— cos m cot — 
5 2 

Se a = det A e b = det B então o número 


complexo a + bi tem módulo igual a: 
a) 1 b) sin 27/5 + cos 27/5 c) 4 
DID? 0 


71) (TTA-88) Seja A uma matriz real que possui 
inversa. Seja n um número inteiro positivo e A” o 
produto de matriz A por ela mesma n vezes. Das 
afirmações a verdadeira é: 

a) A” possui inversa, qualquer que seja o valor de 
n 

b) A” possui inversa apenas quando n = 1 ou n = 
2. 

c) A” possui inversa e seu determinante independe 
de n. 

d) A” não possui inversa para valor algun de n, n 
>1. 

e) Dependendo da matriz A, a matriz A” poderá 
ou não ter inversa. 


72) (ITA-88) Seja A uma matriz quadrada 
inversível, de ordem 3. Seja B a matriz dos 
cofatores da matriz A. Sabendo-se que det A = 
— 2, calcule det B. 


73) (ITA-89) Sendo A, B, C matrizes reais nxn, 
considere as seguintes afirmações: 
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1. A(BC) = (AB)C 

2. AB = BA 

3.A+B=B+A 

4. det (AB) = det (A).det (B) 

5. det (A + B) = det (A) + det (B) 
Então podemos afirmar que: 
a) 1 e 2 são corretas 

b) 2 e 3 são corretas 

c) 3 e 4 são corretas 


d) 4 e 5 são corretas 
e) 5e 1 são corretas 


1 2 + 
76) (ITA-89) Sendo ,-0 -3 2 
So =] 152 
elemento da terceira linha e primeira coluna, de 


sua inversa, será: 
a)5/8 b)9/11 


então o 


611 213 e1/13 
75) (ITA-89) Sabendo-se que x e y são reais, tais 
que x + y = 7/4, verifique se a matriz 


2tanx l+tanxl , Aan ; 
é ou não inversível: 


l+tany tany 


76) (ITA-90) Sejam A, B e C matrizes n x n tais 
que A e B são inversíveis e ABCA = At éa 
transposta da matriz A. Então, podemos afirmar 
que: 

a) C é inversível e det C = det (AB)! 

b) C não é inversível pois det C = 0 

c) C é inversível e det C = det B 

d) C é inversível e det C = (det A¥.det B 

e) C é inversível e det C = (det A)/(det B) 


77) (ITA-91) Sejam m e n números reais com m + 
n e as matrizes: 


2 1 -1 1 
A= „B= : 
3 5 0 1l 
Para que a matriz mA + nB seja não inversível é 
necessário que: 
a) m e n sejam positivos 


b) m e n sejam negativos 
c) m e n tenham sinais contrários 


d) nº = 7m? 
e) n.d.a 


78) (ITA-92) Seja C = {X e Max: X? +2X=0}. 
Dadas as afirmações: 

I. Para todo X e C, (X + 2I) é inversível. 

II. SeX eC edet (X +21) + 0 então X é não 
inversível. 

HI. Se X e C e det X + 0 então det X > 0. 
Podemos dizer que: 

a) todas são verdadeiras. 

b) todas são falsas. 


c) apenas II e III são verdadeiras. 
d) apenas I é verdadeira. 
e) n.d.a. 


79) (ITA-93) Sabendo-se que a soma das raízes da 


1 -1 0 2 

x 0 x 0 .-8 : 
equação | e, SE e Ro o 

b x 2 b 


conjunto destas raizes, podemos afirmar que: 


a) S c [-17, -1] d) S c [-10, 0] 
b)Sc[1,5] e) Sc [0,3] 
c) Sc [-1,3] 
80) (ITA-93) Seja a matriz 3x3 dada por 

1 2 3 
A=|1 0 0]. Sabendo-se que B é a inversa de 


3 0 1 


A, então a soma dos elementos de B vale: 
a) 1 b)2 c) 5 d) O e) —2 


81) (ITA -94) Sejam A e I matrizes reais 
quadradas de ordem 2, sendo I a matriz 
identidade. Por T denotemos o traço de A, ou seja 
T é a soma dos elementos da diagonal principal de 
A. Se T #0 e Ai, À» são raízes da equação det (A 
— ÀI) = det(A) — det(A 1), então: 


a) À, e À» independem de T b) ài. à2 =T 
c) ài.Aà2= 1 d) X1 + à2 = T/2 
e) M+tAo=T 


82) (ITA -94) Sejam A e P matrizes reais 
quadradas de ordem n tais que A é simétrica (isto 
é A = AĴ e P é ortogonal (isto é, PP'=I=P'P),P 
diferente da matriz identidade. Se B = P'AP então: 
a) AB é simétrica b) BA é simétrica 

c) det A = det B d) BA = AB 

e) B é ortogonal 


83) (ITA -94) Seja A uma matriz real quadrada de 
ordem n e B = I — A, onde I denota a matriz 
identidade de ordem n. Supondo que Aé 
inversível e idempotente (isto é A^ = A) considere 
as afirmações: 

1. B é idempotente 
3. B é inversível 

5. AB é simétrica 
Com respeito a estas afirmações temos: 
a) Todas são verdadeiras 

b) Apenas uma é verdadeira 


2. AB=BA 
4.A°+B°=I 
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c) Apenas duas são verdadeiras 
d) Apenas três são verdadeiras 
e) Apenas quatro são verdadeiras 


84) (ITA-95) Dizemos que duas matrizes nxn A e 

B são semelhantes se existe uma matriz nxn 

inversível P tal que B = P'AP. Se A e B são 

matrizes semelhantes quaisquer, então 

a) B é sempre inversível 

b) se A é simétrica, então B também é simétrica 

c) B? é semelhante a A 

d) se C é semelhante a A, então BC é semelhante 
a A’ 

e) det(AI — B) = det(AI — A), onde À é um real 
qualquer. 


85) (ITA-95) Sejam A e B matrizes reais 3 x 3. Se 
tr(A) denota a soma dos elementos da diagonal 
principal de A, considere as afirmações: 

[DI] AS = (A) 

[1] Se A é inversível, então tr(A) + 0. 

[CID] tr(A + AB) = tr(A) + Atr(B), para todo À e 
R. 

Temos que 

a) todas as afirmações são verdadeiras. 

b) todas as afirmações são falsas. 

c) apenas a afirmação (T) é verdadeira. 

d) apenas a afirmação (II) é falsa. 

e) apenas a afirmação (II) é falsa. 


86) (ITA-96) Considere A e B matrizes reais 2x2, 
arbitrárias. Das afirmações abaixo assinale a 
verdadeira. No seu caderno de respostas, 
justifique a afirmação verdadeira e dê exemplo 
para mostrar que cada uma das demais é falsa. 

a) Se A é não nula então A possui inversa 

b) (AB) = A'B! 

c) det (AB) = det (BA) 

d) det A? = 2det A 

J(A+BXA-B)=A?-B? 


87) (ITA-96) Seja a e R e considere as matrizes 
reais 2x2, 


3º —1 qu 813 
A= e B= : 
-1 3º 7, Me 
O produto AB será inversível se e somente se: 


aa -5a+6%0 bal-5az0 Ja -3a0 
D)a-Za+120 Ja -2a0 


88) (ITA-98) Sejam A e B matrizes reais 
quadradas de ordem 2 que satisfazem a seguinte 


propriedade: existe uma matriz M inversível tal 
que A=M'BM. Então: 

a) det (A = det B 

b) det A = -det B 

c) det (2A) = 2 det B 

d) Se det B + 0 então det (AB) < 0 

e) det (A — I) = — det (1 — B) 


89) (ITA-99) Considere as matrizes 
1 0 -l 1 

A= ’ I= 0 > y= X|e 
0 -1 2 01 y 


> 
B= 
2 


Se x e y são soluções do sistema (AA! - 3DX= 
B, então x + y é igual a: 


a) 2 b)1 c) O d)- 1 e)—2 
90) (ITA-00) Considere as matrizes 
1 -1 3 1 0 2 0 
M=|0 1 0|, N=|3 2 0|, P=|ljfe 
2 3 1 1 1 1 0 
x 
X=|y 
z 


Se X é solução de M “NX =P, então 
x +y’ +z’ éiguala: 


a)35 b)17 038 d)14 e)29 


91) (ITA-03) Sejam a, b, c e d números reais não- 
nulos. Exprima o valor do determinante da matriz 


bcd 1 a? 


a 
2 

a , p , na forma de um produto de 

a CC 

abc 1 d d 


números reais. 


92) (ITA-04) Considere as afirmações dadas a 
seguir, em que A é uma matriz quadrada n x n, n 
2a 

I — O determinante de A é nulo se e somente se A 
possui uma linha ou uma coluna nula. 

TI — Se A = (a;j) é tal que a; = 0 para i > j, com i, j 
=1,2,...,n, então det A = ay a22 ... Aann. 

HI — Se B for obtida de A, multiplicando-se a 


primeira coluna por J2+1 ea segunda por 
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2 — 1, mantendo-se inalteradas as demais 
colunas, então det B = det A. 

Então, podemos afirmar que é (são) verdadeira(s). 
a) apenas II b) apenas II 

c) apenas Ie II d) apenas II e HI 

e) todas 


93) (ITA-05) Sejam A e B matrizes 2x2 tais que 
AB = BA e que satisfazem à equação matricial A? 
+ 2AB — B=0. Se B é inversível, mostre que 

a) AB" =B” A b) A é inversível 


a bc 

94) (ITA-2006) Se detlp q rl|=-l, então o 
x y z 
-2a -2b -2c 


valor do det| 2p+x 2q+y 2r+z| éiguala 
3x 3y 3z 
a)0 b4 c)8 d)12 e)16 


95) (ITA-2006) Sejam as matrizes 


1 0 1/2 -1 
-2 5 2 -3 
A= e 
1 -1 2 1 
-5 1 32 0 
1 3 -1/2 1 
1 -2 -2 3 
B= 
-1 1 1 1 


5 -1 1⁄2 5 
Determine o elemento C34 da matriz C = (A+B). 


96) (IME-70/71) Calcule o valor do determinante 


al Il... 1 
| E PR | 
de ordem n: lila 1 
1 1 1 a 


97) (IME-77/78) Sejam A, B, C, D matrizes reais 
2x2. A = (ajj); A`? = B = (bi); C = (ci); cj = aij '; 
D= (dij); dij = bij e Sabe-se que Aij. Di; El 0, I<i< 
2; 1 <j <2, e que C é matriz singular (não admite 
inversa). Calcule o determinante de D. 


98)  (IME-78/79) Dadas as matrizes: 
x-2 0 0 O -x 0 

A=| 3 -1 l e B=|-1 1 lj, 
1 0 l+x 1 0 -1 


determine x, sabendo que existe uma matriz 
inversível P tal que A = P~ '.B.P 


99) (IME-79/80) Seja, para n = 1, 2, 3, .. a 
coleção B(n) = {M | M = [m;j] é matriz quadrada 
de ordem n e |m;j| = 1}. (Note que B(2) tem = 
16 elementos). Prove que, se M e B(n), então o 
determinante de M é múltiplo de 2""!, para n=1, 
DD dai 


100) (IME-82/83) Seja um determinante definido 
por 


E ta ad 
-1 2 0 0 0 0 
T O Di 2d 0 0 
OO o e 0 0 

e oe de O as silo 


a) Pede-se a fórmula de recorrência (isto é, a 
relação entre Án e An 1). 
b) Calcule a expressão de An em função de n. 


101) (IME-83/84) Seja D o determinante da 
matriz A = [aij] de ordem n, tal que aij =| —)|. 
Mostre que: D = (= 1)" "!(n- 1).2"- 


102) (IME-88/89) Calcule o determinante da 
matriz: 


a? al) (a+2)? (a+3) 
b? (b+)? b+2? b+3? 
c? (e+)? (c+2)? (c+3)? 
d? (d+)? (d+2? (d+3)? 


103) (IME-92) Calcule o valor do determinante 
abaixo: 


m+x m m m m 

m m+x m m m 

m m m+x m m 
D, = 

m m m m+x m m 

m m m m m+x 


104) (IME-93) Determine o valor de x para que: 
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xX 2 4 6 

x x+2 0 10 

2 =0 
X 0 4x 4 

X 4 10 x-2 


105) (IME-94) Um aluno, ao inverter a matriz 


l ab 
A=|0 c d|=[aj],1<1i,jJ<3 
4 e f 


cometeu um engano, e considerou o elemento a13 
igual a 3, de forma que acabou invertendo a 
matriz 


l a b 
B=|0 c d|-[b;] 
3 e f 
Com esse engano o aluno encontrou 
52 0 -1⁄2 
B!=|3 1 -1|.DeterminarA ! 
-5⁄2 0 1⁄2 


106) (IME-00) Calcule o determinante: 


1 1 1 1 1 1 1 
1 3 1 1 1 1 1I 
1 1 511 1 1I 
D=] 1 17 1 1 1 
1 1 1 19 1 1I 
1 1 1 1 1 I1 1 
1 1 1 1 1 1 B3 


107) (IME-03) Considere uma matriz A, n x n, de 
coeficientes reais, e k um número real diferente de 
1. Sabendo-se que A? = k.A, prove que a matriz A 
+ I é invertível, onde I é a matriz identidade n x n. 


108) (IME-04) Calcule o número natural n que 
torna o determinante abaixo igual a 5. 


1 —1 0 0 
0 1 —1 0 
0 0 1 —1 


logz(n-1) loga(n+1) log,(n-1) log, (n-1) 


109) (IME-05) Calcule o determinante da matriz n 
x n em função de b, onde b é um número real tal 
que b’ #1. 


279 


b?+1 b 0 0 0 0 
b b+41 b 0 0 0 inh 
0 b b41 b 0 gz eanas 
0 0 b b41 0 0 
0 0 0 0 b?+1 b 
0 0 0 0 b b41 
n colunas 
Exercícios 
1) (Interno-ITA) Uma matriz quadrada é 


idempotente se A? = A. Mostre que, se uma 
matriz inversível A é idempotente, então A = I. 


2) (Interno-ITA) Uma matriz nxn A é nilpotente 
se A” = O para algum inteiro positivo r. Mostre 
que, se A é matriz nxn inversível, então A é não 
nilpotente. 


3) (Interno-ITA) Mostre que se A, Be A+ B 
possuem inversas, então o mesmo acontece com 
A! +B'! Prove também que (A !+B Y e 
A(A+B) 'B=B(A+B) !A. 


4) Prove que toda matriz quadrada anti-simétrica 
de dimensão ímpar é singular. 


5) Prove que det (adj. A) = (det A”. 


6) Sabendo que adj. A = det A(A !) e det (adj. 
A)= (det AP” !, prove que adj. (adj. A) = 
(det AJZA. 


7) Provar, sem desenvolver os determinantes, que: 
bc 1 a l a a? 
ac 1 bj|=|1 b b”|- 
ab 1 c 1e e 


8) Demonstrar que o determinante D é divisível 
por (x — y) sem desenvolvê-lo: 


x y? z? 
Dep xX z 
Z y? x? 
9) Demonstrar que o valor de 
a?  (@a+2? (a+4) 
D-(@+22 (2442 (@+6?| é -2. 
(a+4) (a+6° (a+8) 
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10) Provar que: 
1 1 1 
a b c|=(b-a\(c-aX{c-bXa+b+c) 
œ b œ 
Ja Jb Ne Jd 
2 3 
11) Provar que: db o dr r io 
Jc r? r? rí 
Jd r? r’ r? 


12) Mostrar que o determinante da matriz abaixo 
cos(x +a) sin(x+a) 1 
é independente de x: cos(x +b) sin(x+b) 1 


cos(x +c) sin(x+c) 1 
13) Mostrar que a equação abaixo tem solução 


para x= 10 e x = 1/10: 


logio x logĻ10 log, 10 
10 0 1 =0 
l l l 
14) Se a, b e c são reais mostrar que: 
1 sina cosa 
1 sinb cosbj=4sin sin HE sin 2 


1 sinc cosc 


15) Mostrar, sem desenvolver, que o determinante 


12 5 
6 7 4 é divisível por 13. 
9 3.6 
16) Mostrar, sem desenvolver, que os 
determinantes das matrizes são iguais a zero 
1 sina cos?a cos2a 2sin?a 1 
a) 1 sin?b cos?b b) lcos2b 2sin?b 1 
1 sin/c cos'e cos2c 2sin?c 1 
a+3m b+3m c+3p cosa cosa cos3a 
C)lasm ben c+p © kosb cos'b cos 
a b c cosc cos'c cos3c 
17) Mostrar que: 
a-b-c 2a 2a 
2b b-c-a 2b |-(a+b+c) 
2c 2c c-a-—b 
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18) Mostrar 
x a 


que as raízes da equação: 


aa 
axaa 5 

=0 são -3Ja ea 
aaxa 
a aa x 


19) Mostrar que: 


aaaa 


é =a(b-a)(c—-bd —c) 


c 
d 


Q 


b 
b 
b 


Q 


20) Mostrar que: 
1 1 1 


a) 


b) 


=a,ã,..4, 


c) 


N 


-2(n-2)! 


N i: 


21) Mostrar que: 
1 cos2a 
1 cos2b 
1 cos2c 


sin a 
sin b| = (sin b -sin c)(sin c — sin a)(sin a —sinb) 


sinc 


C 
cot — 
2 

c 


B 
cot — 
2 

b 


1 


A 
cot— 


22) Provar que sendo 4, 


=0 


1 1 


B, C ângulos de um triângulo e a, b, c os lados 
opostos, respectivamente, aos mesmos ângulos. 


23) Os números 204, 527 e 255 são divisíveis por 
2 0 4 
17. Prove que 17 divide: |5 2 7). 


2 55 
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1 0 -1 -l 
=1 = 33) Prove que: 
24) Prove que 0 l -1 1l = b4actd ) d 
a b d la x n-1 n 
-1 -1 1 0 l xox n-i Xn 
1 X xX n-1 n 
2 1 1 x 5 =(x= x)(x- ) =) 
25) Prove que: 1 2 1 y. E o Ca Siro Sa E 
rogii é DX NO as Mo O 
1 1 1% 
a l l1 12 3 n=1 n 
26) Proveque Ż 0 ! E SEA EET 1 3 3 n-l n 
c 101 34) Prove que | 2 5 n-l n 
=(n—1)! 
d 110 são são 
123 2n-—3 n 
3 1 11 1 2 3 n-1 2n-l 
27) Prove que 13 11l - 48 
1131 1 
1113 2 
35) Prove que |2 2 2|=-2(n- 2)! 
1 1 1 1 
28) Prove que 12 3 4 -1 2 DD n 
13 6 10 
1 4 10 20 36) Prove que: 
A a a as A 
l+x 1 l l E E p 
29) Prove que E dm d l = x?z? a a x al=[x+(n-DaKx — a)” 
l Lo l+z 1 
l l 1 l-z 
a aa x 
ç SR 37) Prove que: 
30) Prove que | y x+y x |=2('+y)) 011 11 
PTI ON 1 em sao x 
DE ed SD E E 
l -2 n =(-D"'(n-Dx"”? 
—1 0 n ... ... ... ... ... ... 
31) Prove que | | -2 alii 1 0 
Re Iie aS $ 1 x 0 
-1 -2 -3 0 
32) Prove que: 
l a, a, a, 
1 a +b, a, a, 
1 a a, +b, a, bbb: 
1 a a, a, +b, 


281 


- Capítulo Tl. Sistemas Lineares 
SISTEMA DE EQUAÇOES LINEARES 


1. EQUAÇÃO LINEAR 


Definição — Chama-se equação linear à toda equação do tipo ax; + a X2 + ... + an Xn = b, ou seja, 


n 
S ajxi =b 
i=l 


Ex.: 3x + 4y + 5z = 2 (é uma equação linear) 
4x + 2y” + 3z = 4 (não é uma equação linear pois y é do 2º grau). 


1.1. Classificação: 
1.2. Se b = 0 a equação é dita homogênea. 
Ex.: 3x + 5y =0 
1.3. Seb x O ela é dita não homogênea. 
Ex.: 3x + 4y + 5z = 4 ou 3x + 4y + 5z- 4=0 
1.4. Representação gráfica de uma equação linear. 
1.4.1. A representação de uma equação linear até 3 incógnita pode ser feita, dependendo do número 
de incógnita, em 3 universos: 


a) R' ou reta real: -0 >> H +00 
0 


b) Rº= (x, yxy E R} 


010 X 


c) R? = {(x,y,z)|x,y, zE R} 


01. Representar em 3 universos a equação ax = b, sendo a e b positivos: 


Solução: ax =b > x= E 
a 
LILNOR!: <p» (um ponto da reta real) 
0 b 
P(—) 
a 


(uma reta r perpendicular ao eixo correspondente à 
incógnita x) 
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1.3. No R? (um plano perpendicular ao eixo da incógnita x) 


02. Representar a equação ax + by = c com a e b nulos. 
Soluções: Neste caso (duas incógnitas) só teremos representação no R? e no R°. 


ax + by = c (reta inclinada em relação aos eixos) 


2.2. R? (plano paralelo ao eixo corresponde à 3° incógnita z, interceptando o plano 


x 0 y, segundo a reta ax + by = c) 


2.3. Representar gráficamente a equação ax + by + cz = d, com a, b e c não nulos. 
Solução: Neste caso teremos a representação apenas no R°. 


Z 


Plano inclinado em relação aos eixos, passando na origem 
sed=0 


Obs.: se não for exigida a representação nos possíveis universos, em geral só representamos no Rº 
a equação ax + by + cz = d. 


03. Solução gráfica de uma inequação linear a duas incógnitas. 
Ex.: 1) Resolver a inequação x + y < 5. 
Solução: 

1.1) Construção do gráfico de x +y = 5 


X y 
4 1 > 
3 2 


Obs.: O gráfico da reta será contínuo se na inequação entrar o sinal = e descontinuo se isso não 
acontecer. 
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1.2. Teste: O gráfico da equação considerada dividiu o R” em 3 regiões: 

1.2.1. A própria reta que corresponde ao sinal de = 

1.2.2. As outras duas regiões, semi-planos definidos pela 
reta, corresponderão aos sinais > ou < e para 
identificar a região solução devemos fazer um 
teste que constitui na substituição das incógnitas 
pelas coordenadas de um ponto não pertencente a 
reta e, feito os cálculos correspondentes, teremos a 
identificação desejada. Tomando a origem O (0,0) 
teremos: 0 + 0 < 5 o que indica que a região onde 
situa-se a origem corresponde ao sinal <, que é o 
desejado, logo esta região é a solução e como o 
sinal igual está presente na inequação então reta 
também fará parte da solução: 


Ex: 2 — Resolver a inequação 2x + y > 0 
2.1. Gráfico de 2x + y = 0 


X y 
0 0 
1 -2 


2.2. Teste: P (-2,0) —> 2 (-2) + 0 = -4 < — P (-2,0) 
identificou a região do <, logo como queremos a 
região do >, isto indica que P(-2,0) não pertence a 
região desejada, ou seja, a solução será: 


3. Solução de um Sistema de inequação lineares 


. x+y<0 
Resolver o sistema 
x-y>0 


Solução: Como trata-se de um conjunto de inequações devemos obter em um mesmo sistema de 


coordenadas os gráficos correspondentes às soluções de cada inequação e a intersecção 
desses gráficos será a solução procurada. 


oio H 0 y 
1 -1 2 2 f Q 
3.2. Testes: Tı: P (-2,0) > -2 +0=-2<0 g” 
(serve para a 1° inequação. p 
auto ~ À 


T2: Q (0,3) 50-3=-3=-3<0 
(não serve para a 2º inequação. a 


3.1. 
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Resposta: A solução corresponde a parte hachurada em quadriculado 


4. Sistemas de Equações Lineares: 
E todo conjunto de equações lineares. 


4.1. Classificação dos sistemas lineares: 
Quanto a natureza das equações do sistema: 
a) Sistema homogêneo: Todas as equações do sistema são homogêneas. 
b) Sistema não homogêneo: pelo menos uma equação do sistema é não homogênea. 


Ex: 


x+y-z=0 N 
(Sistema homogêneo) 
2x+y= 


x+y+z=0 
2x +y -z = 5 (Sistema não homogêno) 
3x+y+z=4 


4.2. Solução de um sistema linear: 

Definição: Dado um sistema linear com m equações e n incógnitas chama-se solução do sistema à ê- 
nupla de reais (tı, t2..., tn) tal que substituindo-se a incógnita x; pelo real ti em todas as equações as 
igualdades correspondentes serão satisfeitas. 


x+y+z=6 
Ex.1) (1, 2, 3) é solução de 4x +y-z = 0 (0,0,0) não é solução. 
x+y+z=2 
x+y+z=0 


Ex.2) no sistema 42x — y +z = 0 (0,0,0) é solução e (1,2,3) não será solução. 

x+y-z=0 
Obs.: A ê-nupla nula (0,0,...0) é solução de qualquer sistema linear homogêneo com n incógnitas, daí ela 
ser chamada de solução trivial e isto implica que todo sistema homogêneo sempre tem solução. 
Acrescente-se que estas afirmativas não valem para os sistemas não homogêneos. 


4.3. Quanto ao número de soluções um sistema linear pode ser: 


: , Deter minado : Tem uma única solução. 
a) Compativel ou possível: À ENE : 
Indeterminado : Tem infinitas soluções. 


(tem solução) 
b) Incompativel ou Impossível: Não tem solução. 


E útil observar que se o sistema é homogêneo ele será sempre determinado ou indeterminado. 


x+y=5 
Ex.1) | E i > (3,2) é a única solução — sistema deter min ado. 
x-y= 


285 


Capítulo 11. Sistemas Lineares 


x+y= 
Ex.2 é — sistema in deter min ado com inf initas soluções do tipo (x;5 — x). 
2x+2y=10 


x+y=1 ; f f 
Ex.3 — sistema impossível. 
2x+2y= 


Obs.: As conclusões sobre estes 3 exemplos serão justificadas posteriormente (sistemas 2 x 2). 

O estudo completo de um sistema linear envolve duas etapas distintas: 

4.4. Discussão do sistema; 4.5. Resolução do sistema 

4.4. Discutir um sistema linear é verificar se ele é impossível ou possível e neste caso, identificá-lo como 
determinado ou indeterminado. 
Para facilitar nossa 1° etapa dividiremos a análise dos sistemas lineares em: 

i) Casos Particulares ii) Caso Geral 


i) Casos Particulares: 


i.1) Sistemas 1x1 (uma equação e uma incógnita) 
Discutir o sistema ax = b 


b a R E r : 
1) a #0 — x =— — uma solução (denominador não nulo) —> sistema possível e determinado. 
a 


2)a=b=0 5 0.x=0 — qualquer real x é solução — sistema possível e indeterminado. 
3)a=0ebz 0 — 0.x = b, o que é absurdo pois o produto de zero por qualquer real é sempre nulo, 
logo o sistema é impossível. 


i.2) — Sistemas 2x2 (duas equações e duas incógnitas): 


E A ax + by =m SE 5 
Seja o sistema multiplicando a 1º equação por d e a 2° por (—b) teremos 
cx+dy=n 
adxbdy = dm = 
> > (ad-bc)x = dm -bn > x = Mcha . Observando a expressão que nos dá o 
bex — bdy = -bx ad — bc 
possível valor de x concluímos que seu denominador é o det da matriz dos coeficientes ou seja 
a b 
Ac = =ad—bc e o numerador foi obtido substituindo-se em Ac a coluna dos coeficientes de x (1º 
c 


À : . ; m b f AX 
coluna) pelos respectivos termos independentes, isto é, se dr dmon Assim a e por 
n c 


; Ay 
analogia y=—. 
Ro Ac 


Discussão: 


a) Ac + 0 — x ey existirão e terão valores únicos (as frações correspondentes terão denominadores não 
nulos) e logo (x, y) é solução única, sendo o sistema possível e determinado. 
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i ) ; x+y=5 
Ex.1: Discutir o sistema 
x-y=1 


1 1 
Solução: Ac = i | =-—2 + 0 — sistema possível e determinado. 
1 1 
Obs.1) Observando os coeficientes das incógnitas concluímos que: w É 


b) Ac=0 


b.l) Ac=0 e Ax=Ay=0>5x= E ey= o e nesse caso o sistema é possível e indeterminado. 


Xx+y=5 


Ex.2) Discuta o sistema 
2x+2y=10 


n 1 1 52 al 5 0 0 E , z 
Solução: Ac = =0, Ax = =0; Ay = =0—x=—ey=—— sistema é possível e 
2. 2 10 2 2 10 0 0 
indeterminado. 
: : ; 1 1 5 
Obs.2.) comparando os coeficientes do sistema teríamos A = 5 = Ta 


b.2) Ac =0 e Ax ou Ay não nulo. Nesse caso o sistema será impossível pois teremos uma fração do tipo 
+0 
EE 

x+y=1 


Ex.3: Discutir o sistema 
2x+2y=0 


1 1 1 
Solução: Ac= , | =0; Ax= p 3 = 2 + 0; logo x = = — sistema impossível; comparando os 


2 
l 


; 1 1 
coeficientes temos que —=— £— 
2 2 0 


Da análise desses 3 exemplos podemos obter regras práticas para discutir o sistema 
E +by=m 


. Vejamos: 
cx+dy=n 


a , ; 
1) — + — > Sistema possível e determinado. 
— Sistema possível e indeterminado. 


— Sistema impossível. 


Obs.: No caso específico dos sistemas homogêneos eles sempre terão solução logo: 


a b 
1) a z — Sistema possível e determinado. — Ac = d +0 
c 


c 
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a b 
2) de = — Sistema possível e indeterminado. —> Ac = j =0 
c 
; ; ax+2y=0 
Ex.: Discuta o sistema 
x+y=0 


Solução: 


1) * = — a 2 (Sistema possível e determinado). 


2) É = - —> a=2 (Sistema possível e indeterminado). 


i.3) Sistemas Homogêneos (n x n com n > 2.) 


i 


onde Ac é o determinante dos 


No estudo dos sistemas 2 x 2, verificamos que x; = 


coeficientes Ax, é obtido de Ac, pela substituição da coluna correspondente a incógnita x; pelos termos 
independentes. Esta regra, que será justificada e generalizada posteriormente, é a “Regra de Cramer” e é 
usada na resolução de todos sistemas n x n determinados; embora ela seja uma regra de resolução, ela 
pode ser aplicada na discussão de qualquer sistema linear n x n desde que ele tenha solução e portanto 
vale para o nosso caso, uma vez que o sistema homogêneo jamais será impossível. Levando em 
consideração que os termos independentes do sistema homogêneo são nulos teremos que Ax,=0 V;. 
Assim sendo; para o sistema homogêneo n x n teremos: 


Ax 0 Eu ao de: ; ; A . 
1) Acz05x,=——1 = X =0 — solução única, a trivial, portanto o sistema é possível e determinado. 
c 


à A X : ; ; COE E 
2) Ac=05x,= 7 — infinitas soluções — sistema indeterminado, apresentando soluções não triviais. 


x+y+z=0 
Ex.1) Discuta o sistema 42x +y-z=0 
3x+y+z=0 
Solução: 
1 1 1 
Ac=2 1 -1| = -4#0-— sistema possível e determinado. 
3 1 1 


x+y=0 


Ex.2) Discuta o sistema 
2x+2y=0 


Solução: 
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1 
Ac = , ] = 0 — sistema indeterminado com infinitas soluções do tipo (x, -x). 
i.i.) Caso Geral: 


Abordaremos agora uma técnica que discute qualquer sistema linear (m x n ou n x n) homogêneo 
ou não. Entretanto para que o processo seja bem entendido torna-se necessária a introdução do conceito 
de característica ou posto de uma matriz qualquer. 


a.1) Característica de uma matriz. 
Seja a matriz A = (aij)m x n não nula com m < n. Podemos retirar de A sub-matrizes quadradas de 
ordem p, com p < m. Dessas sub-matrizes escolhemos uma B tal que: 


DdetB x 0; 
2) O valor de p é o máximo possível 


Nestas condições a característica ou posto de A será p e a diferença n — p é a nulidade A. 


Obs.: Caso a matriz A seja nula é impossível obter de A uma matriz quadrada B com det B + 0, 
então por convenção diremos que a característica A = p = 0 e nulidade de A =n - p =n. 


1 2 1 3 
Ex.1) Encontre a característica e a nulidade de: A=|-1 0 3 3 

1 -2 4 2 
Solução: 


Esta matriz nos dá dets de 3°, 2° e 1º ordem. Procuramos, a partir de 3º ordem, obter um det não 
nulo: 


Io <23 1 
-1 0 3-=22205 caract A= p(A) 
1 -2 4 
Solução: 


Nesse caso m > n mas o conceito de característica é o mesmo, assim teríamos dets de 3°, 2° e 1° 
ordens mas devido as proporcionalidades das linhas verificamos que apenas dets de 1° ordem seriam não 
nulos e então p(A) = 1. 


1234 
. 1021 
Ex.3) Ache a característica de: A = 
4321 
0210 
Solução: 
E 
10 E RA 
=- || —4 1|=-45 (confira os cálculos) 
RAE RR | 
4 -1 1 
da E 0 
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Resposta: caract A = p(A) = 4 


2 -1 2 

. 1 4 2 

Ex.4) Encontre a característica de: B = i T 
4 16 8 


Solução: 
Como 3°L = 1°L e 4L =4.2ºL os dets de 3º ordem são todos nulos, passando à 2º ordem temos 


2 =l 


que i =9 + 0, logo p(A) =2. 


Observação Importante: O cálculo da característica de uma matriz A, usando determinantes, algumas 
vezes é bastante trabalhoso pois só podemos baixar de uma ordem p para p — 1 se tivermos certeza que 
todos dets de ordem p são nulos (lembrar conceito de caracteristica). Assim no exemplo anterior se não 
tivéssemos observado as combinações lineares existentes entre as linhas teríamos que empregar Sarrus 
para calcular C;xC; =4x1=4 determinantes de 3º ordem. É fácil constatar que se isto acontecer com 


uma matriz de ordem bastante alta este método é ineficiente. 
Para evitar isto apresentaremos uma nova técnica de cálculo da característica de uma matriz baseada na 
Equivalência Matricial, mas é necessário recordar certos conceitos básicos. Assim temos: 


1) Sistema Lineares Equivalentes: 
Dois sistemas lineares serão ditos equivalentes se apresentarem o mesmo conjunto solução. 


Ex. 
x+y=5 |2x+y=8 , , z 
i e J i São equivalentes, pois possuem o mesmo conjunto solução V = {(3,2)} 
x-y= x-2y=— 


Existem 3 operações ditas elementares, que aplicadas sobre as equações de um sistema linear 
produzem um novo sistema, porém, equivalente ao 1º: 


a) Troca de posições de duas equações (linhas) 


Xx+y=5 x-y=1 
Ex.l: > (L SL) > 
x-y=1 x+y=5 


b) Multiplicação de uma equação (linha) por um número não nulo k. 


2x +3y=5 2x-3y=5 
Ex.2: > (L, >3L,) > 


9x -3y =6 
c) Substituição de uma equação (linha) por ela mais k vezes outra equação (linha). 


11x+0y=11 


2x +3y=5 
Ex.3: (Li >L, +3L,) > 
3x-y=2 


3x-y=2 
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Nos exemplos dados podemos verificar que, em cada caso, as matrizes completas dos segundos 

sistemas podem ser obtidos das matrizes dos respectivos primeiros sistemas usando apenas operação 
elementares ou seja: 


1 1 5 1 -1 1 
1° A= (L >L,)>B= 
1 -1 1 o S 


2 35 paes 
2º A= (L, >3L))>B= 
ER E. 9 -3 6 


2 35 1 0/11 
3º A= (L, >L, +3L,)> B= 
yl a 3 -1 2 


Podemos então definir matrizes equivalentes por linha. 


Definição: Duas matrizes A e B são ditas matrizes linhas equivalentes, representa-se por A ~B, se uma 
pode ser obtida da outra por uma seqüência de operações elementares. 


RR a! E a a 
Exi 24 3º Sii OD S FLA 
aiaa i 7 sp a e 
E a A E E 
0 0 5 3LS5LA4CDL)-|0 0 5 -3 
0 0 5 -3 000 0 


Matriz Escalonada: 


Dada uma matriz A diremos que ela foi escalonada se: 
1) A 1° linha tem seu primeiro elemento não nulo. 
2) Cada uma das linhas, a partir da segunda, apresenta mais elementos nulos iniciais do que a 
precedente. 

Isto acontece no exemplo 1. 


1234 
0150 i 
Ex.l: A = é uma matriz escalonada. 
0023 
0004 


Regra Prática: Para escalonarmos uma matriz deveremos seguir o seguinte roteiro: 


a) Colocamos como 1º linha aquela em que o 1º coeficiente da 1º linha é não nulo. 

b) Caso esse coeficiente seja > 1 devemos dividir a 1º linha por ele. 

c) Baseados em operações elementares anulamos os coeficientes da 1º coluna em todas as linhas a 
partir da 2º. 

d) Repetimos a 1º e a 2º linhas e anulamos o coeficiente da 2° coluna em todas as linhas a partir da 
35, 

e) Aplicamos os itens a, b e c sucessivamente nas demais linhas. 


Vejamos o exemplo abaixo para maiores esclarecimentos: 
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1 2 3 - 
. 254 0 
Ex.2: Escalonar a matriz X = 
-1 3 5 
3 2 À 
Solução 
1 23 -4 2 3 —4 
Sa (L, >L,+(-2)L,) | ar (L; >L; +L,) ~ 
-13 5 0 -1 3 5 
3 24 l 3 2 4 1 
1 2 3 -4 1 2 3 -4 
E (L, > L, +3)L,) | 7 ; Ea E (L; >L, +(-5)L,) ES 
05 8 —4 0 5 8 —4 
32 4 1 0 -4 -5 13 
Iy 32: 3 —4 1 2 3 —4 
0 1 -2 +8 (L> 1 i a S +8 L. >L +DL.) ~ 
0 0 18 -44 18 0 0 a 404 É 
0 O -13 45 0 0 -13 45 
1 2 3 —4 
0 1 -2 +8 
PAR E a 
gge ou DA 


Obs: Verifique que na realidade anulamos todos os coeficientes da 1° coluna a partir do 2º, todos na 2º 
coluna a partir do 3º, todos na 3º coluna a partir do quarto 4°. Essa deve ser a prática usada no 
escalonamento de uma matriz e as operações elementares empregadas tendo como base uma linha 
podem ser feitas simultaneamente. 


1 210 
Ex.3) Escalonar a matriz B=|-1 0 3 5 
1 -2 1 1 
Solução: 
IE O DD 1 210 A 2 0 
-1 0 3 5 o 0 245 (>in) - RR y 
E 11 Ia i 0 -4 0 1 -4 0 ] 
121 0 
(L, >L, +4L,)~-|0 1 2 3 
0 0 8 11 
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2 -1 3 
, 1 42 
Ex.4) Escalonar a matriz C = 
1 -5 1 
4 16 8 
Solução: 
2e i3 1 4 2 1 4 2 
L, > L, +(-2)L, 
us asso E LS LAD E NE EE 
~ — ~ 5 (— ~ 
Tr so DAS E spa e lo =9 | cgi? 
L, > L, +(AL, 
4 16 8 4 16 8 0 0 0 
14 2 142 
01 1] 01 l 
5 (L, >L, +9L,) ~ hj 
0 -9 0 0 q 
0 0 q 0 0 0 


Cálculo da característica de uma matriz por escalonamento. E importante observar que o 
escalonamento não muda a característica da matriz daí: 


Dada uma matriz A = (aij)m x n, Seja B = (bij) m x n a matriz escalonada obtida de A por equivalência 
matricial. A caracteristica ou posto de A, ou seja p(A), é o número de linhas não nulas de B. 

Nos três últimos exemplos dados anteriormente temos que as características das matrizes dadas são 
respectivamente: 

Caract X = 4; caract B = 3; caract C = 2. 

Estudada a característica de uma matriz podemos apresentar o teorema de Rouché-Capelli que 
discute qualquer sistema linear homogêneo ou não. 


Teorema de Rouché-Capelli. 


Consideramos um sistema linear m x n. 


aXynta,X,+...ta,x, = b 


aX; +dk; +.. +a Xn =b, 


data Pata SD 


Sejam A e B as matrizes incompleta e completa do sistema. 


dn EE Anda: 
S ondas pa dd ado 
Alm: du pda mn Pn 


O sistema S é possível se e somente se p(A) = b(B) isto é A e B têm características iguais. Então: 
1) Se p(A) = p(B) = n o sistema será determinado 
2) Se p(A) = p(B) < n, o sistema será indeterminado; e podemos escolher n — p incógnitas e as 
outras p incógnitas serão dadas em função delas e diremos que o grau de liberdade do sistema 
será n — p. 
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3) Se p(A) + p(B) o sistema é impossível 


x+y+z=3 
Ex.1: Discuta o sistema ;jx —-y+z=1 
2x+2y=5 
1º Solução: 
Sejam A e B as matrizes incompletas e completa do sistema. 


1. Cálculo das características por determinante: 
1.1. Cálculo de p(A): 


de o A Ad T 
ASi 15] e EGL TERA |"? > p(A)=2 
20 2) Do 2 


e Bem BAI dd 
Bi -1 1 1ļ>l -1 il -1 =(5+2+0)-(5+0-6)=-3+1=-2=# 0 > p(B)=3 
2025) pos5põO 


Resp.: Como p(A) = p(B) o sistema é impossível. 


2º Solução: 
Como A é uma submatriz de B, o escalonamento de B levará certamente ao escalonamento de A. 
Então escalonando B teremos a 2º solução: 


1 1 1 3 1 1 1 3 
-1 1 1f~ JO -2 0 -2j|~ 
2 0 -2 0 -l1 


1 1 3 1 1 1 3 
~ |O 1 0 1| — A (escalonada) ~ 
-2 0 -1 00 0 1 


1 
0 
0 0 
1 1 1 1 1 3 
1 0|>p(A)=2 eB escalonada B ~ o 1 0 1/> p(B)=3 logo o sistema é impossível. 
0 0 0 01 


So Nm 


x+y-ttz=2 

Las À 2x+3y+t+z=7 

Ex.2: Discutir o sistema 
3x+y-t-z=2 


x-y+t-z=0 
Solução: É mais rápido se usar escalonamento. 


Sejam p(A) e p(B) as características respectivamente das matrizes incompleta e completa do 
sistema, então: 
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1 1-1 1 2 Lo 1- 1 2 1 1-1 1 2 
e BT O Ee A Mi ie NE al Ape E DE 
3 1 -1 -1 2 0 -2 2 -4 -4 0 0 8 -6 2 o 01-54 
1-1 1-1 0 0 -2 2 -2 -2 0 0 8 -4 4 E Edo 
1 —1 1 2 
0 1 3 -1 3 
P(A) = À REPENS 
~ 3 1 e p(A) = p(B) =n (número de incógnita) 
0 0 1 -> — p(B)=4 
4 4 
0 0 0 2 2 
~A 
Ce 
L ~B _ k| 


Resp.: O sistema é possível e determinado. 


2x+y+z=4 
Ex.3: Discuta o sistema 4x +y-z=3 
3x+2y=7 


Solução: Sendo p(A) e p(B) as caracteristicas das matrizes incompletas e completas temos: 


2 1 1 4 1 1 -1 3 1 1 -1 3 1 2 -1 3 
1 1 -1 3|~/2 1 1 4/-/0 -1 3 -2)-]0 1 -3 2 
3 2 07 3 2 0 7 0 -1 3 -2 0 -1 3 -2 
1 1 -l1 3 

~|0 1 -3 2| —p(A)=p(B)=2<n 5 Sistema possível e in deter min ado. 
0 0 0 0 


x+y+z=6 
Ex.4: Discuta o sistema 42x +3y-z=5 


x-y+z=2 
Solução: Sejam A e B as matrizes completas e incompletas do sistema. Então: 
1 1 1 
A=|2 3 -1| edetA=-6 — Caract A =3 
1 -1 1 


Como A é uma matriz de B temos que caract A < caract B e o sistema tendo apenas 3 equações 
com 3 incógnitas segue-se que caract A = caract B = 3 = número de incógnitas logo o sistema é possível 
e determinado. 

Veja o leitor que nesse exemplo fizemos o cálculo da caract de B por determinante devido a sua 
ordem ser baixa (3º ordem). 


Obs.: Importante: Se na discussão de um sistema n x n, Ac (det da matriz incompleta) é não nulo então 
o sistema será sempre possível e determinado pois nesse caso p(A) = p(B) =n. 
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ax+y+z=3 
Ex.5: Encontre a para que o sistema 42x +y —-z=4 seja determinado. 
x+y=0 
a 1 la 1 
Solução: Devemos ter Acz 0 logo Ac=|2 1 -12 1|=(0-1+2)-(0-a+1)=a#ž0 
1 1 Ol 1 


Resposta: Para que o sistema seja determinado temos que a deve ser não nulo. 


x+y+z=0 
Ex.6) Discutir o sistema 42x +3y-z=0 
3x+4y=0 
Solução: 
1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 Ọ 
2 3 -1 0| ~IO 1 -3 0| ~O 1 -3 0| sendo A (matriz incompleta) e B (matriz 
34 00 01 -3 0 00 0 0 


completa) e n (número de incógnitas) temos que caract A = caract B = 2 < n — sistema possível e 
indeterminado. 


É útil observar que no caso do sistema homogêneo basta escalonar a matriz incompleta (porquê?) 


x+y+t+z=0 
Ex.7) Discutir o sistema 4x +2y-t+z=0 
3x+y+t-z=0 
Solução: 
1 1 1 1 1 1 1 1l 1 1 1 1l 
1 2 -1 1-/0 1 -2 0]-/01 -2 0 
3 1 1 + 0 -2 -2 -4 0 0 -6 -6 
Resposta: Sistema possivel e indeterminado pois temos caract matriz incompleta = caract matriz 
completa < 4 (número incógnita). 


OBS.: como sistema é homogêneo e o número de incógnitas é maior que o número de equações 
poderíamos sem escalonar garantir que ele é indeterminado pois a nulidade da matriz dos coeficientes é 
>0. 


x+y=5 
Ex.8) Discuta o sistema 4x- y=1 
2x+y=4 
Solução: 
1 1 5 1 1 5 1 1 
1 -1 1|~]0 -2 —4|~|O0 1 2ļf~ļ|O 1 2 |logo 
2 1 4 0 -l1 -6 0 0 
E matriz incompleta = 2 


À — sistema impossível. 
caract matriz completa = 3 
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x+y+t+z=2 


Ex.9) Discuta o sistema 42x +y-t-z=3 


3x+2y=5 
Solução: 
11 1 1 2 1 1 1 1 2 11 1 1 2 
2 1-1-1 3|~]|0 -1 -3 -3 -1]-/013 3 1j — logo 
32 0 05 0 -1 -3 -3 1 00000 


am matriz incompleta = 2 


e como a característica comum é menor que o número de incógnitas o 


caract matriz completa = 2 


sistema é indeterminado e sendo a nulidade da matriz completa 4 — 2 = 2 segue-se que o grau de 
liberdade do sistema (grau de indeterminação) é 2. 


OBS. 


: Veja que neste caso como o sistema não é homogêneo ele poderia ser impossível e portanto não 


vale a observação do Ex.7. 


Antes de apresentarmos os problemas e testes resolvidos torna-se necessário relembrar que: 


1) A condição necessária e suficiente para que um sistema linear n x n seja determinado é que o 
determinante da matriz dos coeficientes não seja nulo. 

2) Todo sistema linear homogêneo sempre tem pelo menos uma solução, a trivial. 

3) Como a matriz dos coeficientes é uma submatriz da matriz completa do sistema então sua 
característica jamais será maior que a característica da matriz completa. 

4) Todo sistema linear m x n possível com m < n é sempre indeterminado pois sua nulidade é n — m > 
0 e então teremos pelos menos uma incógnita que depende das outras. 

5) A “Regra de Cramer” é uma regra de resolução para os sistemas lineares n x n determinados e não 
deve ser usada como método para discussão de um sistema não homogêneos n x n comn > 3 pois 
uma determinada impossibilidade pode se apresentar como uma indeterminação aparente como 
veremos no próximo exercício resolvido 134. 

6) Se na discussão de um sistema por escalonamento ocorrer uma equação 0.x, + 0.x2 +... + 0.Xn = b 
com b + 0 o sistema será evidentemente impossível. 

7) Se no escalonamento do sistema ocorrer uma equação do tipo 0.x, + 0.x2 + ...... 0.xn = O ela 
poderá ser eliminada. 

Exemplos: 

x+y+z=1 
1) Discuta o sistema 42x +2y+2z=2 
3x+3y+32=0 
Solução: 
P-L | 1 1 1 1I 
. |caract M; =1 : . : 
2 2 2 2|~]O0 0 0 O |. Temos então — sistema impossível 
caract M, =2 
3330 0 0 0 -3 
Mi 
— M, 


OBS. 


: Suponhamos que erradamente (lembrete 5) usássemos a regra de Cramer para a discussão: 
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1 1 1 1 1 1 1 1 
Ac=|/2 2 2=0; Ax=)⁄2 2 2=0; Ave po 2 2=0 
3 3 0 3 3 3 0 3 
1 1 1 
Az=|2 2 fio = 
Ac 0 
3 3 3 
Ay 0 Az ; ; ; ; à à 
y se a T Sistema indeterminado o que é um absurdo (basta comparar a 1° e a 3 
c c 


equação do sistema) 


x+y=1 

2) (Mauá-79) Para que valores de m o sistema | A a admite solução. 
x+m'y=m 

Solução: Admitir solução indica que ele deve ser determinado ou indeterminado logo: 


1) Sistema determinado: l * 2 —>m#+łl 


2) Como já sabemos que para m+1 o sistema é determinado, procuremos analisar os valores 
m=+t1 


2.1) m=1—> : = : = : — sistema indeterminado 


2.2) m=-15 = + - > sistema impossível 


Resp: m = -1 


sejam equivalentes. 


. ; x-y=0 ax+by =1 
3) (Fuvest-79) Determine a e b para que os sistemas e 


x+y=2 bx-ay=1 
Solução: 
Se os sistemas são equivalentes então eles têm as mesmas soluções. Logo: 


-v=0 
1) E Y=“ 52x=25x=15 (11) é solução do 1º sistema 
x+y=2 


al+b1=1 
2) >52b=2>5b=1ea=0 
bl-al=1 


. . ax+y=1 
4) Discuta o sistema 
x+ay=b 
Solução: 
(1) Sistema determinado: E * 2 >Saz+ 
a 
Q)a=1 
1 1 1 ; . E 
2.1) i = i = b > b=1 > sistema indeterminado 
1 1 1 f : ; 
2.2) a + 7 >b #1— sistema impossível 
(3)a=-1 
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3.1) —=— => 5b=-15 sistema in determinado. 


3.2) - = à * - > b = -1 > sistema impossível. 


Resposta: 
(1) Para a * +1 o sistema é determinado 
(2)a=1 
2.1. Paraa = 1 eb = 1 o sistema é indeterminado 
2.2. Paraa= 1l eb x 1 o sistema é impossível 
(3)a=-1 
3.1.Paraa=-1eb=-1 — o sistema é indeterminado 
3.2. Paraa=-l eb x -1 > o sistema é impossível 
OBS.: É útil observar que na discussão foram analisados todos os valores reais de a e b. 


a f 3x+2y=1-ky 
5) (Mack-79) Com relação ao sistema , k real, podemos afirmar que : 
3y -2x +1- kx 
a) Sek= "13 o sistema é determinado 
b) Sek= 5 o sistema é indeterminado 
c) Se k= 5 o sistema é determinado 
d) Não existe k para que o sistema seja determinado 
e) Não existe k para que o sistema seja impossivel 


Solução: 
3x+2y=1-ky =" 3x+(2+k)y=1 
3y -2x =1-kx (k-2)x+3y=1 


(1) Sistema determinado: E 5 * = > kz +13 


3; 24413 1 
a3 cd 1 
iai -713-2 
-13-2 3 


Resposta: C pois 5 + +13 


D)k= 13 > 


> Sistema impossível 


3) k = 


1 l : 
+ I > Sistema impossível 


Obs.: E útil observar que quando na discussão de um sistema 2 x 2 não é dada inicialmente a condição 
do sistema deve-se adotar as seguintes etapas: 


a) Começar a discussão pela condição do sistema determinado. 
b) Após cada conclusão conferir as opções fornecidas. Se tivéssemos feito isto os itens 2 e 3 da 
questão anterior seriam desnecessários. 


6) (Fuvest-SP) Uma matriz não nula Asx3, satisfaz A + A'=0. Calcule: 
a) Determinante de A b) Característica de A 
Solução: 

(1) At=-A =(-1) A > detA!=(-1) det A > A=-detA > det A=0 
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0 aiz âz 
(2) Se At = -A > A é anti-simétrica logo A = | -a 0 a, |; de acordo com o item 1 temos que 
-a ay O 


0 a 
caract A <2, mas de A podemos retirar determinantes do tipo "| cujo valor é a. Se todos 


ij 
estes dets fossem nulos então A seria nula o que contraria os dados do problema logo caract A = 2. 


: (em-lDx+2y=6 = i é f 
7) (UECE) Se o sistema é indeterminado, então 8 . (m + p) é igual a: 
5x —4y=6=2p+1 
Solução: 
4m-1 2 6 
(1) = = 
5 -4 2p+1 
ni E E sims E E 
5 —4 8 
E ER SS Rj 24 > 4p =-26 > p= Š 
-4 2p+1 2 
3 13 -3-52 
logo 8 (m + p)=8 =8. =-55 
go8(m+p)=8 [-5-5 |-s[28) 
ax+y+z=0 
8) Discuta o sistema 42x +y—z=0 
x+y=0 
Solução: Sendo o sistema homogêneo temos: 
a 1 1 
A, =|2 1 -1=(0-1+2)-(1+0-a)=1-l+a=a 
1 1 0 


(1) 4,=05a =0 > sistema indeterminado. 
(2) 4,052 0 > sistema determinado. 


x+y+z=0 


9) (ITA-SP) Se S é o conjunto solução dos valores de a para que o sistema 4 x+ (loga) y+z=0 seja 
2x Boo a =( 
a 


indeterminado então: 


a) S c [-3,3] c) S c [2,4] 
b) S é vazio d) S c [1,3] e) S c [0,1] 
Solução: 


Sistema homogêneo e indeterminado — determinante da matriz dos coeficientes nulo; fazendo loga a = 


b temos logs a = log, 27 — log, a =3-—b logo empregando chio: 
a 
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l1 1 1 
b’-1 0 
A= b 1]= = (b"-1) (1-b)=0 > b= + 1. Então loga = 1 —> a= 3 ou log; a = - 
0 1-b 
2 2 3-b 
1 1 
tas Sassi crs letra A 


10) (ITA-75) Sejam as matrizes reais A = p | I= f l e X= B e m um número real. Seja 
c y 
AX=mX. 
Então podemos afirmar que: 
a) Sedet(a-ml) z 0, então x +y=0ex.y #0 
b) Se det (a — mI) = 0, então existem dois reais x, y tais que x +y + 0ex.y +0. 
c) Se det (A-mI)=0 
d) Se det A = 0, então não existem dois reais x, y tais que AX = mX 
e) N.d.a. 
Solução: 
AX =mX 5 (A -mI) X =0 —> Sistema homogéneo 2 x 2. 
a) det (A —- ml) # O — Sistema determinado admitindo somente a solução trivial x = y = 0, logo a 
alternativa é falsa pois x . y = 0. 


1 1 
b) se 4= [5 Jem > A-ml=A | 


Ac =0 — sistema indeterminado com 


infinitas soluções tipo (x, y) = (x, -x) podemos ter x . y = 0 mas x + y = 0 sempre, logo b está errada. 
6 4 6 4 2 0 4 4 

c) Fazendo A = e m =2 teremos A -mlI= — = — det (A - mI) =0 com 
4 6 4 6 0 2 4 4 

det A + 0 logo c é falsa. 


1 2 
d) Fazendo A = ; j e em = 1 temos que det A = 0 e 


E Sons dolo T a a 


afirmativa d é falsa. Então a afirmativa certa é a e. 


x-z=1 
11) (PUC-SP) Discuta o sistema s kx +y+3z=0. 
x+ky+3z=1 
Solução: 
Como trata-se de um sistema não homogêneo é aconselhável discutir por equivalência matricial. 
1 0 11 1 0 + 1 1 0 -1 1 
k 1 3 0/-/0 1 3+k -k|-|0 1 3+k —k 
1 k3 1 Ok 4 0 O O 4-3k-k? k? 
Discussão: 


1) 4-3k-k° -0 > k +3k-4=0 > K’ =-4ek”=1 > característica matriz incompleta = 2; 
mas parak=4ek=1 > K + 0 logo caract Mc = 3 e portanto o sistema é impossível. 

2) Parak + lek  -4 temos que as características das matrizes incompleta e completa sendo 3 são 
iguais ao número de incógnitas logo o sistema é possível e determinado. 
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x-my=1 


12) (MED-PUC-75) Para que o sistema qx+z=-—1 seja possível e tenha uma única solução então m 


y-z=2 
deve ser: 
Solução: Como sistema deve ser determinado temos: 
l1 -m 0 
A.=1 0 1/=0(0+0+0)-(0+m+D=m-1%05 z -1 
0 1 -1 
x-2y=4 


13) (FGV-SP) O sistema linear 4x- z=1 será impossível se: 
3x-2y=m 
Solução: 
Sejam p (M) e p (Mo) as características das matrizes incompletas e completas do sistema 
respectivamente. Estão escalonando M, temos: 
1 2 4 1 2 4 1 2 4 12 4 


1 -1 1/-/0 -3 -3 |-|0 1 1 Į~JO 1 1 

3 -2 m 0 -8 m-12 0 -8 m-12 0 0 m-4 
Discussão: Se m — 4 + 0 ou seja se m + 4 — p (M)) = 2 e p (Mo) = 3 e portanto o sistema será 
impossível 


Obs.: Muitas vezes os conhecimentos algébricos do 1° grau facilitam uma questão de vestibular. 
Vejamos uma 2º solução no caso: 


x+2y=4 
x-y=1 |. Resolvendo o sistema formado pelas duas primeiras equações teríamos 
3x-2y=m 


[x+2y=4 [x+2y=4 
| S > | o > 3x=6>x=2ey=1. Como queremos que o sistema seja impossível a 


2x-2y=2 
3º equação tem que ser incompatível com esses resultados, logo 3(2)-2(1) + m >, # 4 


x-y=1 


14) Discuta o sistema abaixo: 
x+y+t+z=0 
2x+3y-t-z=1 


x+y=b 
Solução: 
11 110 11 1 10 
23-1-1 1| ~ |O 1 -3 -3 1| o escalonamento teria terminado pois iríamos anular os 
1100 b 0 0 -1 -1 b 


coeficientes da 3° coluna a partir da 4° linha, que não existe. 


Resp.: Sistema possível e indeterminado pois as características das matrizes completas e incompletas 
são iguais porém menores que o número de incógnitas. 
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Observação importante: Você irá fazer prova (ITA, IME...) onde os cadernos de respostas apresentam 
as vezes espaços reduzidos para suas soluções. É importante que você treine a sintetização das respostas. 
Assim na questão anterior não seria necessário justificar o término do escalonamento; o nosso objetivo é 
que com treinamento você alcance o sucesso. Acredito em sua capacidade. 


15) (Fuvest-99) Considere o sistema linear nas incógnitas x, y, Z, W: 
2x +my = -2 
x+y=-l1 
y+(m-Dz+2w=2 
z-w=] 
a) Para que valores de m o sistema tem uma única solução. 


b) Para que valores de m o sistema não tem solução. 
c) Para m =2, calcular 2x + y—-z— 2w. 


Solução: Sejam p e q as características das matrizes completa e incompleta respectivamente. 
Escalonando a matriz completa temos: 


2m 0 0-2 pod. ui Pd cd D 

A SO e QE md 5 e. dE med De & 

Do dae 2 DEU o o e po OE cg CA ed o E 

00 1 -1 1 2m 0 0 -2 O m-2 0 0 0 

11 0 0 =] ode p 0 E 

0 1 m-l 2 2 0 1 m-l 2 2 

0 0 1 -1 1 “lo 0 1 =] 1 

0 0 -m'+3m-2 4-2m 4-2m 0 0 0 -m°+m+2 m'-5m+6 


Discussão: 
a) Para- m°’ +m +2 # Oousejasem + 2em # -1 > p= q= 4 = número de incógnitas logo 
por Rouché Capelli o sistema é possível e determinado. 
b) Param=2 > p=q=3 < número de incógnitas e param =-1 > p £ q — sistema impossível 
c) Fazendo m =2 e da 1° equação se tirarmos a 3° equação teremos: 


2x +2y=-2 
y-z-2w=-2 
2x+ty-z-2w=-4 
Resposta: 
a)m 2em = -l bm=-1 c) -4 
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2. RESOLUÇÃO DE UM SISTEMA DE EQUAÇÕES LINEARES 


E claro que a resolução do sistema, parte da hipótese que ele tem solução; temos portanto dois casos 
a examinar. 


1) Sistemas determinados 2) Sistemas indeterminados 


1) SISTEMAS DETERMINADOS 


1.1.Sistemas determinados n x x, também chamados de Sistemas de Cramer. 
Neste caso podemos usar os seguintes métodos. 


a) Método gráfico quando n < 3 
b) Regra de Cramer 

c) Utilização da matriz inversa 

d) Método de eliminação de Gauss. 


3 X 
Ex: Resolver o sistema 
x-y=1 
a) Método Gráfico 
Fazendo os gráficos das duas equações teríamos: 


Y 


Solução: (3,2), coordenadas de E ponto de concorrência das 
E retas 


1 1 5 1 1 5 
Ac = =—2 9 Ax = =—6 ; Ay = =—4 
1 -1 1 -1 11 
Ac =2 Ac -2 


c) Utilização da matriz inversa. 

O sistema escrito na forma matricial, seria AX = B, onde A (matriz dos coeficientes), X (matriz 
das incógnitas) e B (matriz dos termos independentes). Como o sistema é determinado então A”! existe 
(porque?) e então: 

AX=B > A (AX)=A".B > (A'.A)X=A".B > LX A CDS X=A".B 


OBS.: Procure resolver por este método o sistema estudado em a e b. 


d) Método de Gauss. 
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Este método, baseado no escalonamento matricial reduz por linha equivalência a matriz dos 
coeficientes à forma triangular. 


x+y+z=1 
Ex. Resolver pelo método de Gauss o sistema 42x +y-2z=2 
4x -3y +2z=30 
Solução: 
11 11 1 1 1 1 1 1 1 1 O PR | 
2 1 -2 2|~|0 -1 -4 0|~|O 1 40 |-]0 1 40 
4 -3 2 30 4 -7 -2 26 0 -7 -2 26 0 0 26 26 
x+y+z=1 
teríamos então que o sistema original seria equivalente a: y+4z2=0 logo z= = =]; substituindo na 
262=26 


2º equação temos y = -4 e na 1° teríamos x = 1 + 4 -1 = 4 e assim o conjunto verdade seria V = 


(4, — 4,1)". 


OBS: Apresentados os 4 métodos verificamos que: 

a) O método gráfico serve mais como ilustração e torna-se impraticável para sistemas com 3 
incógnitas e impossível para mais de 3 incógnitas (porque?) 

b) A regra de Cramer é prática até 3 incógnitas pois a partir daí a resolução de determinantes é 
trabalhosa. 

c) A inversão da matriz dos coeficientes é rápida apenas até 2º ordem. 

d) Método de Gauss: A medida que aumenta o número de incógnitas este método é o mais eficiente. 
É útil esclarecer que muitas vezes utilizamos as operações elementares no sistema, procurando 
facilitar nossa tarefa: 


x+y+z=6 
Ex: Resolver 4x+y-z=0 
x-y =-l 


Solução: Somando as duas primeiras equações e combinando o resultado com a 3° equação teríamos: 


2x+2y=6 x+y=3 eT a 
> > 2x=2 > x=1lecomox+y=3 > y= 2 e substituindo na 1° equação 


x-y=-l x-y=—1 
do sistema original temos z = 3. 


1.2) Sistemas determinados m x n com m > n. 


Xx+y=5 
Ex: Resolver o sistema x —y =1 

2x+y=8 
a) Método gráfico 


Você mesmo pode fazer os gráficos das equações e obterá, três retas concorrentes no ponto (3, 
2), solução do sistema. 
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a) Regra de Cramer: não pode ser utilizado (porque?) 
b) Matriz inversa: não pode ser utilizada (porque?) 
c) Método de Gauss: 


TE Ea ne 
~ > = | => y=|=- 
Zaal rg) a a P 


x+y-z=2 


Ex 2: Resolver o sistema 42x +y +z=4 
3x+2y =6 
a) Método gráfico: Não é prático 
b) Regra de Cramer: Como o determinante da matriz dos coeficientes é nulo não pode ser aplicada 
(vide ex. 134) 


c) Matriz inversa: Impossível sua aplicação 
d) Método de Gauss: 


1 1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -l1 2 1 1- 
211 4 ~ 0 -1 30 ~ 0 1 30 ~ 0 1 30 > 
320 6 0 -1 30 0 -1 30 0 0 
x+y-z=2 
> y =—3Zz > X + (—3z)-Z=2 >x =2+4z 
y+3z=0 


Logo a solução geral será (2 + 4z; -3z; z) 
2.2. SISTEMA m x n com m #n. 


x+y=2 
Ex.1: Resolver o sistema 42x + 2y = 4 
3x+3y=6 
a) Solução gráfica: Procure fazer os gráficos das 3 equações e você verificará que eles são retas 
coincidentes daí a solução geral ser do tipo (x; 2 — x) 
b) Regra de Cramer: Impossível sua aplicação 
c) Matriz Inversa: Impossível sua aplicação 
d) Gauss: 
1 1 2 | dis" 
2 2 4/-10 0 0|5x+y=25y=2-x 
3 3 6 000 


x+y+z=3 
Ex.2: Resolver 
2x-y+z=4 


Neste caso deveríamos apenas aplicar o método de Gauss: 
H A3 pd E. +y+2=3x=3-y-— 
a 3 x+y +z=3x=3-y-z O 
2 -1 1 4 0 -3 -1 -2 -3y -z = -2 > Zz =2-3y 
Substituindo (1) em O tem:x+3-y-2+3y c.x=1+2y 
Logo a solução geral será: (1 + 2y; y; 2 — 3y) 
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Exemplos: 
3x+y+z=5 
1) Resolva o sistema 42x — y —-z =0 
4x+y-—-z=4 
Solução 1: Regra de Cramer: 
3 1 1 5 1 1 3 oal é iS 
Ac=|2 -1 -1=10;Ax=|0 -1 -1=10;Ay=|2 0 -1=10;Az=)2 -1 0=10>x=y=z=l1 
4 1 + 4 1 + 4 4 -1 4 1 4 


Obs.: Na prática não calcularíamos A z, pois os cálculos de x e y obteríamos z por substituição. 


Solução 2: Método de Gauss: 


Edno Sd dos E 
3 1 135 ME E EE S oi 8 
2-1-10|-[2 -1 -1 0/-]0 -[0 1 1 2|- 
4 1-14)|3 1 -1 4 aE 1 -7 -8 
i E paee SaO sas 
a E D F 3 
TE 
3 73 3 -2z =-2 >z=1 
-[0 1 1 2 |>iy+=2>y=1] 
0 -2 -2 Di3 
x+—-+-=->x=l 
Foa 


Solução 3: Somando as duas primeiras equações teríamos: 5x = 5 —> x = 1; somando as duas últimas 
teriamos: 6x — 2z = 4 > 2z = 6x — 4 = 2 5 z = l; substituindo esses valores na 1º equação: y = 5 — z — 
3x=1 


x+y=8 
2) (Santa Casa-76) O valor de x +y +z em sy +z=10 é: 
x+z=30 
Solução: 
Aplicando Cramer temos: 
Ac=2,Ax=28, Ay=-12 e Az=32, logox=14,y=-6ez=l6e x+y+z=14-6+16=24. (Faça os 
cálculos) 


Obs: Poderíamos obter este resultado somando as 3 equações: 2x + 2z = 48 —> x+y +z=24. 


2x+y+z=7 
3) (Cescea-75) Se (x, y, Z) é solução do sistema 4x+2y+z=8 então, xyz vale: 
x+y+2z=9 
Solução: 
PS E 1129 RO o 1 
1 21 8|-[2117|-|0 -1 -3 -20]-/0 1 3 1| > 
1 12 9 121 8 0 1 -1 -1 0 
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—d4z=-12 5 2=3 
> y+3z=11 > y=2 Logo: x.y.2=6 
x+y+2z=9 > x=1 


4) (UFC-75) O valor de y no sistema : 7 é: 


Solução: 
1 1 a+b=7/12 -a-b=-—7/12 
Fazendo — =a e —=b > | A 1 >—2b = = >=> 


x y dia Uia a-— E 


: j ; OTET l 
Obs.: E claro que poderíamos ter evitado a substituição inicial de — e — 
x y 


Muitas vezes a resolução vem associada a discussão do sistema. Vejamos: 


ax+y+z=0 
5) (PUC/RJ) Encontre a para que o sistema 4x—-y+z=0 seja indeterminado e ache a solução geral. 
2x+y+z=0 
Solução: 
Sendo homogêneo o sistema ele será indeterminado se o determinante da matriz dos coeficientes é nulo. 
a 1 1 
Ac=|| -1 l|=(-a+2+1)-(-2+1+a)=-2a+4=0 5a=2. 
Zed cd 
Para a = 2 a 3º equação seria igual a 1º e poderia ser eliminada, logo: 
E +y+z=0 2 4z z 


5 3x+22=0>5x =, substituindo na 1º equação: y = -z — 2x = -z + =- ea 
x—-y+z=0 3 3 3 


solução gera será (-2:Z:z) 
g 3 , 3 , . 
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COMPLEMENTOS IMPORTANTES SOBRE MATRIZES 


Como o ITA, ultimamente tem apresentado questões que estão relacionados a assuntos matriciais 
não constantes em compêndios a nível de 2º grau, apresentaremos os seguintes complementos: 


I Dependência e Independência de matrizes. 
I. Valores e vetores próprios de uma matriz. 
M. Matrizes semelhantes. 


I. Dependência Linear. 


Def.1: Seja X1, X2, ... Xn matrizes de mesma ordem e o.,,0.,...o., números reais. A matriz: 
A= aX +a,X, +... ta, X, 25 QX 


Diz-se uma combinação linear das matrizes X; com coeficientes a. 


; fT 2 0 1 
Ex.1: Sejam Xi = ‚X, = . 
3 4 Zea 


. 0 1 2 4 0 3 2º dl , 
A matriz A = 2 Xı - 3X% = 2 -3 = — = é uma combinação 
3 4 PANE, 6 8 6 9 0 —1 


linear de X; e X com coeficientes 2 e (-3). 


2 4 1 
Ex.2: A matriz A = E ] é uma combinação linear de X, = É 


a) pois A = 2Xi. E não é 
combinação linear de X,= É À pois a equação A = aX, não tem solução (verifique a afirmação). 
Def.2: Dadas as matrizes X1, X2, ... Xn de mesma ordem e os reais a, O,, ... O, uma combinação linear 
das matrizes X; é dita nula se Sax, =0. 

j=l 


2 4 12 
Ex.3: Dadas X; = f s) eX, = E a temos que 1 . X, + (-2) X2 = 0 é uma combinação linear nula. 


2 4 
Ex.4: Dadas as matrizes A, = í 


0 2 
6 e A2 = É i temos que 0 . A, + 0. A, = 0 é uma combinação 


linear nula. 
Def.3: Dadas as matrizes X1, X», ... Xn de mesma ordem e os reais q, O.,,... o, então: 


a) As matrizes X; são ditas linearmente independentes (£ .i) se x aix; =0> qa; =0 Vi. 


i=l 


b) As matrizes X; são ditas linearmente dependentes (/.d)se > o;x;=0 com pelo menos um 
i=l 


o #0. 


1 


Ex.5: As matrizes do exemplo 4 são / .i. e as do exemplo 3 são /.d. (verifique isto). 
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Obs.1: E importante observar que se as matrizes X; são /.i., é importante tirar uma matriz em função 


das outras pois 0.X/+0.X,+.. +0x,+...+o Xh=0 x=- EX, DX x o que é um 


n 


absurdo. (verifique isto no ex.4) 


OBS.2: Se as matrizes X; são /.d. é possível expressar pelo menos uma delas X, como combinação 


À a a 
linear das outras pois como aX, +a,X, +...a,X, +...+a,X =05X =-+X,..-2X e como 
O, O 


pelo menos um a, é não nulo podemos supor a + O. (verifique isto no ex. 3) 


Exemplos: 


1 2 
1) Verifique se as matrizes X; = 5) X,= G e são l.i ou /.d 


Solução: 
1 2 0 a; +2a, =0 
al +a, = > 
2 3 0 2a, +30, =0 
1 l . . 
Ac = , F —1 > sistema determinado > a, =0 Vi 


Resp.: Matrizes /.1. 


4 3 -2 
2) Verifique se as matrizes A= |1 | B=|1 |e C=| 4 | são £.i. ou (/.d. 
5 4 2 
4 3 -2 0 4x +3y-2z=0 
Solução: x |1 |+y|1 |+z| 4|=|0|—>; x+y+4z=0 
5 4 2 0 5x+4y+2z=0 
4 3 -2 
Ac=|| 1 4/=0-> sistema indeterminado — matrizes /.d., pois é possível encontrar valores não 
54 -2 


nulos para as incógnitas 


3) (ITA-86) Dizemos que duas matrizes reais, 2 x 1, A e B são linearmente dependentes se e somente se 
existem dois números reais x e y não ambos nulos tais que xA + yB = 0, onde O é a matriz nula 2 x 1. 


1 K~” +l i 
Se A = E l e a-[ j ] onde KeR eneN=(,23,...;. Podemos afirmar que para cada 


neR. 
( )A.A eB são linearmente dependentes, VK eR“ 
( )B. existe um único KER” tal que A e B são linearmente independentes. 
( )C. existe único KeR* tal que A e B são linearmente independentes. 
( )D. existe apenas dois valores de Ke R* tais que A e B são linearmente dependentes. 
( JE. não existe valor de Ke R* tal que A e B são linearmente dependentes. 
Solução: 
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1 K” +1 0 x+(K”" +D y=0 E W : 
X +y = > . Como x e y devem ser não nulos então o sistema 
K” -1 2 0 (K"-1)x+2y=0 
K1 
K” -1 2 


deve ser indeterminado, logo Ac + = () 


52 DK +1) = 0 => 2- (k? +k" -k™ -1)=0 —>2-k"+k™” =0—> k" = 2=0> 


>k?" —1—2k" =0 ou seja (k" —1) (k™ +1) = 0 > 2- (k° +k" -k™ -1)=0 


> 2-k"+k™® =0> k" = 2=0 >k” -1-2k"=0 ou seja (ki) - 2 k” -1 =0 > k'=1 +42. 


Temos que: 

1) Sen é par, então k= +Vl+ V2 (dois valores de k). 

2) Sen é impar, então kı = 1+2 ek, =3/1-+/2 dois valores de k. 
Alternativa D 


OBSERVAÇÃO IMPORTANTE: A definição apresentada pelo ITA nesta questão está errada pois 
dadas duas matrizes reais 2 x 1 A e B se uma delas for nula eles são /.d sem que seja necessário que os 
dois reais sejam não nulos e sim apenas 1(um). 

Esta definição será válida para matrizes não nulas. 


1 0 
Ex. Sejam A = P e B= fo então O. A +3 B = 0 com apenas um coeficiente não nulo. 


II. Autovalor e Autovetor de uma matriz quadrada 
2.1. Vetores fixos ou invariantes. 


Def.1: Dada uma matriz real A = (aaj)nxn, um vetor coluna Xnx1 é dito um vetor fixo ou invariante de A se 
AX =X. 


1 0 » + (1 0) (x X 
Ex.1: Dada h = , qualquer vetor X = é um vetor fixo de l pois = 
0 1 y 0 1) ly y 


0 


OBS: Procure justificar porque Xny = é um vetor fixo de qualquer matriz Ann 


2.2. Autovalor e Autovetor: 


Def.2: Seja uma matriz real quadrada Anxn. Se existirem um À e R e um vetor coluna Xnx, não nulo tais 


que AX = AX, diremos que À é um autovalor (valor próprio ou valor característico) de A e X é um 
autovetor (vetor próprio ou vetor característico) de A associado a À. 
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f 2 0 2 0 x 2x x 
Exl: Seja A = , como = = segue-se que 2 é o autovalor de A e 
0 2 y 2y y 


X 0 
í ] A K é autovetor de A associado ao autovalor 2. 
y 


OBSERVAÇÃO IMPORTANTE: Se X é um autovetor de A associado a um autovalor À, então 
a.x com qeR' também o será. 


2.3. Polinômio e equação característica. 
Sejam Anxn, À um autovalor de A e Xnx1 um autovetor de A associado a À. Então: 


A-a do eee = dy 

—a AA cem aan 
AX= àX-AX=0 > (l-A)X=0> 

“do Taa ee À Am 


A expansão deste determinante nos fornece P(A), conhecido como “polinômio característico” de A e 
P(X) = 0 chama-se “equação característica” de a e suas raízes características ou autovalores de A. 


2 2 
Ex. 1: Seja A = | Vamos obter: 


1) Seu polinômio característico. 
2) Sua equação característica. 
3) Os autovalores de A. 


Solução: 
2. Pi X 1 0 2 2\|/x a e N 
=M I5IA — = 0). Como queremos solução não triviais temos que: 
0 1Jly y 01 0 1Jlly 
A-2 -2 
=(A-2)(A-1)=0 
o fode 


1) P(A)=% -3A +2 é o polinômio característico de A. 
2) NX -3+2 =0 é a equação característica de A. 
3) à, =1e A, =2 são os autovalores de A. 


3 1 
Ex. 2: Vamos achar os valores próprios (auto valores) de A = l ] : 


22 

3 1\/x x 1 0 3 1 x 
= ISA — =0 

2 2)ly y 0 1 2 2)lly 
Para que tenhamos soluções não triviais 
A-3 1 
-2 A-2 
N-54+6-2=05N-51+4=05A, =le à, =4 


=0 > (àa-3) (à -2)-2=0 


Obs: A soma dos autovalores de A, 4 e 1, é igual ao traço de A. Será isto uma verdade para 
qualquer matriz A de 2° ordem (verifique). 
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2.4. Teorema de Cayley: 
“Toda matriz quadrada A satisfaz sua própria equação característica: det ((AI—- A) = 0”. 


Isto quer dizer que se na equação característica de A, de ordem n, substituirmos À por A e cada 
número isolado a; por al, ela se transformará na equação matricial aoA” + an.1? + nal = 0 também válida. 


2.5. Aplicação do Teorema de Cayley: Cálculo da matriz inversa de A. 


1 3 
1) Obtendo a equação característica de A: 
= -5 


2 5 
Ex: Ache a matriz inversa de A = l . 


=051-5A+1=0 
-1 4-3 


2) Aplicando Cayley teriamos A? — 5º + 1.1=0 —> [=-A?+ 5A. Multiplicando a direita por A! temos 
4 -2 -5 5 0 3: ES 
A` =-A+5I= + = 
-1 -3 0 5 -1 2 
Exemplos: 


1 0 
1) Dada a matriz A = | ] pede-se: 


4 
a) Seu polinômio característico. 
b) Sua equação característica 
c) Seus autovalores 
d) Seus autovetores 
à-1 0 

Solução: det (AI- A)=0 > 

-1 à-4 


a) Polinômio característico: X? — 5A + 4 


5 


b) Equação característica: À -5A +4 = 0 
c) Autovalores de A: à, =leA,=4 

d) Autovetores de A: 

d.1) à =1 


1 0x X X x x ; 
=] |5 = > x=xey=-— logo para À=1 temos autovetores do tipo 
1 4 ly y x+4y y 3 


d.2) A =4 


1 0x x x 4 x x=4x ; 
=4 |> = > >x=0eyeR 
1 4)ly y x+4y 4 y x+4y=4y 


0 x 
logo para À = 4 os autovetores serão do tipo ] comyeR. 
X 
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2 2 1 
2) Ache os autovetores de A=|1 3 1 
T 2&2 


Solução: 
A-2 -2 -I 
AI-Aļ=0>|-1 -3 -1|=X -7x +114-5=0—> À=, =l1e1,=5 (autovalores). 


1 2 à-2 
(1) à =A,=1 
-1 -2 -Ifx —x—-2y-z=0 
-1 -2 Ally |=054-x-2y-z=0 como o sistema deve apresentar solução não trivial e as 
-1 -2 -Illz —x—-2y-z=0 
x 0 
3 equações são iguais segue-se que para À =1 teremos autovetores | y |+| 0 | tais que x +2y +z =0. 
Z 0 
(2) à =5 
3 -2 -1\/x 
-1 2 —1||y |=0. Vamos fazer o escalonamento da matriz dos coeficientes: 
-1 -2 3 )Jlz 
3 -2 -1 1 2 -3 1 2 -3 2 -3 1 2 -3 
-1 2 -1| -|1 2 -1| ~ |O 4 -4| ~ |O 1 -i| ~ |O 1 -i 
-1 -2 3 3 -2 + 0 -8 8 0 -8 8 0 0 0 
x+2y-32=0 re 
| y-z=0 
X=2Z 


Logo os autovetores associados ao autovalor À = 5 são do tipo | z | com zx0 


3) Mostre que se X é um autovetor de A associado a um autovalor À de A, então aX com a eR“ 
também será um autovetor de A associado a À. 

Solução: A (ax) = a (AX) mas X é um autovetor associado ao autovalor À temos que AX = À X logo 
A (ax)=a (AX)= a (AX)=AÀA (aX). 


4) (ITA-85) Dizemos que um número real À é autovalor de uma matriz real Taxn quando existir uma 
matriz coluna X,x; não nula tal que TX = àX. Considere uma matriz real Paxn e satisfazendo PP = P. 
Denote por À, um autovalor de P e um À, um autovalor de PP. Podemos afirmar que necessariamente: 

a) A<As<0 

b) Aj> À» 

c) A, e À» pertencem ao conjunto (0, 1) 

DA, AzelfteR/t<0 ou t>1) 
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e) A1 e À» pertencem ao intervalo aberto (0, 1) 
Solução: Pelas condições do enunciado À, e À, são autovalores de P pois P? = P, ou seja existem X = 
(Xij)nx1 € Y = (Yij)nx1, não nulos tais que: 


1) PX = àx 2) PY = 2y 
Pré multiplicando “1” por P temos Px = À 1PX mas como P2P-=-PePX=A 1X então P2X = PX= A 1 PX 
=À IX: 
Analisando as hipóteses sobre PX temos: 
1)PX=0 
PX = àX =0 e como X = 0 então à; =0 
2)PX #0 


PX = à; PX > A1=1 
O mesmo raciocínio pode ser feito sobre à, logo a alternativa certa é C. 


HI. Matrizes Semelhantes. 
Def.: Duas matrizes quadradas A e B de ordem n serão ditas semelhantes se existe uma matriz P, não 
singular, e de ordem n tal que: B = P” AP 


-1 -2 1 0 
Ex. 1: A= eB= são semelhantes (vide ex. 192) 
E 0 0 
A relação de semelhança entre matrizes quadradas de mesma ordem goza de certas propriedades, 
citaremos algumas: 


1) A relação de semelhança é uma relação de equivalência no conjunto das matrizes de ordem n ou seja: 
1.1) Toda matriz é semelhante a si mesma. 
1.2) Se a matriz A é semelhante a B então B é semelhante a A. 
1.3) Se A é semelhante a B e B é semelhante a C então A é semelhante a C. 


2) Se A e B são matrizes semelhantes então Na e B” são semelhantes para todo ne Nº 
3) Duas matrizes semelhantes têm o mesmo polinômio característico 


Exemplos: 


1) Prove o item 1.2 da propriedade 1. 

Solução: 

A semelhante a B —> B=P!.A.P —> PB = AP > A = PBP”! fazendo P”! =QeQ! =P > 
A=Q!.B.Q 


2) (ITA-95) Dizemos que duas matrizes n x n A e B são semelhantes se existe uma matriz n x n 
inversível P tal que B = P`. A . P . Se A e B são matrizes semelhantes quaisquer, então: 

a) B é sempre inversível 

b) Se A é simétrica, então B é simétrica 

c) B° é semelhante a A 

d) Se C é semelhante a A, então BC é semelhante a A? 

e) Det(AI-B)=det(AI- A) onde À é um real qualquer. 
Solução: 


2 4 0 
b) É falsa pois B = PIAP=(P'A)P > B' = P (P'AY = P At. (POF =P'A (PY! para que B seja 
simétrica é necessário que P! = P* o que aconteceria só se P fosse orgonal. 
c) Falsa pois B = P' AP > det B = det A e B? = P” . AP —> det B — (det B} = det B o que nem 
sempre é verdade. 


, 1 2 1 0 
a) É falsa pois sendo A = B = [ Jer- d temos que B = I .A.bedetB=0 
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d) Falsa pois sendo B e C semelhantes à A temos B=P! AP e C = Q” AQ > BC=(P! AP) (Q” 
AQ) = (P! A) (PQ!) AQ. Se BC fosse semelhante a A? teríamos BC = R” A?R = (P'!») (PQ) 
AQ <> P =R, o que tornaria B = C, que não consta nos dados do problema. 
e) Se A e B são semelhantes então B =P"! AP e como P” À. IP = AI temos: 
AI-B= A1- P" AP =P" AIP- P" AP =P" (1-A) P; aplicando Binet teremos det (à I — B) 
= det P”. det (àI — A) det P = det (AI — A) logo esta é a alternativa verdadeira. 


OBS. IMPORTANTE: Esta questão do ITA é uma aplicação direta da propriedade 3 da semelhança de 
matrizes pois det (àI — B) e det (à I — A?) são os respectivos polinômios característicos de A e B. Veja 
que o aluno sabendo isto, testaria logo a alternativa e. 


-1 -2 1 0 
3) Mostre que A = í E ] e B= É | são matrizes semelhantes. 


Solução: 
y 


x 
Se A e B forem semelhantes existirá uma matriz P = b 
Z 


] com det P + 0 tal que: 


E ; x 0 -x-—2t -y-2z 
B=FPAP — PB = AP. Fazendo os cálculos PB = e AP = e como PB = 
t 0 x+2t y+2z 


—x—2t=X —y-22=0 -y ia y x y 
AP teremos t=-x e > z=—— logo P= yl|e = 
x+2t=t y+2z=0 2 =X =a -x -y/2 
= ZY 4 xy =% 40> x e y não nulos. 
2 2 
APÊNDICES 


I. Determinantes 
No estudo apresentado neste trabalho sobre determinantes algumas dúvidas devem ter ficado no 
espírito do estudante, como: 


1) Porque no cálculo de um det de 2º ordem aparecem dois termos e em um de 3º aparecem 6 termos? 
2) Porque só existem regras práticas gerais para cálculo direto, sem abaixamento de ordem, para dets até 
3º ordem? 


Para responder à essas e outras indagações procuraremos apresentar um conceito mais rigoroso de 
determinante de uma matriz quadrada. Entretanto é necessário recordar um pouco a teoria das 
permutações. 


Def.1. Dados n objetos ai, az, ...., an, uma permutação desses objetos é qualquer conjunto ordenado 
contendo esse n objetos. 
Ex.1. Com as letras da palavra IDEAL podemos formar permutações do tipo DIEAL, DEIAL etc. 


Ex.2: (2 1 3) é uma permutação dos números 1,2 e 3 

Sabe-se de Análise Combinatória que o número de permutações que podem ser feitas com n objetos 
não repetidos (n > 0) é dado por 1.2 ........ . (n — 1) n =n! (lê-se fatorial de n). Assim sendo os 
números totais de permutações dos Ex. 1 e 2 seriam respectivamente 51 = 1.2.3.4.5=120€e3!=1. 
2.3=6. 


Def.2. Dado uma permutação dos inteiros 1, 2, ... . n, existe uma inversão quando um inteiro precede 
outro menor que ele. 
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Ex.: Procure estabelecer o quadro de permutações dos inteiros 1, 2 e 1, 2, 3 indicando o número de 
inversões de cada uma delas: 


Solução: 

Per. Inv. Per. Inv. 

(12) 0 (123) 0 

21) l (132) 1 
(213) 1 
(231) 2 
(312) 2 
(321) 3 


Def.3: Quando o número de inversões de uma permutação é par ela será dita de classe par e lhe será 
atribuída o sinal(+); quando ele for de classe impar terá o sinal (-). 


ci or n! 3 n! 
OBS.: Demonstra-se que com n inteiros distintos teremos sempre 5 permutações de classe par e F de 


classe ímpar (confira esta verdade nos quadros acima). 
Procuraremos agora generalizar a definição de determinante: 


1) Se A = (ar) então det A = a. (nada a comentar) 


ai dy a 
2) Se A = então det A = a11322 — a 12991 
do dy 


Comentário: Consideremos a diagonal principal da matriz aja,» e com os segundo índices de seus 
elementos teremos duas permutações: 


(1,2) (+) 


VANY i Voltando com estas permutações teríamos os termos aııaz2 (+) e 


a12a21(-1). E fácil verificar que a soma desses termos é o det procurado. 


Vejamos: aja» — | 


Consideramos agora uma matriz A de 3° ordem. 


Gisa) > (123) > 7 a T 
(132) 1 - 
(213) 1 
(231) 2 
(312) 2 
(321) 3 


det A = a11822833 — 11423932 — ą12421a33 + a129423931] + ą13a21832 — 4ą13a%22831. (Procure verificar que estes são 
os termos que você obtém quando aplica a regra de Sarrus na resolução do det de 3° ordem.) 
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3. DEFINIÇÃO DE DETERMINANTE 


Def.: Dada uma matriz quadrada A = (aaj)nxn chama-se determinante de A ao número det A = + 
aa onde Ji, J2, ...Jn são n! permutações dos segundos índices J e + refere-se ao sinal 


nJ, 


correspondente a classe de cada permutação pelo estudo desenvolvido fica claro que: 


1) O det de 2º ordem tem 2! = 2 termos e o de 3° tem 3! =1 . 2 . 3 = 6 temos. 

2) A partir de 4º ordem não podemos ter regras práticas gerais diretas pois elas acarretam o cálculo 
mínimo de 4! = 24 termos. 

3) É óbvio também a razão do sinal de cada termo. 


OBSERVAÇÕES IMPORTANTES: 


a) A definição de determinante partiu das permutações dos segundos índices da diagonal principal 
(poderíamos ter usado os primeiros índices) logo a matriz retangular que não tem diagonal 
principal não determinante. 

b) Como os segundos índices 1, 2, ... n não se repetem então na formação de cada termo do det 
existe um e somente um elemento de cada linha e um e apenas um elemento de cada coluna da 
matriz. 


DEMONSTRAÇÃO DE ALGUMAS PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES. 


1) det A = det A!. É imediata pois o det nasce da diagonal principal e na transposição matricial a 
diagonal principal não varia. 

2) Se trocarmos as posições de duas filas paralelas o det fica multiplicador por (-1). 

3) O det de uma matriz fica multiplicado por K quando uma fila da matriz é multiplicada por K. 
Dem: Esta propriedade deriva do fato de que em cada termo do det sempre entra um elemento e 
somente de qualquer fila, sendo que nesse caso cada elemento da fila entraria na formação do 
termo multiplicado por K. 

4) Se todo os elementos de uma fila de uma matriz quadrada são nulos, seu det é nulo. 

Dem: Sua prova é imediata pois em cada termo do determinante entraria um elemento dessa fita 
nula, logo o det é nulo. 

5) Um det que tem duas filas paralelas iguais é nulo. 

Dem: A troca de posições dessas filas deve mudar o sinal do det mas como elas são iguais o det 
não se altera, logo ele é nulo. 

6) Se uma matriz quadrada tem duas filas paralelas proporcionais seu det é nulo. 

Dem:Colocando em evidência o fator de proporcionalidade teríamos um novo det com duas filas 
paralelas iguais e portanto nula. 


II. Cálculo da matriz inversa por determinante 


Para demonstração do teorema fundamental sobre este assunto queremos relembrar com o leitor as 
propriedades de: 


a) Laplace: Se multiplicarmos os elementos de uma fila do det pelos seus respectivos cofatores e 
somarmos os resultados obteremos o valor do det. 

b) Cauchi: É sempre nula a soma dos produtos dos elementos de uma fila pelos cofatores dos 
elementos correspondentes de outra fila paralela. 

c) Teorema I: Sendo A uma matriz de ordem n, A” sua matriz adjunta e 1, a identidade de ordem n 
então B = A x A*x A = (det A) In 
Dem: 


318 


Capítulo 11. Sistemas Lineares 


* 
B=AxXA = |2j ds a 


Então o elemento genérico b,s seria o produto da linha r de A pela coluna S de A (multiplicação 
matricial) logo: 
by = anÃs + avÃo + ... + amAsn. De acordo com as duas propriedades relembradas anteriormente 
teremos que 


det Aser=s 
bis = logo: 
Oserzs 
[A|0...0...0 
0 |A|...0...0 
AXA S O = |A] . In por raciocínio semelhante teríamos A x A = |A| . In 
0 0....[A|..0 
00.. 0..]A] 
d) Teorema II: A! = A 
|A] 
: A A =” l 
Dem: Pelo teorema anterior temos (1) : Ax TA] = A xA = l, mas pela definição de matriz 


inversa temos: 


* 


(2) A x A™ =A" x A = In . Comparando (1) e (2) temos A” = Ri 


II. Aplicação em programação linear do estudo dos sistemas de inequações lineares. 


Uma aplicação importante das resoluções gráficas de um sistema de inequações lineares é o estudo 
dos máximos ou mínimos de uma função f(x1, X2, ... Xn) = ajX + a2X2 +... + anXn + c assunto básico na 
solução de problemas econômicos como custo de produção ou lucro de uma empresa. Para melhor 
compreensão nos restringiremos as funções do tipo f(x, y) = ax + by + c precisamos entretanto 


apresentar algumas definições e teoremas que serão aceitos sem demonstrações. 


Def.4.1: Chama-se R? ao conjunto de todos os pares ordenados (x, y) de reais. 


OBS.: O R° graficamente é representado pelo plano cartesiano x O y. 
y 
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Def.4.2: Um subconjunto S do R? é dito convexo se para quaisquer dois pontos X e Y de S o segmento 
XY está inteiramente contido em S. 


C N 


Ex.l: conjunto não 


convexo 


conjunto 
convexo 


Def. 4.3: Chama-se semi-espaço fechado do R?, ao subconjunto A do R° dado por A = f(x, y) ax + by + 
c < 0} 
Obs.1: Graficamente teríamos um semi plano contendo a reta ax + by +c = 0 


Obs.2: Todo semi-espaço fechado do R? é convexo. 
Obs.3: A intersecção de conjuntos convexos de R? é um conjunto convexo. 


Def.4.4: Uma região poligonal convexa fechada do R? é uma interseção de uma quantidade finita de 
semi-espaços do R”. 


Ex.2. Encontre a região poligonal convexa 


x20 
Solução do sistema 4 y 2 0 
2x+y<l 


Solução: 
Baseado no estudo gráfico feito sobre solução de uma inequação linear teríamos: 
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Teorema: Seja S uma região poligonal convexa fechada do R°. Se S é o conjunto solução de um 
conjunto de inequações lineares em x e y, então f (x, y) = ax + by + c, onde a, b e c são constantes reais 
(x, y) e S, assume seus valores máximos ou mínimos nos vértices de S. 


Ex.3: Encontre os máximos e mínimos de f (x, y) = 2x — 3y definida na região “S” do plano cartesiano, 
limitada pelas inequações: 


x>20 
y>0 
x+y<4 
X-y2-2 


Solução: 
Graficamente teríamos a região “S”. 


Calculando os valores de f(x, y) nos vértices de “S”: 


1)0 (0,0) > FX, Y)=2.0-3. 
2)a (4,0) > F(X, Y)=2.4-3 
3)B (1,3) > fx, y)=2.1-3. 
4)C (0,2) > fx, y)=2.0-3 


0 
= 8 (valor máximo) 
7 (valor mínimo) 


Ex.4: Problema Econômico 


Uma empresa deseja montar uma pequena granja para produzir frangos e patos para o consumo de 
Belém. Feita uma pesquisa verificaram-se que as possíveis vendas mensais de frangos e patos variariam 
respectivamente entre 400 e 8000 e 2000 e 5000. A área destinada à granja não permite a criação de 
10.000 aves. Admitindo-se que a produção será vendida totalmente e que o lucro obtido será de R$4,00 
por patos e R$1,50 por frango qual deveria ser a produção adequada para que o lucro seja máximo? 


Solução: Chamando de x o número de milheiros de frango e y os de patos temos: 


x24 
x<8 
y22 
y<5 
x+y<10 
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graficamente teríamos: 


454.40 
ESSES 


Calculando os possíveis lucro L = 1500x + 4000y 


1) La = 1500 x 8 + 4000 x 2 = 20.000,00 
2) Lg = 1500 x 5 + 4000 x 5 = 27.500,00 (máximo) 
3) Le = 1500 x 4 + 4000 x 5 = 26.000,00 
4) LD = 1500 x 4 + 4000 x 2 = 14.000,00 


Resp.: As produções adequadas serão 4 milheiros de frangos e 6 milheiros de patos e o lucro 
máximo mensal será de R$30.000,00 


IV. Teorema de Rouché-Capelli 


Dado um sistema de m equações e n incógnitas, sejam Mc e M; respectivamente a matriz completa 
ou ampliada e a matriz dos coeficientes ou incompleta do sistema. 


Então: 


1) O sistema admite solução se e só se as características dessas duas matrizes são iguais. 
2) Caso as características sejam iguais então: 

2.1) Caract Mc = Caract M; = n — sistema determinado 

2.2) Caract Mc = Caract M; < n — sistema indeterminado 


Dem. 


1.1) Condição necessária: Sistema possível — Caract. iguais se a característica de Mc for maior que 
a da matriz M; (menor não pode ser porque M; é uma submatriz de Mc), feito os escalonamento 
for equivalência linha de Mc teremos no final pelo menos uma linha do tipo (0, 0, ..... 0, k) com k 
* 0. Isto significa que o sistema associado a essa matriz escalonada (que é equivalente ao 
sistema inicial) terá pelo menos uma equação do tipo 0x; + 0x2 + ........ + 0xn =k * 0 e portanto 
não admite solução o que contraria a hipótese. 
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1.2) Condição suficiente: Caract iguais — sistema possível. Caso o sistema não tenha solução então 


após o escalonamento completo de Mc surgirá pelo menos uma linha do tipo (0, 0, ...., k) com k 
+ 0, o que é absurdo pois isto implicaria caract Mc > caract Mi, o que contraria a hipótese da 
igualdade. 


2.1) Caract Mc = Caract M; = n 
Após o escalonamento de Mc teríamos a matriz: 


l a a, oe a Q 

0 1 b, b, © 

0 0 

0 0 0 0 0 
Neste caso teríamos Xn = Cn e por substituições seguidas obteríamos e soluções únicas para os n — 1 


incógnitas restantes, logo o sistema seria possível e determinado. 


2.2) Caract Mc = Caract M; = p < n (nunca a caract M, pode ser maior que n pois a nulidade de M, é 
sempre > 0). 

Neste caso feito o escalonamento de M. teremos P linhas não nulas o que indica que poderemos 
escolher n — p incógnitas independentes e as outras p incógnitas serão dadas em função delas. 


V. Regra de Cramer 


Def.1: Chama-se sistema de Cramer a todo sistema com n equações e n incógnitas, no qual o 
determinante da matriz dos coeficientes e não nulo. 


a) Propriedade: Todo sistema de Cramer é possível e determinado. 


Dem: Seja o sistema de Cramer. 


aX; + AX» Fera T aXXa —€ 
a,X,+ayX, +... +a, =C, 


a Xy +a X3 H. t amnXn =C 


n 


Escrito na forma matricial: 


d aiz e Ain Xi Ci 
a, a a x c 
2 dy 2 2 2 ; 
à = ou seja AX =C. (1) 
au âp ann X, e 


a) AX = C admite solução. 
Como det A + 0 então A” existe logo: A! (AX) = A'B > (AlLA)X=A!BSI.X=A!'BS 
X = A” B é solução de (1) 


b) X é única. 
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Suponhamos que exista outra solução X; ou seja AX, = B. Então teríamos: 
Xx=X=(A!A)X,=A!(AXDA'B=X 


c) Regra de Cramer: Todo sistema de Cramer: Todo sistema de Cramer admite como solução qualquer 


dE aa e l AX 
incógnita x; do sistema, 

A 
determinante obtido de |A| pela substituição da coluna correspondente a incógnita 
respectivos termos independentes. 


Dem: Seja S um sistema de Cramer 


onde |A| é o determinante da matriz dos coeficientes e Ax, é o 


x; pelos 


Então: 
A Az $ A ai b 
1 
X, An Ay = Ap b 
2 
x= X | B= 1 E = 
E det A |A, Ag As 
b 
1 
Robo aa 
b, 
An Ann d Am 
Daí: 
A. A. X 
(1) X; = ——.b, 2 b,+.... +b, coml<i<n. 
det A det A 
aj dy RR o ce Dijn 
. ; do, do . b, aan a ca E pu 
Consideremos a matriz: A; = obtida de A substituindo-se a sua i-ésima 
di A tes DE o 


coluna pela coluna dos termos independentes, calculando por Laplace através da i-ésima coluna temos: 


aos , det A, 
+ Ani . Dn, substituindo em (1) teríamos x; = L, 


det A 


det A; = Aj.b/+ As. b2 + 
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Exercícios 
2x+4y—-22=4 
1) (PUC/RS-96) O sistema 42x- y+3z=9 
3x+3y-nz =3 


nas variáveis x, y, € z, tem como solução x = p, y 
=2pe z=q. 0O valor den+p-qé 
a)-3 b)-2 c) 0 d) 1 e) 6 

2) (PUC/RJ-98) Seja a um número real. Para que 
valores de a o sistema linear: 
(I+ax+(I-a)y=1 

(I-ax+(I+a)y=1 

tem solução? Para quais desses valores a solução 
é única? 


x—y+z=b 


3) (PUC/MG-97) O sistema admite 


ax+y+z=1 
x—y+az=0 
uma infinidade de soluções. Então, sobre os 
parâmetros a e b, é CORRETO afirmar: 


aja=0eb=1 b)a = 0 e b =-1 
c)a=-leb=1 d)a = l e b = -1 
ea=leb=0 
à 3x-2y=b . 
4) (CIABA-94) O sistema admite 
ax+2y=5 


várias soluções se a soma (a+ b) é iguala: 


a) 3 b)-3 c)—5 d)- 8 e)— 10 

5) (CIABA-94) Os valores de k para os quais o 
x+y+z= kx 

sistema x+y+z= ky admite soluções 
x+y+z=kz 

diferentes da solução nula pertencem ao intervalo: 

a [-2,2] b[-1,4] c1,3] 

d) [2, 4] e) [- 3, 0] 


6) (CIABA-95) O valor de a para que o sistema 
ax—-y+2z=1 
—4x +ay +4z =2_seja impossível é: 
x+2y+z= -2a 
a) 14 b)12 c) 0 


2 ej- 
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7) (AFA-94) Os valores de m, para os quais o 
x-y+z=0 

2x-3y+2z=0 

4x +3y +mz = 0 


sistema 


admite somente a solução x = y = z = 0, são: 
a)m=4 b)m>0 c)mz4 d)m<5 


: aix+2ay =b 

8) (AFA-94) O sistema 

2ax+y=c 
homogêneo e determinado, se e somente se, 
ajaž4 eb=c=0 
baz0eaz4eb=c 
c)Jaz0eazaeb=c=0 
d)az0ea=4, bz0ecxz0 


9) (Escola Naval-91/92) O sistema de equações: 
x-y+hkz=1 
kx+z=0 
x+y+z=-l 

a) é sempre possivel 

b) é impossível para k= 1 

c) é impossível para k = — 2 

d) é determinado para k 1 

e) é determinado para k + 2 


10) (Escola Naval-93/94) O sistema de equações: 
mi+y=2 


x—-y=m é impossível se e somente se: 
x+y=2 
a)m=1 bm=-2 c)jm=1 oum=-2 
)mz-2 e)m#l em#-2 
11) (FUVEST-92) a) Resolva o sistema 


2x-y=—3 Es ui ; 
onde x e y são números reais 


| 


b) Usando a resposta do item a, resolva o sistema 


Xa? -1)- (b -1)}? 
(a? 


D+(b-D=2 
12) (FUVEST-94) Considere o sistema: 


| 


a) Prove que o sistema admite solução única para 
cada número real m. 

b) Determine m para que o valor de x seja o maior 
possível. 


-x+y=2 


x-my=l-m 


Armx+y=1 
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13) (FUVEST-96) Considere o 
x+y+z=-2m 


sistema de 


equações lineares: 4x-— y—2z=2m 


2x+y-2z=3m+5 
a) Para cada valor de m, determine a solução (xm, 
Ym, Zm) do sistema. 
b) Determine todos os valores de m, reais ou 


complexos, para os quais o produto xm/mZm é igual 
a32. 


14) (FUVEST-97) Seja o sistema: 
x+2y-z=0 
x-my-32=0 
x+3y+mz=m 
a) Determine todos os valores de m para os quais 


o sistema admite solução. 
b) Resolva o sistema, supondo m = 0. 


15) (FUVEST-99) Considere o sistema linear nas 
incógnitas x, y, z, w: 

2x +my = -2 

x+y=-l1 

y+(m-lz+2w=2 

z-w=1 
a) Para que valores de m, o sistema tem uma única 
solução? 
b) Para que valores de m, o sistema não tem 
solução? 
c) Para m = 2, calcule o valor de 2x + y — z — 2w. 


16) (Fuvest-2001) Dado um número real a, 
considere o seguinte problema: 

“Achar números reais x,,x,,..,x,, não todos 
nulos, que satisfaçam o sistema linear: 
(-2)(-3)x:-1+(ír-1)ír-3)(ír-4) (r— 6a 
+(- Dx t(r-3)x+1=0,parar=1,2,...,6, 
onde xo = x7 = 0”. 

a) Escreva o sistema linear acima em forma 
matricial. 

b) Para que valores de a o problema acima tem 
solução? 

c) Existe, para algum valor de a, uma solução do 
problema com x, = 1? Se existir, determine tal 
solução. 


17) (UNICAMP-92) Sejam 4 e B duas matrizes 
de ordens nxm e mxn respectivamente, com m < 
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n. Prove que det(4.B) = 0, baseado em 
propriedades do sistema de equações lineares. 
X, 0 
xX, 0 
(A.B). = 
X, 0 


18) (UNICAMP-93) Resolva o seguinte sistema 
de equações lineares: 

2x+y+z+w=1 

x+2y+z+w=2 

x+y+2z+w=3 

x+y+z+2w=4 


19) (UNICAMP-97) Considere o sistema: 


1 
x+—(y+z)=p 
2 
1 
a =p 


1 
ze NSR 


a) Mostre que se tal sistema tem solução (x, y, z) 
com x, y e z inteiros, então o parâmetro p é 
múltiplo inteiro de 17. 

b) Reciprocamente, mostre que se o parâmetro p 
for múltiplo inteiro de 17, então este sistema tem 
solução (x, y, zZ) com x, y e z inteiros. 


20) (Unicamp-2000) Seja A a matriz formada 
pelos coeficientes do sistema linear abaixo: 
Ax+y+z2=14+2 
x+)p+z=14+42 
x+y+12=14+2 
a) Ache as raízes da equação: detA=0. 
b) Ache a solução geral desse sistema para 4 = -2. 


21) (UFPB-92) Sendo A uma matriz quadrada 
nxn e I a matriz identidade nxn, o determinante 
de xI- 4 é um polinômio de grau n na variável 


x, chamado polinômio característico de A. 
Baseado nesta definição, o polinômio 
1 2 0 
característico da matriz A-=|0 3 -1| É: 
-2 0 0 


a)xi-x)+3x+4 b) x? +4x°- 3x- 1 
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c) x? — 4x" +3x-—4 
e) x? + 4x’ tx- 3 


d) x? +2x°-x +1 


22) (UFPI-2003) Sabendo 
o +y.cosa=0 


f possui infinitas soluções, 
x.cosa + y.sina = 0 

podemos afirmar corretamente que: 

a) a = T/3 + kr/2,ke Z 

b) a = n/2 + kr/3,k €e Z 

c)ja=kmr,ke Z 

d)a=2kr,k eZ 

e)a = n/4 + kr/2,ke Z 


que o sistema 


23) (UFPI-2004) Considere o sistema de equações 
A +y=5 


a) O sistema possui solução única se a £ 2 

b) O sistema possui infinitas soluções sea = 2 e b 
+ 10 

c) O sistema não possui solução sea =2 eb = 10 
d) O sistema possui solução única sea=2 eb>0 


4x+ay=b 


24) (UFMA-2001) Sejam a, B e y números reais 
no intervalo (0, 1/2). Considere o sistema linear: 


2 


a+b.cos?a+csen?a = 0 


a +b.sen?B +e.cos? B=1 
a —btg”y + c.sec? y=0 


Quaisquer que sejam os valores de a , B e y, 
podemos afirmar que: 

a) o sistema sempre é determinado 

b) o sistema sempre é impossível 

c) o sistema nunca é determinado 

d) o sistema nunca é indeterminado 

e) o sistema nunca é impossível 


25) (UFMA-2003) Dado o sistema linear: 
x+my-z=1 
2x-y+z=n 
3x+y-22=2n 
a alternativa que indica os valores de m e n, para 
que o sistema tenha infinitas soluções, é: 
a)mz4/7enz 7/5 
bmz47enz7/5 
c)m=4/7enz 7/5 
d)m=4/7en=7/5 
e) m = 7/4 e n = 5/7 
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26) (UFRR-2004) O menor valor de a que permite 


. ax+3ay=0 
que o sistema 
x-(a-Dy=0 
admita a solução trivial e soluções próprias é: 
a)-3; b)-2; ©0; dl; o2. 


27) (UFPR-2003) A respeito do sistema de 
x+3y-4z=0 

equações 43x +y =a onde a e b são números 
4x+bz=0 

reais, é correto afirmar: 

(1) Se a = 0, existe algum valor de b para o qual o 

sistema é impossível. 

(2) Se o valor de b for tal que o determinante da 


1 3 —4 
matriz |3 1 0 | não seja nulo, o sistema terá 
4 0 b 


uma única solução, qualquer que seja o valor de a. 
(3) Sea = 1 eb = 2, o sistema tem mais de uma 
solução. 

(4) Se a = b = 0, o sistema possui somente a 
solução nula. 

Dadas matrizes 


28) as 


a! 


soma dos valores de K para os quais existem uma 
infinidade de matrizes M de ordem 2 tais que AM 
5 


=Pé 
| 


a)-2 b)-l 

Determine a expressão do determinante da matriz 
(A — al), onde a e Re Ta matriz identidade. A 
soma dos valores de a para os quais det (A — al) 
= () é dada por 
a)5 b)6 c)-1 


(EPCAr-2003) 


K 
s) e P a matriz nula de ordem 2. A 


c)0 d) 


4 
29) (EPCAr-2004) Seja a matriz A) 


d) -5 


30) (ITA-66) Consideremos o sistema de 2 
x-y=kx 


-x+5y = ky 

a) qualquer que seja o valor de k, o sistema tem 
solução diferente da solução x = 0, y = 0. 

b) existe pelo menos um valor k para o qual o 
sistema tem solução diferente da solução x = 0, y 
= (. 


equações nas 2 incógnitas x, y: | 
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c) para nenhum valor de k, o sistema tem solução 
diferente da solução x = 0, y = 0. 


x+2y+4z2=0 
31) (ITA-67) O sistema $x+7y+9z=a 
-x+3y+z=0 
a) não tem solução Y a 
b) somente tem solução para a = 1 
c) tem solução para V a 
d) possui somente solução x = 0, y = 0, z = 0 para 
a=0 
e) tem solução diferente da solução x = 0, y = 0, z 
= (0 para a = 0 


32) (ITA-68) Seja 


Ax+y=0 
x+A4y+z=0 
y+42z=0 


O sistema acima terá solução não trivial para certo 
conjunto de valores de à. Para que isto se 
verifique este conjunto é constituído: 

a) apenas por números complexos não reais 

b) apenas por números reais 

c) apenas por números racionais 

d) apenas por números irracionais 

e) apenas por números inteiros 


33) (ITA-69) Para que valores reais de a e b o 
seguinte sistema não admite solução? 


3x+ay+472=0 

x+y+3z2=-5 

2x-3y+z=b 
a)a=-2 e b=5 ba>-2e bz4 
c)a=-2 eb#5 da=b=1 
e) nenhuma das respostas anteriores 


34) (ITA-72) Qual é a relação que a, b e c devem 
satisfazer tal que o sistema abaixo tenha pelo 
menos uma solução? 
x+2y-3z=a 
2x+6y-—llz=b 
x-2y+7z=c 
a)5a=2b-c 
b)5a=2b+c 
c)5az2b+c 
d) não existe relação entre a, b, c 
e) nenhuma das respostas anteriores 


35) (ITA-72) Quais os valores de a de modo que 
o sistema 
(sena —l)x+2y-—(sena)z =0 
(3seno)y + 4z = 0 
3x +(T sena) + 67 =0 
a)a=nr,n=0, +1, +2, +3, ... 
b) æ= nrt + 7/3, n = 0, +1, +2, +3, ... 
c) a =nT + T/2, n = 0, +1, +2, 3, ... 
d) não há valores de a 
e) nenhuma das respostas anteriores 


36) (ITA-81) Num sistema de coordenadas 
cartesianas ortogonais verificou-se que os pontos 
A = (a, 1, a); B = (2a, 1, a) e C = (b, a, a) são 
colineares. Além disso, o sistema 

ax+by=0 

bx+y+z=0 

bx+ay+bz=0 


nas incógnitas x, y e z é indeterminado. Sendo a > 
0 e b > 0, qual é a alternativa correta? 

a) a e b são números pares 

b) a e b são números inteiros consecutivos 

c) a não é divisor de b 

d)0<a<1/⁄2 e0<b<1 

e) nenhuma das anteriores 


37) (ITA-83) Seja a um número real tal que a + 
n/2 + kr, onde k e Z. Se (xo, yo) é solução do 
sistema 


(2seca)x + (3tana)y = 2 cosa a 
então podemos 
Qtana)x+(3seca)y = 0 
afirmar que: 


a) xo + yo = 3 — 2sen a 


ENN 4 
b) (Zx) y= SO OEA 
c) xo- yo = O 
d) xo + yo = 0 


cos? a 


2 y 4 
e) (Zr) a 


38) (ITA-84) Os valores reais de a, que tornam o 

sistema 
3a x+y=1] 
x+y=0 possível e determinado, são: 
(3º:10-3)x+y=1 

a) qualquer valor de a. 

b)apenasa=0 e a=3. 
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c) apenas a = 2. 
d)apenasa=1 e a= -1. 
e) não existe valor de a nestas condições. 


39) (ITA-87) Suponha que x e y são números 
reais, satisfazendo simultaneamente às equações 
2x + 3y=21 e 7x- 4x = 1. Nestas condições, se 
S =x + y, então: 


a)S=10 b) S=8 c)S=5 d)S=-8 e) 
S=15 
8&x-y-2z=0 
40) (ITA-88) Sobre o sistema 47x + y -3z =0 
x—2y+3z=0 


Podemos afirmar que: 

a) é possível e determinado 

b) é impossível 

c) é possivel e qualquer solução (x, y, z) é tal que 
os números x, y, z formam nesta ordem, uma 
progressão aritmética de razão igual a x. 

d) é possível e qualquer solução (x, y, z) é tal que 
v=(x+2)/3 

e) é possível e qualquer solução (x, y, z) é tal que 
os números x, y, z formam nesta ordem, uma 
progressão aritmética de razão igual a (x + y + 
z)/3. 


41) (ITA-89) O sistema de equações: 
x +3y- z=6 

7x +3y+272=6 

5x- 3y + 4z=10 

a) tem somente uma solução. 

b) tem infinitas soluções com 9(x + y) = 14 e 
9(2x — z) = 40. 


c) tem infinitas soluções com 9(x + y) = 34 e 


9(2x — z) = 20. 
d) tem infinitas soluções com x dado em função 
de y ez. 


e) não possui solução. 


42) (ITA-89) Considere a equação 
4 5 7 0 

x|—-16|+y 1|+z/0|=|0|, onde x, y e z são 
4 2 3 0 

números reais. É verdade que: 

a) a equação admite somente uma solução 

b) em qualquer solução, x? = z? 

c) em qualquer solução, 16x? = 97? 

d) em qualquer solução, 25y? = 167º 

e) em qualquer solução, 9y” = 167? 


43) (TTA-97) Considere as matrizes: 


2 0 1 -1 0 1 
A=|0 2 O| e B=|0 -2 0 
1 0 2 1 0 A 


Sejam ào, À e àz as raízes da equação det (A — 


Al) = 0 com Ào <A <A» Considere as 
afirmações 
(1) B=A-dAob 


(AD B=(A- MIA 

(NT) B = A(A — àb) 

Então 

a) todas as afirmações são falsas. 

b) todas as afirmações são verdadeiras. 
c) apenas (I) é falsa. 

d) apenas (IN) é falsa. 

e) apenas (II) é verdadeira. 


44) (ITA-00) Considere as matrizes 


a 0 0 10 0 
M=|0 b 1 e I=|0 1 0 
00 c 0 0 1 


em que a+#0 e a,b e c formam, nesta ordem, 

uma progressão geométrica de razão q>0. 

Sejam 4,4, e 4, 

de(M -11)=0.SeA4A,A,=a e 

A +Å, +4, +Ta,então a? +b? +c’ éiguala: 
21 91 36 21 91 


Ty Di cd Da da 


as raízes da equação 


45) (ITA-02) 1. Mostre que se uma matriz 

quadrada não-nula A satisfaz a equação 
A?+3A°+2A =0 (1) 

Então (A + I = A + I, em que I é a matriz 

identidade. 

2. Sendo dado que 


-1 1 
A= 
| 0 E 3 
satisfaz a equação (1) acima, encontre duas 
matrizes não-nulas B e C tais que B*+Cº=B+C 


= A. Para essas matrizes você garante que o 
sistema de equações 


est 


tem solução (x, y) # (0, 0)? Justifique. 
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46) (ITA-03) Sejam A e P matrizes n x n 
inversíveis e B = P'AP. Das afirmações: 

I- B" éinversível e (B) '=(B) T. 

TI — Se A é simétrica, então B também o é. 

HI — det (A - àT) = det (B - àD, VÀ e (1) 
é (são) verdadeira(s): 
a) todas. 

b) apenas I. 

c) apenas I e II. 


d) apenas I e III. 
e) apenas II e III. 


47) (ITA-2006) A condição para que as 
constantes reais a e b tornem incompatível o 
sistema linear 
x+y+32=2 
x+2y+52z=1 é 
2x+2y+az=b 


aja-bz2 b)a+b=10 c)4-6b=0 
d)a/b =3/2 ea.b=24 


48) (ITA-2006) Seja o sistema linear nas 

incógnitas x e y, com a e b reais, dado por 
(a-b)x-(a+b)y=1 

jo +b)x+(a-b)y=1 

Considere as seguintes afirmações: 

I — O sistema é possível e indeterminado se a = b 

= 0. 

II — O sistema é possível e determinado se a e b 

não são simultaneamente nulos. 

M -x+y = (a +b", se a? +b? 40. 

Então, pode-se afirmar que é(são) verdadeira(s) 

apenas 

JL DI c)M 


dle Hell 


49) (IME-76/77 Militar) Dada equação matricial 


1 2 0 1 ix -5 
3 5 2 1 x, —10 . 
= . Determine a 
0 -3 1 -5x3 6 
o 1 -1 1 |x,3 —4 
X1 
; X2 
matriz X = 
X3 
X4 


50) (IME-79/80 Militar) Resolva o seguinte 
x +x, -x =6 
sistema: 43x, — 4x, +2x, = —2 


2x; +5x, +x, =0 
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51) (IME-79/80 Militar) Determine os valores de 
k para que o sistema abaixo tenha solução única: 
x+(5+hk)y—-3z2=-6 

5x+y-4z=-5 

x+5y+ky=-l1 


52) (IME-80/81 Militar) Determine a e b para que 
x+2y+az=b 

o sistema 42x- y +3z=3 
3x+y+z=4 


a) tenha solução única; b) tenha um n° infinito de 
soluções; c) não tenha solução. 


53) (IME-83/84 Militar) Dado o sistema: 
1 1 1 Tx 17 

2 3 3 4ļy 53 : 
iia Pe = 28 encontre o seu conjunto 
1 1 1 3ļz 27 

solução. 

54) (IME-84/85 Militar) Seja o sistema: 
1 -2 1\x Yı 

2 1 1ļfy|=]xy,|. Discutir os valores de 
0 5 ela y3 


Yı y2 € y3 para que este sistema admita solução. 


55) (IME-87/88 Militar) Determine os valores de 
xı — 3x, = -3 

2x, + kx, — x, = —2 

x +2x, +kx, =1 

a) tenha solução única; b) não tenha solução; c) 
tenha mais de uma solução. 


k para que o sistema 


56) (IME-87/88 Militar) Resolva e discuta o 
mx+y+z=1 
sistema: 4x+mp+z=m 


x+y+mz=m 


57) (IME-87/88 Militar) Determine o valor de a 
para que o sistema abaixo tenha mais de uma 


solução e resolva-o, neste caso: 
x+y-z=1 
2x+3y+az=3 


x+ay+3z=2 
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58) (IME-88/89 Militar) Discuta o sistema: 


x+2y-z=2 
2x-ay+3z2=9 
3x+3y-2z=b 


59) (IME-88/89 Militar) Dado o sistema de 
x+y-az=0 

equações lineares jax+y-—z=0, pede-se: 

x+ay-z=1 

a) os valores de a para que o sistema tenha 

solução; 

b) os valores de a para que a solução (x, y, z) 

satisfaça à equação x+y+z=1 


60) (IME-88/89 Militar) Dados: 


vi J Deves) 


aa b b' 
A= e B ondea, a’, b, b’ e R, 
0 a 0 b 


resolva a equação AZ = B, sabendo que Z e M, 
discutindo as condições que a, a’, b e b’ devem 
satisfazer para que a equação tenha solução. 


61) (IME-98) Resolva e interprete, 
geometricamente, o sistema matricial abaixo, em 
função de a e B. 


1 -2 3||x — 4 
5 -6 Tllyl=|-8 
6 8 ajz B 


62) (IME-99) Determine a para que seja 
impossível o sistema: 


=4 
=2 


x +2y -3z 
3x - y+ 5z 


4x + y + (a? -14)z=a +2 


63) Resolva o sistema: 


Xı A 
Xə E 
X3 E 


F Xa + X3 = 0 
M X3 + X, = 0 
F X4 + X6 = 0 
E Xə + X100 0 
H X100 Xı = 0 
M X99 ag X> E 0 
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64) Prove que se X for um auto-vetor 
correspondente ao auto-valor À de uma matriz 
invertível A, então X é auto-vetor de A ! 
correspondendo ao auto-valor 1/A. 


65) Prove que se À for um auto-valor de A com o 
correspondente auto-vetor X, então X também é 
auto-vetor de A? correspondente a À?. 


66) Prove que se À for um auto-valor de A com o 
correspondente auto-vetor X, então para cada 
escalar c, X é auto-vetor de A — cl correspondente 
ao auto-valor À — c. 


67) Prove que uma matriz e a sua transposta têm 
os mesmos auto-valores. 


68) Prove que se A for de ordem n, então 

det (A-AD=( Ip — (tr a! + OAT 
onde O(A” ~ °) representa um polinômio em À de 
grau menor ou igual an — 2. 


69) Prove que o traço de uma matriz é igual à 
soma dos auto-valores dessa matriz. 


70) Prove que o determinante de uma matriz 
quadrada é igual ao produto de todos os auto- 


valores dessa matriz. 


71) Mostre que a matriz nxn 


0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 0 
C= 
0 0 0 0 1 
[Tão =a; ão “An Ana | 


tem como equação característica 
C D'A” + an- jA F O lag T aÀ + ao) 


72) Uma matriz A é semelhante à matriz B se 
existir uma matriz inversível S tal que A = S` 'BS. 
Prove que matrizes semelhantes apresentam o 
mesmo polinômio característico. 


E - Capítulo 12. Apêndice 
APENDICE: PROBABILIDADE GEOMETRICA 


Considere o seguinte problema: 

“Sejam quatro pontos A, B, C e D (nesta ordem) igualmente espaçados sobre uma reta. Um ponto 
P é aleatoriamente escolhido sobre o segmento de reta AD. Qual a probabilidade que P pertença ao 
segmento de reta AB?” 


—o o o o | 
A B C D 


A diferença entre este problema de probabilidade e os outros estudados anteriormente neste livro 
é que neste caso o espaço amostral possui característica contínua, enquanto que nos casos anteriores o 
espaço amostral era discreto, onde podíamos determinar tanto o número de elementos do espaço 
amostral quanto de qualquer um dos seus eventos associados. Observe que no caso da questão proposta, 
cujo comportamento é contínuo, existem infinitas possibilidades para a escolha do ponto P. Por outro 
lado, uma vez que a escolha de P é aleatória e não depende da localização do segmento de reta AB, 
então podemos considerar que qualquer ponto do segmento AD possui igual probabilidade de ser 
escolhido. Logo, é razoável considerar que a probabilidade de P pertencer ao segmento de reta AB é 
igual a Ahl 
g PAB AD 3 

Na verdade, podemos generalizar este raciocínio para uma, duas e três dimensões: 


1) A probabilidade de um ponto P, escolhido aleatoriamente sobre L 

um segmento de reta de comprimento L, pertencer a um segmento de —e—e—— —— e oe ~ 
; . £ y 

reta de comprimento / (contido em L) é p = _ / 


2) A probabilidade de um ponto P, escolhido aleatoriamente sobre uma 
superfície plana fechada de área S, pertencer a uma região plana de área S 


. ; s 
s, completamente contida em S, é p = a 


3) A probabilidade de um ponto P, escolhido aleatoriamente sobre uma região do 
espaço de volume V, pertencer a uma região do espaço de volume v, 


; v 
completamente contida em V, é p = v 


Exemplos: 


1) Duas pessoas marcam um encontro na Praça da República, combinando o seguinte: 

e cada qual chega à praça num momento escolhido ao acaso entre o meio-dia e à uma hora da tarde; 

e nenhum deles espera mais de 15 minutos pelo outro. 

Qual é a probabilidade de realmente se encontrarem? 

Solução: 

Sejam x e y os tempos (em minutos), após o meio-dia, que as duas pessoas demoram para chegar no 
encontro. O espaço amostral é delimitado pelas seguintes desigualdades: x 2 0, y 2 0, x < 60, y < 60. 
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Capítulo 12. Apêndice 
O evento que consiste no encontro das duas pessoas é delimitado pelas desigualdades: x > 0, y > 0, x < 
60,y<60,x-y<15,y-x<15. 
Abaixo está o esboço do gráfico que mostra o esquema do encontro das duas pessoas. 


Assim, a probabilidade de se encontrarem é igual à razão entre a área 
da figura destacada no gráfico e a área total do quadrado delimitado 
pelas desigualdades x >0,y>0,x<60,y< 60: 


60.60 — (E 


| = 43,75% 


Pencontro E 60.60 


2) Três pontos A, B e C são escolhidos aleatoriamente em uma circunferência. Qual a probabilidade de 

que todos os três ângulos do triângulo ABC sejam agudos? 

Solução: 

Sejam a e B as medidas dos arcos AB (que não contém C) e AC (que não contém B), respectivamente. 

Assim, temos que o arco BC (que não contém A) vale 360º — a — B. O espaço amostral é definido por: 

a > 0, B > 0, 360° — a — B > 0, a < 360°, B < 360° e 360°- a -B <360° (1) 

Além das desigualdades acima, o evento proposto ainda possui as seguintes desigualdades: 

a< 168°, B < 180° e 360°-a-ßB<180° (2) 
Es O gráfico ao lado ilustra as desigualdades descritas anteriormente. 
Geometricamente, as desigualdades descritas em (1) equivalem ao 
quadrado maior de lado 360. 
Por outro lado, a interseção das desigualdades descritas em (1) e 
(2) é igual à área da região hachurada. 
Logo, a probabilidade pedida é igual à razão entre a área da região 
hachurada (quadrado de lado 180) e a área do quadrado maior de 


a() lado 360. Assim: p = = 


3) Dividindo aleatoriamente um segmento em três partes, qual é a probabilidade de que esses novos 
segmentos formem um triângulo? 

Solução: 

Suponha que o comprimento do segmento seja /. Se x e y são as medidas de duas partes, para que a 
divisão seja possível temos: 0 <x</,0<y<(,0</-(x+y)<t (1) 

De modo que x, y e / — (x + y) formem um triângulo, além das desigualdades anteriores, temos: 


xty>l-(xXty,xtl-(xXty)>yytil-(xX+ty)>x (2) 


As desigualdades descritas em (1) formam, no sistema de eixos 
coordenados (x, y), um quadrado de lado (. 

As desigualdades descritas em (1) e (2) formam neste sistema de 
eixos um quadrado (interno ao quadrado anterior) de lado 4/2. 
Assim, a probabilidade do triângulo ser formado é igual à razão 
entre a área da região hachurada (quadrado de lado (/2) e a área do 


quadrado maior de lado £. Assim: p = = 
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4) (Problema da Agulha de Buffon) Consideremos uma familia de retas paralelas em um plano, onde 
duas paralelas adjacentes arbitrárias distam de a. Tendo-se lançado, ao acaso, sobre o plano, uma agulha 
de comprimento (/ (/ < a), determinar a probabilidade de que a agulha intercepte uma das retas. 

Solução: 

Vamos definir a posição da agulha no plano em função da distância x do ponto médio da agulha à 
paralela mais próxima e do ângulo 0 entre a agulha e esta paralela. 

De acordo com estas variáveis, podemos interpretar que o espaço 
amostral do experimental é definido por 0 < x <a/2e0<0<7 (1). 

x Observando a figura, podemos concluir que a agulha interceptará uma 


o) 


a das paralelas se x < £ sen0, com0<0<r (2). 


As desigualdades descritas em (1) formam no sistema de eixos 
coordenados (0, x) um retângulo de dimensões 7 e a/2. 


; FA ; : 
x A desigualdade x < av: com 0 <0<r7, é equivalente, no mesmo 


a/2 sistema de eixos, à parte hachurada da figura ao lado. 
Assim, a probabilidade da agulha interceptar uma das paralelas é igual 
en à razão entre as áreas da parte hachurada e a área do retângulo: 


nl 
: f a Dag x 


T.a 


a 
T.— 
2 


5) (Olimpíada do Rio Grande do Sul-98) De cada uma de três varetas de mesmo comprimento 4, 


quebrou-se um pedaço. Calcular a probabilidade de que seja possível construir um triângulo com esses 
três pedaços. 

Solução: 

Sejam x, y e z os comprimentos retirados das três varetas. O espaço amostral é definido por: 
O<x<f,0<y<(,0<z</. 


Os pedaços de comprimentos x, y e z formarão um triângulo se e somente se: 
X<ytz,y<x+tz,z<x+y. 
Geometricamente podemos interpretar as inequações acima de acordo com a figura no IRº: 


Portanto, a probabilidade dos três 
pedaços formarem um triângulo é 
igual à razão do volume da pirâmide 
hachurada (formada pelas diagonais 
das faces do cubo que passam pela 
origem e pelas arestas do cubo que 
não pertencem aos planos 


coordenados) e do cubo de aresta Z. 


1 
Logo, p E 
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GABARITOS 
Capítulo 2: Seqiiências Aritmética e Geométrica 
1) 27R? (2-2) 2) 6, 10, 14 3) 14 
5)x=kroux=t7/6+2kz 9) 9, 27, 81, 243 26) S = 2n- 17 
27) am = A + B, an = A — m(A — B)/2n 31) 15 
33) 2n? — 3n? + 3n- 1 34) PA {-18 +4410 , -7 +4410, 4+4410 } 
36) e 37) 1332 38) a) 480; b) 1. 
39) 4 40) (10"*! -9n— 10)/81 43) 396 
46) 998499 47)r=- 1562 a3=9372 51) 6560 
52) d 54) a 55) e 
56) 24 57) a) 10034 e 10035; b) 2508; c) 11º; d) 923. 
58) a) 295; b) 83. 59) 2420 60) 10 
61) a 62)b 63) a 
64) c 65) e 66) a) 1+log,, - :b) 25 
67) e 68) a) 21+ D2; b) 2-n 69) 9 m 
70) b 71)a 72)d 
73) c 74) b 75) d 
76) a 77 a 78) d 
79) a) 405; b) 31 80) c 8S)DVVFFV 
82) d 83) 1 84) 24 
85) a 86) a 87) 2 
88) Não 89) 2(2+ V2) 90) c 
91) 9, 12, 16 92) 25 93)b 
94) a 95) a 96) a 
97) a) 99; b) 99º 98) a 99) a 
100) d 101) 25 cm? 102)r=4 
104) d 105) a) 2° linha; b) 107° coluna. 106) a 
107) d 108) 13264 109) a 
110) a) b2 =q” — 15q; bD)m=q"-q" “+17 111) d 
112) e 113) b 114) b 
115) c 116) c 117) c 
118) a 119) a 120) c 
121) c 122) 2a? 124) d 
125) d 126) b 127) c 
128) a 129) a 130) b 
131) e 132) c 133) a 
134) e 135) d 136) d 
137) c 138) d 139) c 
140) c 141) c 142) c 
143) e 144) e 146) 6, 12,18 
149) as/b6 = a1.a10 150)r=8 a,=4 154) b)q=4: 44'-1) 
155) PA (68, 42, 16) PG (17, 34, 68) 156) 1000/3001 
Capítulo 3: Seqiiência Recorrente 
Da=(n-Da-(n-2)a,+(n-2n- 1)/2 2) xn = 3” +4” 
3) an = (3”7! — 2" Daz — 6(3"7?— 2" Pa; 4) an = 4" + 499” 
6) a) u — uo; b) Un = vo + n(v1/3 — vo); €) Vn = 3"[vo + n(v1/3 — vo)] 7) 8 
8) [7.2"7! + (= 1)°]/⁄3 9) an= l 10) 2 
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11) 2/0 -n +2) 
15)-1 17) 108 


Capítulo 4: Análise Combinatória 
Da)8!; b)8!-1; )7x70u8x7-7; d) C(6,3) 


13) 1,2,27,5,2.5,2.5º 


14) 1999.2156 


2)a)21x 19x 17-1; b)21x19x17-2; 17x 15x 13; d) C(19,2) x C(17,2) x C(15,2) 


3)2"=0 4) a) 3.2%; b) 2x (5,2) 


5) a) 4; b) C(20,15) x 35; 11) 5” 
))P(9,7)=9x8x7x6x5x4x3; b)9x7 

7) a) 26"; b) 26x 25°; c) 26'° — P(26,10); d) 2" -— 2; 
e) C(10,3); f) C(8,3); g) 10!/(2!13!5); 

h) C(10,3) x 25” + C(10,4) x 25%; i) C(10,3) x 5° x 217; 
5) C(5,3) x C(21,7) x 10! = C(10,3) x P(5,3) x P(21,7) 
8) a) 36504; b) 1404; c) 2808; d) 28800; e) 2304 

9) a) 40,320; b) 1,152; c) 8,640; d) 1,152; e) 8,640 


10) 104 11) 48 12) 70 

13) 28800 14) 5760 15) C14, 5 = 2002 
16) 72 17) 1880 

18) I) Cm-k, n-k, I) Cm, n—Cm-kn 19) 1022 20) 71 

21) a) n!, b) 2.(1 — 1)!, c) (n -2).(n —1)!, d) 6.(n — 2)!, e) 6.n - 4)\(n - 3)! 

22) 2"-—1 23) a) C60, 8, b) 2.C30,3.C30,5 + (C30, 4) 


24) 2" — (Cn, o + Cn, 1 + Cn, 2) 
26) a) ml, 2+ kCn, 2; b) Ck, 2-Cm, 2 27) 8 

28) a) 3"; b) C13, 2.3"; 0) C13, 3-3"; d) C13, 3-C10,23"' 
29) 32!/(12)(5)1 30) 756756 

32) (m + h)!/m!h! 


34) a) 5!6!; b) 2.5!; c) 80.5! 35) a) Ci9,2; b) C22,2 


37) 1330 38) 144 
40) C21, 5 = 5985 41) a) 252; b) 208. 

44) C71,3 45) a) C37, 4; b) C30, 4 

47) (2300 — 144)/2 = 1078 48) 90 

49) 1.000.000 — (9º + 9° + 94 + 9? + 9? + 9) = 402130 

50) (n? +n + 2)/2 51) Cn +5,5 

53) 5333280 54) 333 

56) (Ca +1,2)n! 57) 2350 

59) 30 60) 6” 
6DD)MA-I(A-3A+3); D2 6D)MA-IA-ZA-3: b) 4 
64) 564480 65) 720 

67) a) 2; b) 1680; c) 7983360; d) 201/60; e) 3360; f) 30 

69) n(n — 1)(n — 2)(n — 3)/8 70) 42.9! 

72) 512 73) 54 quinas, 540 quadras 

75) a) 28; b) 8 76) (n— 1)1.2” 


25) a) Cn, 2; b) Cn, 3; €) 3Cn, 4; d) (n — 1)!/2; e) 3Cn, 4 


31) 138378240 


33) a) 6435; b) 3985; c) 5035; d) 2865. 


36) 19990 

39) C10, 6 = 8008 
42) Cnh +2,2 

46) a) C17,3; b) C11,3 


52) 3.C100,3 + (100) 
55) 40320 
58) 43200 


63) 604800 
66) 30 

68) a) 12960; b) 14976 
71) 111.825 

74) 110 


77) a) Cn-1,p-1; b) Ci-ip c) Can-2,p-2; d) 2Cp-1,n-2+ Ca-2,p-2= Cap Cn-2,p; e) 2Cn-2,p-1 


78) a) 2401; b) 840 

80) n! 81) 6.4"? 

83) (m +n- D!/(n — Dm! 84) 5004 

86) 2001 87) a) 191300; b) 183800 

89) 2.3"? 90) 118 

92) 45360 93) 1050 

95) 2400 96) a) 3”; b) 3" — 3.2" +3 

98) (p + 1)!q!(p -q + 1)! 99) Cio, 5.C11,5 

101) 560 102) 20 

105) 2"! 106) Cai + Cn12 + Cn23 +... 
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79) a) n!; b) (n + 1)!n/2; c) (n + 2) In(3n + 1)/24 


82) Cn, m 
85) 1016 

88) 504 

91)7 

94) 70 

97) 50 

100) d 

103) 26º — 25º 
107) 126 


Capítulo to. Galaritos 


108) 105 
111) 3136 
114) 2/5, 
117) 90360 


120) a) Cm=a+3,3 b) Cm-a-b+3,3 


123) 3888 
126) 840 
129) 40 
132) e 
135) c 
138) c 
141) a 
143) a) 25!/21!; b) 26° — 26!/21! 
146) 324 
149) a) 12; b) 8 
152) 30 
155) c 
158) c 

161) 48 
164) b 
167) 2030 
170) 8 
173) a 
176) b 
179) d 
182) e 
185) c 
188) a 
191) d 
194) d 
197) d 
200) 54 
203) a 
206) 75 
209) c 
212) e 
215) c 
218) e 
221) 68 
224) d 
27) a 
230) c 
233) e 
236) c 
239) a 
242) e 
245) e 
248) b 
251) 300 
254) 210 
257) 3.Cn,4 
260) 2880 
263) 3999960 


109) 9x10" — 9x9! 
112) 3612 
115) 116 
118) 597° 
121) 3600 
124) 1676 
127) 44 
130) 8 
133) e 
136) e 
139) 6 
142) a 
144) 576 
147) 2025 
150) c 
153) 7 
156) c 
159) d 
162) d 
165) b 
168) b 
171) 17 
174) e 
177) e 
180) d 
183) b 
186) e 
189) c 
192) b 
195) e 
198) c 
201) 2030 
2049) VVFFF 
207) 30 
210) b 
213) a 
216) c 
219)31 
222) c 
225) b 
228) 200 
231) 15 
234) 2030 
237) 350 
240) d 
243) d 
246) b 
249) b 
252) 660 
255) 14976 
258) 31 
261) 656 
264) 9 ou 16 
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110) C49,6 — C44,38 
113) n(n — 4)(n — 5)/2 
116) 5004 

119) 6.4! 

122) 10 

125) 7!.C3,3 
128) nº 

131) (a + b)!/(a!b!) 
134) b 

137) 296 

140) 120 


145) 182520000 
148) 39 

151) b 

154) d 

157) b 

160) a) 186; b) 20 
163) d 

166) c 

169) 80 

172) a) 106; b) 11 
175) d 

178) d 

181) e 

184) a) 300; b) 307200 
187) b 

190) e 

193) e 

196) a) 15; b) 30; c) 180 
199) segunda opção 
202) a 
205)VFVFF 
208) e 

211)a 

214) e 

217) € 

220) c 

223) 265 

226)b 

229) a) 84; b) 1365. 
232) d 
235)C;,2=21 
238) 64 

241) d 

244) e 

247) b 

250) 1140 

253) 460800 
256) Cn -2,3 
259) 4” 

262) 2"! 

265) 7!3!Cs,3 


Capítulo tô. Galaritos 


266) a) 51Cs 3C4. 2; b) 24192 


267) a) 15n?; b) 30.n.Cn,2 + n°.Cn,3; €) 30.0.Cn,3; d) nf.Cn, 4 268) e 
269) 155 270) d 271)b 
272) 336 273) 19 274) Cs, 5 
275) d 276) d 277) 24 
278) 19600 279) 28501 280) d 
281) 183 282) 615 283) e 
284) c 285) 55e 10 286) Sim 
287) a) 51; b) 4.5º 289) 795 

290)k=5en=80uk=8en=5 291)71 292) 140 
293) 48 294) 108 295) 18 
296) 8 297) 180 298) 70 
299) 70 301) 27 DE-D 302) 212 
303) 2"! 304) 233 305) C1996. 6 
307) 174 308) 3432 309) 120 
310) 7!.25!.C16.7 311) n! - 24n- 2)! +24(n-3)! 312) 3” 
313) Car+ 1r 314) 315) 16 
316) 10 317) Não 318) 560 
319) 22" 


Capítulo 5: Binômio de Newton 
Questões de Vestibulares 


Da 2)d 3) b 

4) 11 5) 48 6)n=4 

7) c 8) e 9)a 

10) e 11)p=5 12) T4 = 56 
13) a 14) e 15) c 

16) a 17) c 18) a 

19)b 20) e 21) c 

22)b 23)d 24) 2001000 
25) 4 26) c 27) T; = 7560 e Ti; = 243 
28) c 29) d 30) d 

31)a 32) d 33) d 

34) d 35)b 36) b 

37) c 38) a 39) e 

40) c 41) c 42)b 

43) c 44)a 45) d 

46) d 47)b 50) b)n 

52) e 53) d 54) e 

55) a 56) a 57)b 

58) b 59) c 60) c 

61) d 62) c 63) c 

64) c 65) d 66) 0 

67)n=7 ou n=14 68) 45 69) y” 
71)n=13 73) m múltiplo de 3 74)n=7 ou n=14 
Exercícios 

10) 127 11) (37! -130 +1) 22) n(n + 1) 
23) (- 1)“Cn, x 26) 3.C9,3 + C9, 4 27) (1)Conn 
28) C11,3 

29) 1 + (C10, 2C2, 1)6 + (C10, 4C4, 2)6° + (Cro, 6C6,3)6° + (Cro, 8C3, 4)6" + (Cho, 10C10, 5)6° 

30) k = 64 31)a) 1 + 1/a deve ser um divisor de n + 1; b) não 
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33) 755 34) (n? — 5n + 2)2 
35) máximo: Ta = (Ci20.40)/(2"º) mínimo: Ty, = 1/2?) 36) 30.4”! 
37) 24 38) — 10592 39) 5n(5n + 1)6""? 


Capítulo 6: Probabilidade 

1) 0,999 aproximadamente 

2) P(A1) = 5/54; P(A») = 25/54; P(As) = 25/108; P(A4) = 24/162; P(As) = 25/648; P(As) = 25/1296; 
P(A) = 1/1296; P(Ag) = 5/162 


3) a) 7/15; b) 1/12 4) a) 2/5; b) 2/5 5) a) (b — D.(b- DU?) 
6) 4/9 7) a) 1/126; b) 1/42 8) 63/200 

9) (Cn, teCa-k p- 2.227 PY Con,p 10) 2i/n(n + 1) 11) 25/216 

12) 1/6 13) (Cork Cast) Cad 14) Cn, u/'2" 

15) a) 11/20; b) 1/2; c) 3/4; d) 3/10; e) 1/20; f) 9/20; g) 4/5 16) a) 10/81; b) 2/77 
17) a) 66/264845; b) 22/1324225; c) 1/15890700; d) 1/7945350; 18) (n-m)(n-m- D/n(n- 1) 
19) 2/n(n — 1) 20) 2/(n- 1) 21) 14/15 

22) 3/16 23) 7/8 24) 1/6 

25) 3/5 26) 5/12 27) 4/7 

28) a) 2/3; b) 5/6 29) 1/9 

31) a) 671/1296; b) 1 — (35/36)? 32)1-(0,9)"º 33) 95/294 

34) a) 1/2"! b) 1/25, sek <n; 1/2"! sek=n 

35) aproximadamente 0,63 36) 243/256 37)d 

38) d 39) b 40) 4/45 

41) c 42)a 43) a) 108; b) 2/9 
44) d 45) d 46) a 

47 e 48) c 49) 1/1680 

50) a) 12%; b) 80%. 51) a) 4/7; b) 2/7; 0) 1/7 52) 135/2” 

53) a) 945; b) 8/63 54) 7/27 55) 1/2 

56) 1/125 57) 2/3 58) 13/18424 

59) 1/2 60) b 61) e 

62) b 63) d 64) e 

65) e 66) d 67) a 

68) a 69) b 70) c 

71) e 72) d 


73) a) 1/100; b) Se o número da rifa é formado por dois algarismos distintos = p= 1/95. Se o 
número da rifa é formado por dois algarismos iguais => p= 1/190. 


74)b 75) a) 1/3; b) 2/15 76) d 

77) a) 87500; b) 2/7 78) a) 1001101; b) 16; 0) 1/64 79) a) 27216; b) 1/216 
80) a 81) d 82) c 

83) c 84) c 85) b 

86) b 87)b 88) e 

89) b 


90) a) pa = pp = pc = Pemp = 1/4; b) pa = pp = pc = Pemp = 1/4; ©) pa = pe = 1/2 € pc = Pemp = 0; 
d)pa=pB=0 e pc = Pemp = 1/2 


Lts dd E 
91) a) px = 1/5 e py = 1/6";b) px E É so +5) e py =z É x +2) 
92) a 93) e 94) d 
95) 1/3 96) d 97) a) 1/5; b) 0,4096 
98) 1/1296 99) a 100) e 
101) e 102)F VFF 103) b 
104) e 105) a) 5,9.107*; b) 0,266 106) e 
107) c 108) d 109) a) 1/3; b) 8/15 
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110) b 111) d 112)a 
113) 1/9 114) 1/5 115) 71/260 
116 VFV VF 17FVFV 118)FFV V 
119) c 120) Joquim 
121) Conterá a expansão demográfica mas não reduzirá a proporção de homens 
122) d 123) d 124) 3/4 
125) c 126) d 127) a) 1/10; b) 28/31 
128) a) 1/453.600; b) 1/15 129) a) 2/15 e 1/15; b) 7/15 130) b 
131) a) 2/4782969; b) 55/4782969 132) a) 44,44%; b) 300/4807 133) e 
134) 1/6 135) 39/277 136) a) 1/252; b) 45/252 
137) 1/12 138) (1 + 27 3 139) e 
140) c 141) 1/4 142) 1 — (8/9)? — (5/9)? + (4/9)º 
143) 95/256 144) 3/10 145) d 
146) c 147) 55/703 148) 1/25 
149) 1/3 150) 11/450 151) a 
152) 401/278º 153) 3/64 154) c 
10 
155) c 156) de 157) 1/18 
158) 13/30 159) 1/27 160) 0,8 
161) d 162) d 163)b 
164)b 165) 28/111 166) 77/90 
167) 1 ou 6 168) d 169) 9/25 
170) a 171)d 172) 2/7 
173) 7/10 174) 976 


Capítulo 7: Princípio de Dirichlet 


1) 9491 8) b) (101, 102, 103, ..., 200) 14) 52 
15) 6 31) a) 3; b) 8 34) 73 
35) 20 36) c 37) b 
39) a) 1 <n < 13; b) n > 12; 41)d 44) 97 
45) 18 46) b 49) e 
50) c 51)d 52) 910 
58) 501 63)n-1<2m 67) 53 
78) a) Sim; b) Não. 80) Não 81) 13 
82) Não 90) a) 1, 2, 7,8, 13, 14, 19,20, 25, 26; b) Não 
91) 999 


Capítulo 8: Relações de Recorrência em Combinatória 


2 2) a) 60; b) 3[3"7 ! + = 1)°]/4 
3) a) 9”; b) pares = (9 - (— 1)/2 495 +32 5) n) = 2n — 1) + 2fn - 2) 
n+l o n+l 

9 (1+4/2) a 2) AEE O 8) (4° + 2®)/2 

1 2)" qe 
9) i — [5 | 10) Fa +1, onde F, = nº de Fibonacci 

1 1) E 

11) sf + [- 3 | 12) an = Fn + 2, onde F, = nº de Fibonacci 
13) Fa 15) xn+1=4Xn+Xn-1 17) a= an1 +0- lana 
18) (3" + 1)/2 19) 233 20) (1+2 3 
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Capítulo 13. Gabaritos 
21) e 22) 8.3” 23) [2"7! + 2- 1)! 711/3 
24) 3(3!º** — 1)/4 25) 3(6” + 1)/(7.6°) 27) an =an-1 +an-3+an4 


Capítulo 9: Matriz 
Exercícios de Vestibular 


1 10m 
lo 1) 


2) Sejam A = | me À é Café ] 
y t c d f h 


Para que AB = AC (B + C) basta que 
i) (d-h)a-e)=(b -f(c -8) 

ii) y=- (b —-fìx/(d — h) 

iii) t= -— (a — e)z/(c — 2) 

Por exemplo: A = | 5 alat | e 5 


s3 4 2 5 1 2 
3) b 4)a 5)d 
6) b T) c 8) a) 3; b) 33. 
9) a) Cláudio; b) 2. 10) a) a) E (ED =20uk=3 W)m=n=peq=r=s 
12) 126 13) 63 14)b 
IS)VFFVF 16) e 17) a 
18) e 19) a) 2; b) [12/11 20/11] 20) a 
21) d 22) e 23) d 
25) a 26)b 201-M 
28)b 29) d 30) d 
31) a 32) c 33) d 
34) c 35) d 36) b 
37) c 38) b 39) e 
+1 0 0 
40) a 41) c 42)]0 +1 0 
0 0 +l 
0 2 
44) (nn + 1)! 45)|1 1 
2 0 
, . x 0 4 10 n I1 0 
46) a) todas as matrizes do tipo „xeyeR;b)A = ;d A = ; 
x 11 -n 1 
+1 2 k 
47) X= ou x=| #2 +42 ag | 
E +/2/2 +42 0 k 
1/6 -2 
49) 50) R é ortogonal 
5/6 —4 


Exercícios Gerais 


NX= +1 0 axe vl-—-be b sxa 1-be b 
0 +1 c —vl—be c Vl—-be 


9) As matrizes idempotentes 2x2 diferentes da matriz identidade e da matriz nula são da forma 
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Capítulo to. Galaritos 


1 vI-4be 1 vI-4bc 


b RE 
X=|2 2 ouX=|2 2 


c PO c =+ 


2 2 2 2 


4 5 
12) As matrizes nulas de ordemn 19) X = f j e Y= | 3 


f a-b b 
21) todas as matrizes do tipo 
-3b a 


1 vi-4bc 1 vI-4be 


-5 
d 20) x = 1/2 e y=- 1/2 


; , O x) ttv-be 
23) todas as matrizes dos tipos y 
x 0 0 0 c F 

| 24 13 | 

31) 32)x=-2 
-34 -18 
E +DF CG+ A 
34) AB = 
EF+CF EG+CE 

Capítulo 10: Determinantes 
Questões de Vestibular 
Da 3) 12 5) 11 
6) e 7)d 8) 0 

2 4,25 -0,5 
9-2 -3 -1 10) {V xe R/x#-30} 

0 05 1 
11)a=2,b=4,c=6,m=4,n=8,p=16 12) d 
13) b 14)d 15) c 
16) e 17)d 189VFVVFVF 
19) 1 20) k <- 27 ouk <33 21)d 
23)FFFV 24) d 25) a 
27)a 29a) | j p [ED ADA! quando A= RO E 

Se. e Nibe 
29) a) 1; b) x = cos 9, y = sen 0, z = 3 30) e 
31) e 32) 0 33) BA = AB 
3AVFVVV 35) b 36) c 
37)x<0ou 1/⁄6<x<1 38) uma solução: x = 3 39) VFFV 
40) a 4) d 42) d 
43) d 44)b 45)b 
46) — 1/2 4NFVFFF 48) d 
49) a 50) c 5Da 
cosa sena 
52) d 53) a 54) 
senb cosb 

56) c 57) d 58) a 
59) c 60) d 6D)d 
62) c 63) d 64) e 
65) c 66) a 67)b 
68) a ouc 69) b 70) a 
7) a 72) 4 73) c 
74)b 75) não inversível 76) a 
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Capítulo tô. Galaritos 


77) c 78) c 79)b 
80) b 81) d 82) c 
83) e 84) e 85) d 
86) c 87) e 88) a 
89) d 90) a 
91) (b— a)(c — a)(d — a)(c — b)(d — b)(d — c) 92) d 
94) d 95) — 2/11 96) (a+n- I(a- 1)! 
97) 0 98) 1ou2 
100) a) An = 3.An -1 — 2.An-2; b) An = 2°- 1. 102) 0 
5 0 -l 
103) (x + mn)x""! 104) x =- 2, 0 ou 4/7 105)| 8 1 -2 
-4 0 1 
p2(n+1) “4 
106) 46080 108) 3 109) ESA 
Capítulo 11: Sistemas Lineares 
Dc 3)e 49d 
5)b 6)b Na 
8) a 9d 10) e 
1Da=0,b=4 12) b) m =- 1/2 
13)a) {-m- 1, m +3,- 2m- 2}; b) {1,— 3 + 2i,- 3 — 2i} 
14) a) m # - 3; b) para m = 0 o sistema é indeterminado 18) {—- 1,0, 1,2} 
20) à = 1; b) {0, 0, 0}. 21) c 22) e 
23) a 24) c 25) d 
26) b 2) FVFV 28) c 
29) a 30) b 31) e 
32) b 33) e 34) b 
35) d 36) e 37) e 
38) d 39) d 40) c 
41) e 42) d 43) e 
44)a 46) d 47) a 
0 
48) e 49) X= A 50) xı = 2, x2 = 0, x3 4 
1 


51) V k e Ro sistema é determinado 

52) a) a # — 13/3; b) a = — 13/3 e b = 2/3; c) a = — 13/3 e b = 2/3 

53) x =3,y=3,z=6,w=5 54) se y3 = y2 — 2y1 O sistema admite infinitas soluções 
55)a)k#2ek#-5;b)k=-5;c)k=2. 

56) se m = ou m = 1 o sistema é indeterminado, se m = — 2 o sistema é impossível e sem #+#0em# le 
m +- 2 o sistema é determinado 

57)a=2 e (5t, 1 — 4t, t} 

58) se a + 11: determinado, se a = 11 e b x 7: impossível e se a = 11 e b = 7: indeterminado 

62)a=-4 
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